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Vorwort. 


Der  Titel  des  italienischen  Originals  lautet: 
Bepertorio  di  matctnaüchc  superiori  (deflnisioni,  formolc,  teorcfni, 
cenni  hihliografici)  per  Er^iesio  Ftiscal,  pro  f.   ordinario  nella 
R.    Univcrsitä  di  Pavia,  I.  Analm,    ülrico  HoepU,   editore- 
Uhrajo  della  real  cdsa,  Milano  1S98. 

Der  Herr  Verfasser,  der  in  sehr  dankenswerther  Weise 
sein  Buch  fär  die  deutsche  Ausgabe^)  mit  vielen  Zusätzen  und 
Abänderungen  versehen  und  es  zum  Theil  ganz  neu  bearbeitet 
hat,  >vünscht,  dass  aus  der  Vorrede  zum  1.  und  2.  Theil  des 
Originals  die  folgenden  Stellen  hervorgehoben  werden: 

„Gerade  bei  einem  Buch,  wie  demjenigen,  welches  wir 
hiermit  dem  mathematischen  Publikum  vorlegen,  scheint  es  noth- 
wendig  zu  sein,  vor  allen  Dingen  über  die  Absicht,  in  welcher 
es  geschrieben  ist,  Aufklärung  zu  geben,  damit  Missverständnisse 
unter  lallen  Umständen  ausgeschlossen  sinA" 

„Das  Buch  hat  den  Zweck,  auf  einem  möglichst  kleinen 
Raum  die  wichtigsten  Theorien  der  neueren  Mathematik  zu  ver- 
einigen, von  jeder  Theorie  nur  so  viel  zu  bringen,  als  nöthig 
ist,  damit  der  Leser  sich  in  ihr  orientiren  könne  und  auf  die 
Bücher  zu  verweisen,  in  welchen  er  Ausführlicheres  finden  kann." 
„Es  soll  für  den  Studirenden,  welcher  während  seiner 
üniversitätszeit  sich  mit  verschiedenen  Zweigen  der  Mathe- 
matik beschäftigt  hat,  ein  ^Vademecum',  ein  Taschenbuch  sein, 
in  welchem  er ,  kurz  zusammengefasst ,  alle  jene  mathe- 
matischen Begriffe  und  Resultate  wiederfindet,  die  er  während 
seiner  Studien  sich  nach  und  nach  angeeignet  hat  oder  doch 
hätte  aneignen  sollen.  Man  würde  sich  daher  irren,  wenn  man 
der  iVnsicht  wäre,  wir  hätten  eine  Encyklopädie  der  Mathematik 
schreiben  wollen;  für  eine  solche  Arbeit  würden  weder  unsere 
J  Kräfte  ausgereicht  haben,  noch  hätte  der  verhältnissmässig  ge- 
I      ringe  Umfang  dieses  Buches  genügt.     Wir  haben  weiter  nichts 

^1  1)  Eine   polnische  Ausgabe  ist  von  Herrn  S.  Dickstein  be- 

V       BOigt  worden  und  in  Warschau  erschienen. 
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IV  Vorwort. 

als  ein  bescheidenes  Bepertorium  abfassen  wollen,  welches,  wie 
wir  glauben,  den  Studirenden  der  Mathematik  Dienste  zu  leisten 
im  Stand  ist." 

„Das  Buch  kann  den  jungen  Mathematikern  auch  insofern 
von  grossem  Nutzen  sein,  als  es  ihnen  die  Möglichkeit  bietet, 
ihre  Kenntnisse  mit  verhältnissmässig  geringer  Mühe  auch  auf 
andere  Gebiete  der  Mathematik  auszudehnen,  wenn  sie,  wie 
es  so  oft  vorkommt,  das  grosse  Unrecht  begehen,  sich  zu  aus- 
schliesslich in  Einzelheiten  einzulassen,  d.  h.  sich  mit  zu  grosser 
Abschliessung  einem  speciellen  Theil  der  Wissenschaft  zu  widmen 
und  alle  übrigen  Theüe  darüber  zu  vernachlässigen." 

„Dieses  Cultiviren  einzelner  Theüe  ist  allmählich  als 
nothwendige  Folge  der  ungeheueren  Entwickelung  eingetreten, 
welche  in  diesem  Jahrhundert  die  verschiedenen  Zweige  der 
Wissenschaft  erlebt  haben.  Aber  auch  in  der  Specialisirung 
ist  Masshalten  von  Nöthen  und  wir  haben  immer  geglaubt, 
dass  es  nicht  schön  ist,  wenn  man  sieht,  wie  Mathematiker, 
man  könnte  sagen  absichtlich,  die  eigene  Ausbildung  auf  ein 
eng  begrenztes  Gebiet  beschränken  und  sich  für  berechtigt 
halten,  den  benachbarten  Gebieten  keinen  einzigen  Blick  zu 
schenken.  Am  wenigsten  schön  aber  ist  es,  wenn  junge  Leute 
zu  früh  sich  solchen  Neigungen  hingeben." 

„Wir  sind  der  Meinung,  dass  man  mit  allen  Kräften  eine 
so  gefährliche  Tendenz  bekämpfen  sollte.  Eine  geistige  Diät, 
welche  mit  einer  einzigen  Speise  beginnt  und  endet,  kann 
Niemandem  zum  Vortheü  gereichen  und  nur  grosse  Uebel  zur 
Folge  haben.  Denn,  wie  Gladstone  sehr  richtig  in  einer  Bede  sagte, 
die  er  im  Jahr  1879  an  die  Studenten  der  Universität  Glasgow 
richtete,  bei  solcher  Exclusivität  beraubt  man  sich  des  Vorzugs 
des  Seitenlichts,  welches  die  Reiche  der  Wissenschaft  gegenseitig 
aufeinander  werfen  und  man  wird  dazu  neigen,  den  Werth  und 
den  Einfluss  des  eigenen  beschränkten  Verdienstes  zu  über- 
schätzen. Wenn  dieses  Urtheil  nun  für  die  Verhältnisse  be- 
rechtigt ist,  welche  zwischen  den  verschiedenen  Wissenschaften 
bestehen,  um  wie  viel  mehr  wird  es  nicht  für  die  verschie- 
denen Abtheilungen  und  UnterabtheUungen  einer  und  derselben 
Wissenschaft  gelten?  Und  muss  es  nicht  noch  viel  mehr  gerade 
bei  den  mathematischen  Wissenschaften  anerkannt  werden, 
deren  neueste  Fortschritte  immer  deutlicher  gezeigt  haben, 
wie  gebrechlich  die  Schranken  sind,  welche  die  verschiedenen 
Theüe  zu  trennen  schienen?" 


Vorwort.  V 

„Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  bei  jeder  Theorie  fast  immer 
dieselbe;  zuerst  werden  die  Definitionen  und  Grundbegriffe  der 
Theorie  gegeben,  alsdann  die  Theoreme  und  Formeln  ohne  Beweis 
aufgestellt,  welche  die  Verbindung  zwischen  den  durch  die  vorher- 
gehenden Definitionen  eingeführten  Dingen  oder  Grössen  bilden, 
und  schliesslich  ein  kurzer  Hinweis  auf  die  Literatur  über  die 
betreffende  Theorie  gebracht." 

„Da  es  nicht  möglich  war,  Alles  zu  bringen,  haben  wir 
uns  sehr  oft  auf  das  Wichtigste  beschränken  müssen,  und  die 
Schwierigkeiten,  bei  der  Auswahl  des  Stoffes  den  richtigen 
Principien  zu  folgen,  sind  nicht  geringe  und  nicht  wenige  ge- 
wesen; wir  glauben  auch  nicht,  dass  es  uns  immer  gelungen 
ist,  sie  auf  die  beste  Art  zu  überwinden;  jedenfalls  bitten 
wir  den  Leser  bei  der  Beurtheilung  aller  Einzelheiten  unseres 
bescheidenen  Buches,  die  grösste  ihm  mögliche  Nachsicht  zu 
üben." 

,)Man  glaube  nicht,  dass  wir  alle  Literaturangaben  gemacht 
hätten,  die  zu  machen  möglich  waren;  das  wäre  übertrieben  und 
nutzlos  gewesen;  es  war,  wie  uns  scheint,  nur  geboten,  die 
wichtigsten  Arbeiten,  die  einen  bestimmten  Gegenstand  betreffen, 
hervorzuheben,  d.  h.  diejenigen,  welche  den  grössten  Eindruck 
hinterlassen  haben  und  als  die  Grundlagen  der  übrigen  zu  be- 
trachten sind;  denn  wollte  man  sich  von  der  Sucht,  möglichst 
viel  zu  citiren,  beherrschen  lassen,  so  würde  dem  Leser 
schliesslich  die  natürlichste  und  einfachste  Orientirung  verloren 
gehen." 

„Bei  der  allgemeinen  Anordnung  der  verschiedenen  Theile 
waren  wir  manchmal  gezwungen,  um  eine  gewisse  Symmetrie 
einhalten  zu  können,  von  der  logischen  Aufeinanderfolge  abzu- 
weichen und  Theorien  vorauszuschicken,  zu  deren  Beweis  (aber 
wohlverstanden  nicht  zum  Verständniss  der  Resultate)  Begriffe 
nöthig  sind,  die  erst  später  gebrachten  Theorien  angehören. 
Bei  dem  Charakter  unseres  Buches  scheint  uns  dies  kein  Miss- 
stand zu  sein." 

„Der  Verfasser  hofft,  dass  die  mühsame  Arbeit  bei  der 
Herstellung  des  Buches  nützlich  und  nicht  umsonst  gewesen  sei, 
und  dass  der  nachsichtige  Leser  berücksichtigen  werde,  dass 
dieses  Werk,  in  welchem  die  sämmtlichen  so  verschiedenartigen 
Theile  der  reinen  Mathematik  behandelt  werden,  nicht  das 
Resultat  des  Zusammenwirkens  vieler  Verschiedener,  sondern 
die  Arbeit  eines  Einzigen  ist." 


VI 


Vorwort. 


An  der  Durchsicht  der  Druckhogen  haben  sich  die  Herren 
Professor  Dr.  Engel  in  Leipzig,  Dr.  Loewy  in  Freiburg  im 
Breisgau,  sowie  der  Herr  Verfasser  Professor  Pascal  in  Pavia 
betheiligt.  Herrn  Dr.  Loewy  ist  der  Herausgeber  ausserdem 
für  zahlreiche  briefliche  Mittheilungen  verpflichtet.  Er  spricht 
diesen  Herren  für  ihre  Liebenswürdigkeit  und  die  grosse  Mühe, 
die  sie  sich  bei  der  Herstellung  der  deutschen  Ausgabe  gütigst 
haben  machen  wollen,  auch  hier  seinen  verbindlichsten  Dank  aus. 

Die  sehr  ausführlichen  alphabetischen  Register  am  Ende 
eines  jeden  Theils  sollen  die  Benutzung  des  Werkes  erleichtern 
und  werden  dem  Leser  willkommen  sein. 

Der  n.  Theil  des  Repertoriums,  der  die  Geometrie  be- 
handelt, wird  gegen  Ostern  nächsten  Jahres  erscheinen. 


Wiesbaden,  im  Mai  1900. 


A.  Schepp. 
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Kapitel  I. 
Einleitende  Lehren. 

§  1.   Irrationale  Zahlen. 

Wir  wollen  annehmen,  zwei  Klassen  rationaler  Zahlen,  die 
Klasse  A  und  die  Klasse  By  seien  dadurch  definirt,  dass  jede 
Zahl  Yon  Ä  stets  kleiner  als  jede  Zahl  von  B  ist,  und  dass  sich 
ferner,  wenn  a  beliehig  klein  genommen  wird,  immer  zwei 
Zahlen  a  in  ^  und  h  in  B  derart  finden  lassen,  dass  b  —  a 
kleiner  als  6  aber  nicht  Null  ist. 

Die  beiden  EQassen  Ä  und  B  individualisiren  eine  Zahl, 
die  einer  einzigen  der  beiden  Klassen  angehören  oder  auch  zu 
keiner  von  ihnen  gehören  aber  rational  sein  kann;  trifiPt  keiner 
dieser  beiden  Fälle  zu,  so  sagt  man,  die  beiden  Klassen  J.,  B 
bestimmen  eine  itrationale  Zahl. 

Die  irrationale  Zahl  stellt  sich  mithin  dar  als  die  Trennungs- 
zahl zwischen  den  Zahlen  der  Klasse  Ä  und  denen  der  Klasse  B\ 
sie  wird  mit  a  =  (Ä,  B)  bezeichnet. 

Eine  rationale  Zahl  n  heisst  kleiner  als  a,  wenn  in  der 
Klasse  Ä  Zahlen  vorkommen,  die  grösser  als  n  sind;  sie  heilst 
grösser  als  a,  wenn  in  der  Klasse  B  Zahlen  existiren,  die 
kleiner  als  n  sind. 

Zwei  irrationale  Zahlen  a,  o'  heissen  gleicfi,  wenn  jede 
rationale  Zahl,  die  kleiner  als  a,  auch  kleiner  als  a'  ist,  und 
jede  rationale  Zahl,  die  grösser  als  a,  auch  grösser  als  o'  ist. 

Sollen  zwei  irrationale  Zahlen 

gleich  sein^  so  ist  dazu  noUiwendig  und  ausreicfiend^  wenn  jede 
ZaM  von  A  kleiner  als  eine  gewisse  Zahl  von  A*  und  jede  Zahl 
von  A'  Meiner  als  eine  gewisse  Zahl  von  A  ist 

SoU  eine  Zahl  a  grösser  als  a  sein,  so  ist  dazu  nothwendig 
und  ausreidiend,  dass  eine  Zahl  von  A  existire,  die  grösser  als 
aUe  Zahlen  von  A'  ist 

Pascal,  Bepertorium.  I.  1 


2  Kapitel  I.   Einleitende  Lehren. 

Eine  Zahl  ß  wird  die  Summe  der  Zahlen 

«  =  (4,5),  «'  =  (^',5') 

genannt,  wenn  sie  durch  die  beiden  Klassen  von  Zahlen  definirt 
wird,  die  man  durch  Addition  aller  Zahlen  von  Ä  auf  jede  nur 
mögliche  Weise  zu  allen  Zahlen  von  Ä^  und  ebensolche  Addition 
aller  Zahlen  von  B  zu  allen  von  jB'  erhält.  Man  schreibt  in 
Symbolen        ^  _  „  J^  „-  _  (^  +  ^',  _B  +  gy 

Sind  a  und  a    gleich,  so  sind  es  atich 

«  +  yi    «'  +  r, 

worin  y  ebenfalls  eine  durch  Klassen  bestimmte  Zahl  ist  und 
a  -|-  y,  a'  +  y  toHe  oben  definirt  werden. 

Der  Unterschied  zweier  mit  Hülfe  von  Ellassen  bestimmter 
Zahlen  wird  auf  ähnliche  Art  gefunden,  indem  man  diese  Opera- 
tion auf  alle  mögliche  Weise  an  den  Zahlen  ausführt,  welche 
die  Klassen  bilden;  man  erhält  in  Symbolen 

ct  —  a={A  —  A\B  —  By 

Um  die  Multiplication  und  Division  zu  definiren,  setzen 
wir  zunächst  voraus,  a  =  {Ä^  B)  und  a'  =  (Ä\  B')  seien  po- 
sitive Zahlen.  Man  kann  dann  alle  Zahlen  der  Klassen  A^  B^ 
A\  B'  positiv  und  von  Null  verschieden  wählen.  Die  Multipli- 
cation wird  durch 

cca  =  {AA\  BB') 

definirt;  die  Division  durch 


«^ /A^     B\ 

^  ~\B''  A')' 


Um  diese  Definition  der  Multiplication  und  Division  auf 
den  Fall  auszudehnen,  in  welchem  einer  der  Factoren  oder  beide 
negativ  sind,   bedient  man  sich  der  gewöhnlichen  Zeichenregel. 

Endlich  gilt  bei  der  Multiplication  noch  der  Satz,  dass  ein 
Product  Null  ist,  wenn  einer  der  Factoren  Null  ist. 

Das  Potenziren  und  Wurzelausziehen  lässt  sich  ebenso  er- 
klären, doch  muss  man  vorher  zeigen,  dass  die  neuen  Definitionen 
sich  nicht  im  Widerspruch  mit  der  oben  gegebenen  Definition 
des  Productes  befinden. 

Man  erhält  in  Symbolen 

a«  =  (^«,  ^») 


§  1.   Irrationale  Zahlen.  3 

Wir  wollen  nun  zu  dem  irrationalen  Exponenten  übergehen. 
n  sei  eine  beliebige  Zahl  und  a  eine  irrationale  Zahl  a  =  ( J.,  B). 

Wenn  man  n  auf  sämmtliche  Potenzen  erhebt,  die  durch 
alle  Zahlen  der  Klasse  Ä  und  dann  der  Klasse  B  gegeben  sind, 
so  heisst  die  durch  diese  so  erhaltenen  Klassen  definirte  Zahl 
die  «**  Potenz  von  «;  das  ist  in  Symbolen: 

.n«  =  (M^,  n«)  fürn>  1 
n«  =  (n^  n^)  förn  <  1. 

Die  Grundeigenschaften  der  rationalen  Zahlen  und  der 
Operationen  mit  ihnen  erleiden  durch  die  neuen  Definitionen 
keine  Aenderung. 

Die  Gesammtheit  aller  rationalen  und  irrationalen  Zahlen 
bildet  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen. 

Es  gibt  drei  Haupttheorien  über  die  irrationalen  Zahlen: 
die  hier  vorgetragene  stanamt  von  Dedekind,  Stetigkeit  und 
irratian.  Zahlen,  Braunschweig  1872;  seiner  Darstellung  folgen 
Pasch,  IHff.'BecJin. ,  Leipzig  1882;  Bachmann,  Irrational' 
zahlen,  1892;  C.  Jordan,  Cours  d'analyse,  Paris,  2.  Aufl.  1893, 
(Bd.  1,  S.  1 — 7  sind  die  Irrationalzahlen  behandelt);  Capelli- 
G arbieri, -4.naZ.  alg.,  Padua  1886;  Bettazzi,  Teoria  delle  gran- 
dezee,  Pisa  1890;  Periodico  di  mat.,  1887;  Tannery,  Introduction 
ä  la  theorie  des  fonctions  d'tme  variable,  Paris  1886.  Vergl. 
hierzu  auch  Dedekind,  Was  sind  tmd  was  sollen  die  Zahlen?, 
Braunschweig  1888,  Vorrede;  Eicci,  IstUuto  Veneto,  1893; 
DeUa  teoria  dei  numeri  reali  secondo  il  concetto  di  Dedekind, 
Giomale  di  BattagL  1897  und  Capelli,  ib.  1897. 

Eine  zweite  Definition  ist  die  Georg  Cantor'sche;  sie 
wurde  zuerst  von  Heine,  Grelle,  74  unter  Berufung  auf 
Mittheilungen  von  Cantor  veröffentlicht,  etwas  später  von  ihrem 
Verfasser,  Math,  Änn.^  Bd.  5;  Acta  math,,  Bd.  2;  siehe  die  Dar- 
stellung von  Stolz,  AriÜimetik^  Leipzig  1885,  Bd.  1,  §  7; 
femer:  Dini,  Oru/ndtagen  für  die  Theorie  der  Functionen  etc., 
Leipzig  1892;  Harnack,  Elemente  der  Diff.-  und  Integral- 
rechnung, Leipzig  1881. 

Eine  dritte  Theorie  der  Lrationalzahlen  hat  Weierstrass 
in  seinen  Vorlesungen  auseinandergesetzt;  über  diese  siehe 
Kossak,  Programmabhandlung  des  Werder" sehen  Gymnasiums, 
Berlin  1872  und  Pincherle,  Giorn,  di  Bau.,  Bd.  18. 

Eine  vergleichende  Besprechung  der  drei  Theorien  findet 
man  bei  G.  Cantor,  Math.  Ann.,  Bd.  21,  S.  564.  Paul  du 
Bois-Beymond     hat     diese     formalen     Theorien     in     seiner 
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Fimäi&neniheorie,  Tübingen  1882  bekämpft.  Schliesslich  möchten 
wir  auch  noch  auf  Biermann,  Höhere  Mathematik,  1895  ver- 
weisen. 

Die  irrationalen  Zahlen  werden  in  zwei  Kategorien  getheilt: 
in  die  sogenannten  algebraischen,  welche  die  reellen  Wurzeln 
von  Gleichungen  sind,  in  denen  die  Coefficienten  aus  ganzen 
Zahlen  bestehen,  und  die  nicht  algebraischen  oder  transcendenten. 
Zahlen  der  zweiten  Art  sind  z.  B.  die  Zahl  n  und  die  Zahl  e. 
Die  Existenz  der  transcendenten  Zahlen  wurde  zuerst  von 
Liouville,  später  von  Cantor  nachgewiesen.  Wir  werden  in 
der  Folge  den  algebraischen  und  transcendenten  Zahlen  noch 
besondere  Paragraphen  widmen. 


§  2.    Oomplexe  Zahlen. 

Wenn  man  die  imaginäre  Einheit  i  durch  die  Formel 
i *  =  —  1  definirt,  so  hat  eine  complexe  Zahl  die  Gestalt 
a  -{-  iby  worin  a,  b  reelle  Zahlen  sind;  a  heisst  der  reelle  Theil, 
b  der  Coefficient  des  imaginären  TheHs, 

Um  nicht  gegen  die  Grundregeln  des  Eechnens  zu  ver- 
stofsen,  muss  man  die  folgenden  Sätze  gelten  lassen: 

SoUen  zwei  complexe  Zahlen  gleich  sein,  so  müssen  es  die 
reellen  und  imaginären  Theile  getrennt  sein. 

Dazu,  dass  eine  complexe  Zahl  Null  sei,  gehört,  dass  der 
redle  Theü  und  der  imaginäre,  jeder  für  sich,  Null  sei. 

Zwei  complexe  Zahlen  werden  addirt  oder  sübirahirt,  indetn 
man  die  reellen  und  imaginären  Theile  getrennt  addirt  oder 
sübirahirt. 

Die  Zahl  a  —  ib  heisst  conjugirt  zu  a  -^  ib. 

Die  Summe  zweier  complexen  conjugirten  Zahlen  ist  reell. 

Das  Product  zweier  complexen  Conjugirten  ist  eine  redle 
Grösse  und  heisst  das  Quadrat  des  Moduls  (nach  Cauchy) 
oder  auch  des  absoluten  Betrages  (nach  Weierstrass)  der 
complexen  Zahl. 

Die  complexe  Zahl  kann  man  in  der  (trigonometrisdien)  Form 

Q  (cos  a  -f-  f  sin  a) 

schreiben,  worin  q  der  Modul  ist  und  als  eine  reelle  stets 
positive  Grösse  angesehen  werden  kann,  während  a  das  Argu- 
ment genannt  wird. 

Die  complexen  Zahlen  lassen  sich  geometrisch  durch  die 
Punkte  der  Ebene  darstellen,  indem  man  der  Complexen  a  -{'  ib 
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den  Punkt  P  mit  der  Abscisse  a  und  der  Ordinate  h  (recht- 
winklige Coordinaten)  entsprechen  l&sst.  Gauss,  Werke,  Bd.  2, 
S.  171;  Bd.  3,  S.  6;  vergl.  Weierstrass,  Grelle,  Bd.  62,  S.  289 
und  Pincherle,  Saggio  etc.,  &iom.  di  Battaglinh  Bd.  18,  S.  211. 

Bei  der  geometrischen  Darstellung  der  complexen  Zahl  stellt 
der  Modul  q  den  Abstand  des  Punktes  P  vom  Coordinaten- 
anfang  0  dar  und  das  Argument  a  den  Winkel,  welchen  die 
Gerade  OP  mit  der  x-Axe  bildet. 

Der  Modul  der  Summe  zweier  complexen  Zahlen  ist  kleiner 
als  die  Summe  und  grösser  als  die  Differenz  der  Moduln, 

Der  Modul  des  Products  oder  des  Quotienten  ist  dem 
Product  hez,  dem  Quotienten  der  Moduln  gleich. 

Das  Argument  des  Produäs  oder  des  Quotienten  ist  der 
Summe  hez.  der  Differenz  der  Argumente  gleich. 

Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  erhält  man  die  n**  Potenz 
einer  in  trigonometrischer  Form  ausgedrückten  complexen  Zahl, 
indem  man  den  Modul  auf  die  n^  Potenz  erhebt  und  das  Ar- 
gument mit  n  multiplicirt  (die  Moivre'sche  Formel). 

Ist    dagegen    n    eine    rationale   aber  gebrochene  ZoM   von 

der  Form  — ,  so  ist  die  n*®  Potenz  der  complexen  Zahl 
^  (cos  a  +  *  sin  «)  gleich 

^'  jcos  -  (a  +  2kn)  +  i  sin  ^  (a  +  2kn)], 

worin  Je  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Dieser  Ausdruck  hat 
jedoch  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Werthe  und 
zwar  q  Werthe,  die  man  erhält,  indem  man  Je  die  Werthe 
0,  1,  2,  • .  •  (g  —  1)  beilegt. 

Ist  schliesslich  n  eine  irrationale  durch  die  beiden  Klassen  A^  B 
definirte  Zahl  n  =  (-4,  B\  so  hat  die  n^  Potenz  der  complexen 
Zahl  zum  Modul  q^  =  (-4.*,  jB")  (siehe  §  l)  und  zum  Argu- 
ment die  durch  die  beiden  Klassen  von  im  Allgemeinen  irratio- 
nalen Zahlen 

{^(a+  2k7c),     B{a  +  2k7t)} 

definirte  Zahl,  worin  k,  wie  gewöhnlich,  eine  beliebige  ganze  ZcM 
bedeutet.  In  diesem  Fall  gibt  es  unendlich  viele  Auflösungen. 
Die  Auflösung,  welche  dem  k  entspricht,  für  welches  a-|-2Än; 
zwischen  —  n  und  +  n  liegt,  heisst  die  Hauptauf Wsung. 

Die  Definition  complexer  Exponenten  und  Logarithmen 
findet  man  in  dem  Kap.  13:  über  die  Functionen  complexer 
Yariabeln. 
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Mittelst  der  geometrischen  Darstellung  der  complexen  Zahlen 
kann  man  geometrisch  die  Grandoperationen  an  den  complexen 
Zahlen  ausfahren. 

Wenn  Ä,  A'  die  Punkte  der  Ebene  sind,  welche  zwei  com- 
plexe  Zahlen  darstellen,  so  erhält  man  ihre  Summe,  indem  man 
das  Parallelogramm  mit  den  Seiten  0-4,  OÄ'  bildet,  wobei  0 
der  Coordinatenanfofig  ist.  Die  dem  Punkt  0  gegenüberliegende 
Ecke  dieses  Parallelogramms  stellt  die  complexe  Summe  dar. 

Die  Differenz  ergibt  sich  auf  dieselbe  Art,  wenn  ma/n  stau 
der  Punkte  A^  A'  den  Punkt  A  und  den  in  Bezug  auf  0  sym- 
metrisch zu  A*  gelegenen  Punkt  nimmt. 

Um  das  Product  zweier  durch  die  Punkte  A^  A'  darge- 
stellten Zahlen  zu  bilden,  nehme  man  auf  der  redien  Axe  den 
Punkt  1  an,  ziehe  das  Dreieck  OAl  und  mache  das  Dreieck 
OA'P  dem  vorigen  auf  die  Art  ähnlich,  dass  die  Seite  PA\ 
wenn  man  OA'P  so  lange  um  den  Eckpunkt  0  dreht,  bis  OA' 
mit  Ol  zusammenfällt,  parallel  zur  Seile  AI  wird.  Der  Punkt 
P  stellt  alsdann  das  Product  der  beiden  complexen  Zahlen  dar. 

Den  Quotienten  schliesslich  zweier  durch  A^  A'  darge- 
stellten Zahlen  erhält  man  auf  folgende  Art:  Man  bilde  das 
Dreieck  0-41,  nehme  auf  OA  eine  Strecke  gleich  OA'  und  ziehe 
von  dem  Endpunkt  K  dieser  Strecke  eine  Gerade  parallel  zu  Al^ 
die  Ol  in  Q  trifft.  Dreht  man  nun  das  Dreieck  OKQ  um  0, 
bis  OK  mit  OA'  zusammenfällt,  so  ist  die  von  dem  Punkt  Q 
alsdann  eingenommene  Lage  der  gesiwhie  Punkt,  der  den  Quo- 
tienten A'  dividirt  durch  A  darstellt. 

Mit  der  geometrischen  Darstellung  der  complexen  Zahlen 
hängt  die  Aequipollenzefirechnung  zusammen. 

Die  Darstellung  des  Imaginären  durch  Punkte  einer  Ebene 
findet  man  in  der  schon  1799  publicirten  aber  völlig  unbeachtet 
gebliebenen  und  in  Vergessenheit  gekonmienen  Arbeit  von 
G.  Wessel.  Vergl.  die  von  der  dänischen  Akademie  in  fran- 
zösischer Uebersetzung  besorgte  Ausgabe:  Essai  sur  la  represen- 
tation  andlytique  de  la  direction,  Kopenhagen  1897.  Bis  diese 
Publication  ans  Licht  gezogen  wurde,  galt  als  Begründer  der 
Darstellung  des  Complexen  in  der  Ebene:  Argand,  Essai  sur 
une  maniere  de  representer  les  quantites  imaginaires,  Paris  1806; 
Gergonne  Arm.,  5,  S.  208.  Mit  derselben  Theorie  trat  1828 
Mourey  hervor:  La  vraie  iheorie  des  quaniit4s  negatives  et  des 
quantites  prStendues  imaginaires,  Paris,  neu  abgedruckt  1861. 
Durch  Gauss  a.  a.  0.  wurde  diese  Theorie  Gemeingut  der  Mathe- 
matiker; jedoch  kommt  ihm  keine  Priorität  zu. 
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Die  Hauptarbeiten  sind  ausser  den  bereits  citirten: 
Cauchy,  Mem.  sur  les  quantites  geometrlques,  Exerc.  d'Äfui' 
lyse  et  )äe  phys.  math.,  4,  1847;  Bellavitis,  Opere  sul  cälcolo 
ddle  equipollenzef  1833 — 1874  (ein  Verzeichniss  derselben  findet 
man  in  dem  unten  citirten  Laisant);  Hanke  1,  Vorlesungen  über 
die  complexen  Zahlen,  Leipzig  1867;  Hoüel,  Theorie  des  quan- 
tites complexes,  Paris  1874;  Laisant,  iquipollefices,  Paris  1887; 
Tannery,  Introd.  ä  la  th^orie  d.  fond.,  Paris  1886;  Stolz, 
Arithm.,  Bd.  2,  Leipzig  1886. 


§  3.   Die  Quatemionen. 

Eine  der  Verallgemeinerungen  der  complexen  Zahlen  bildet 
die  sogenannte  Quaiernianenrechnxmg'^  ausser  der  gewöhnlichen 
Einheit  der  reellen  Zahlen  benutzt  man  noch  drei  andere  Ein- 
heiten ?i,  /g,  ig  und  bildet  so  die  QiMtemion 

Man  muss  suchen  der  allgemeinen  Eigenschaft,  dass  das 
Product  zweier  Quatemionen  wieder  eine  Quatemion  sei,  ihre 
Gültigkeit  zu  wahren  und  es  daher  so  einrichten,  dass  das 
Product  zweier  Einheiten  linear  durch  die  Einheiten  selbst  sich 
ausdrücken  lässt.     Man  setzt  also 

«2  =  1 ,  «1*2  =  i^*i  =  '3  ? 
«2^  =  —  1 ,  hh  =  —  hh  =  h  » 
«8^  =  —  1 ,     hh  =  —  hh'=  h  • 

Schon  daraus  erkennt  man,  dass  das  Conmiutationsgesetz 
des  Products  für  die  neuen  Zahlen  im  Allgemeinen  nicht  mehr 
gilt.  Wenn  o^  =  ag  =  «3  =  0  ist,  so  heisst  die  Quatemion 
scalar  oder  ein  Scdlar;  ist  a^  =  0,  so  nennt  man  sie  einen 
Vector;  der  Modul  der  Quatemion  ist 


y< + «1* + <h' + «5* 


und  sowohl  reell  wie  positiv. 
Die  Zahl 


«     '     ^  1//.   «  -L  /,  «  _L  /.  «      ' 


heisst  die  Axe  der  Quatemion. 
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Jeder  Quatemion  kann  man  die  Gestalt 

Q  (cos  a  -{-  ksiaa) 

geben,  worin  g  der  Modul,  a  das  Argument  und  X  die  Äxe 
heissL 

Von  der  Quatemion  ^(cosa  —  Asina)  sagt  man,  aie  sei 
zu  q (cos a  -j-  Ismo)  conjugirt. 

Bas  Quadrat  der  Äxe  ist  der  negativen  Einheit  gleich. 

Das  Product  zweier  conjugirten  QuatemUmen  ist  dem  Quadrat 
des  Moduls  gleich. 

Das  Product  zweier  Quatemionen,  welche  dieselbe  Äxe  haben, 
erhält  man  durch  MüUiplicaUon  der  Moduln  und  Addition  der 
Argumente,  In  diesem  FäUe  ist  das  Product  von  der  Beihenn 
folge  der  Factoren  nicht  abhängig. 

Sind  die  zu  mulUplidrenden  Quaternionen  gleich,  so  besteht 
eine  Formel,  die  der  Moivre' sehen  ähnlich  ist. 

Die  Quatemion  ^r  =  Cq  +  i^a^  +  i^^a^  +  i^a^  genügt  der 
Gleidiung 

;j'-(3ao»-a,»-ff,*-a,*)«+2a„(ao«+V+«»*+«»*)  =  0. 


Man  kann  sich  allgemeiner  complexe  Zahlen  von  n  Ein- 
heiten vorstellen,  d.  h.  Zahlen  von  der  Form 

a  =  tjCi  +  i^a^  H f-  i«_-ian-i  +  ua«, 

worin  ij,  ig,  •••,  «n— 1>  in  die  n  Einheiten  sind. 

Bei  den  complexen  Zahlen,  zu  deren  Bildung  mehr  als 
zwei  Einheiten  verwendet  werden  und  mit  denen  sich  hereits 
Gauss,  ges,  Werke,  2,  S.  178  beschäftigte,  ohne  etwas  hierüber 
zu  publiciren,  können,  wie  auch  das  Beispiel  der  Quatemionen 
lehrt,  nicht  mehr  alle  für  die  Grundoperationen:  Addition,  Sub- 
traction,  Multiplication  und  Division  bei  den  reellen  und  den 
gemeinen  complexen  Zahlen  gültigen  Gesetze  ausnahmslos  auf- 
recht erhalten  werden. 

Näheres  über  die  allgemeineren  complexen  Zahlen  und  die 
Quatemionen  findet  man  bei: 

Grassmann,  Ausdehnungslehre,  Stettin  1862;  Hamilton, 
Quatemions,  London  1866;  Hankel,  Th.  der  complexen  Zahlen- 
systeme, 1867;  Tait,  elementares  Handbuch  der  Quaternionen, 
deutsche  Uebers.  von  G.  v.  Scherff,  Leipzig  1880;  Hoüel, 
Theorie  des  quatemions,  Paris  1874;  Laisant,  Mähode  des 
quatemions,  Paris  1881. 
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üeber  die  ans  n  Einheiten  gebildeten  Grössen  vergl.  die 
Untersuchung  von  Weierstrass,  GöU,  Nachr.,  1884;  Schwarz, 
Dedekind,  Holder,  GöU,  Nachr.,  1884,  85,  86;  Berloty, 
Th,  des  quant.  camplexes  ä  n  unites  principales,  Pariser  Doctor- 
dissertation  1886  und  die  Darstellung  bei  Stolz,  Arithm.,  Bd.  2, 
Leipzig  1886;  femer  Study,  Leipz.  Berichte,  1889;  Scheffera 
und  Mollien,  Math.  Ann.  1891,  1893. 

§  4.    Die  Lehre  von  den  Punktmengen 
(Aggregaten,  Gesammtheiten  etc.). 

Hat  man  eine  Masseinheit  festgesetzt  und  auf  einer  Ge- 
raden (im  Allgemeinen  auf  irgend  einer  Mannigfaltigkeit  von 
einer  einzigen  Dimension)  einen  Anfangspunkt  (Nullpunkt)  an- 
genonamen,  so  kann  man  jedem  reellen  Werth  einer  Variabelen 
einen  Punkt  der  Geraden  entsprechen  lassen  und  umgekehrt. 
Unendlich  vielen  oder  endlich  vielen  Punkten  der  Geraden  werden 
dann  unendlich  viele  oder  endlich  viele  Werthe  der  Variabelen 
entsprechen  und  umgekehrt.  Die  Gesammtheit  dieser  unendlich 
oder  endlich  vielen  Punkte  bildet  das,  was  man  eine  unendlich 
grosse  bez.  endliche  Punktmenge  einer  Dimension  oder  lineare 
PttnJämenge  nennt. 

Wenn  Qian  dagegen  statt  einer  einzigen  Variabelen,  deren 
zwei  betrachtet  und  ein  Cartesisches  Coordinatensystem  in  einer 
Ebene  annimmt,  wie  es  in  der  analytischen  Geometrie  geschieht, 
und  wenn  man  jedem  in  unendlich  oder  endlich  grosser  Anzahl 
auftretenden  Werthepaar  der  beiden  Variabelen  einen  Punkt  der 
Ebene  entsprechen  lässt,  so  erhält  man  eine  unendlich  bez. 
endlich  grosse  Punktmenge  von  zwei  Dimensionen.  So  lassen  sich 
weiter  Mengen  von  3,  •  •  •  n  Dimensionen  definiren. 

Crrenzpunkte  einer  Menge  heissen  diejenigen,  in  deren  Um- 
gebung, sie  möge  so  klein  sein,  wie  sie  wolle,  immer  Punkte 
der  Menge  fallen. 

Jede  unendlich  grosse  Punktmenge  hat  stets  wenigstens  einen 
Grenzpunkt.     Eine  endliche  Menge  hat  keinen. 

Wenn  eine  Punktmenge  mehr  als  einen  Grenzpunkt  hat, 
so  bildet  die  Gesammtheit  derselben  die  erste  Ableitung  der  Menge. 
Aehnlich  erhält  man  aus  ihr  die  übrigen  Ableitungen  der  Menge, 
wenn  die  erste  Ableitung  eine  unendlich  grosse  Menge  ist. 

Beisp.  Die  Menge  y,  y,  ^,  |,  •  ••  hat  zum  Grenzpimkt 
den  Punkt  Null.  ^        ^ 

Die  Menge,  deren  Punkte  vom  Typus  — | («,»»==  1, 2, 3,—) 
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sind,  hat  zu  Grenzpunkten  die  Punkte  vom  Typus  — ,  die  selbst 
wieder  eine  unendlich  grosse  Menge  bilden. 

Die  Menge  der  rationalen  Punkte  hat  zur  ersten  Alileitung 
die  Gesammtheit  aller  Punkte. 

Jede  Ableitung  einer  Menge  enthält  alle  folgenden  Ab- 
leitungen. 

Wenn  eine  der  abgeleiteten  Mengen  endlich  ist,  so  hört  mit 
ihr  die  Eeihe  der  Ableitungen  auf  und  die  ursprüngliche  Menge 
heisst  eine  solche  von  der  ersten  Gattung.  Ist  keine  der  ab- 
geleiteten Mengen  endlich,  so  ist  sie  von  der  zweiten  Gattung. 

Eine  Menge  heisst  in  einem  Intervall  überall  dicht  oder 
pantuchisch ,  wenn  in  jedem  beliebig  kleinen  in  dem  ersteren 
enthaltenen  Intervall  stets  unendlich  viele  Punkte  der  Menge 
existiren. 

Zwei  Mengen  heissen  von  derselben  Mächtigkeit,  wenn  jedem 
Punkt  der  einen  Menge  eindeutig  ein  Punkt  der  zweiten  Menge 
zugeordnet  werden  kann  und  umgekehrt.  Wenn  man  die  Punkte 
einer  Menge  eindeutig  der  aus  der  Eeihe  der  natürlichen  Zahlen 
gebildeten  Menge  zuordnen  kann,  so  sagt  man  die  Menge  sei 
ab  zählbar. 

Wenn  die  erste  Ableitung  einer  linearen  Punktmenge  ab- 
zahlbar ist,  so  lassen  si<:h  alle  Punkte  der  Menge  in  Strecken 
vereinigen,  deren  Summe  sich  beliebig  Mein  machen  lässt. 

Eine  Menge  heisst  perfect,  wenn  sie  mit  ihrer  ersten  Ab- 
leitung und  folglich  auch  mit  allen  folgenden  identisch  ist. 

Hier  wurden  nur  die  Grundbegriffe  der  Lehre  von  den 
Mengen  gegeben.  Die  Lehre  selbst  hat  Georg  Cantor  be- 
gründet, Math.  Ann.,  Bd.  5,  S.  123,  1872;  Bd.  15, 17,  20,  21,  23; 
Crdle,  Bd.  77,  S.  258;  Bd.  84,  S.  242. 

Die  citirten  Arbeiten  sind  th  eil  weise  wieder  abgedruckt  in 
den  Acta  maUi.,  Bd.  2;  vergl.  auch  Cantor,  Acta  math.j  Bd.  4 
und  7.  Eine  Aufzählung  der  zahlreichen  Arbeiten,  die  sich  mit 
der  Cantor'schen  Theorie  der  Punktmengen  beschäftigen,  gibt 
Vivanti,  Notice  historique  sur  la  thSorie  des  ensembles,  Biblioth. 
math.  Bd.  6,  1892,  S.  9  und  Teoria  degli  aggregati,  Eiv.  di  mat., 
Bd.  3,  1893,  S.  189;  vergl.  auch  Dini,  Grundlagen  für  eine 
Theorie  der  Fund,  etc.,  Leipzig  1892,  S.  20. 

§  5.    Allgemeiner  Begriff  der  Function. 

Wenn  eine  Variabele  y  derart  an  eine  andere  Variabele  x 
gebunden  ist,  dass  für  jeden  beliebigen  Werth  von  rr,   welcher 
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in  einem  festen  Intervall  oder  allgemeiner  innerhalb  einer  ge- 
gebenen Menge  yon  unendlich  vielen  Werthen  liegt,  y  jedesmal 
einen  einzigen  und  bestimmten  Werth  erhält,  so  heisst  y  die 
Function  vofi  x  m  dem  gegebenen  Intervall  oder  der  bestimmten 
Menge,  x  wird  die  unabhängige  Variabde  genannt.  Eine  ähn- 
liche Definition  gilt  für  die  Function  y  von  mehreren  Variabelen 

•^1»  "^i^  •  •  •. 

Von  einer  Function  y  von  x  sagt  man,  sie  sei  einer  ana- 
lytischen Darstellung  fähig,  wenn  sich  ein  System  analytischer 
Operationen,  die  man  entweder  an  der  Variabelen  x  allein  oder 
gleichzeitig  an  beiden  Variabelen  x  und  y  vorzunehmen  hat,  in 
der  Art  feststellen  lässt,  dass  man  mittelst  des  dem  x  beige- 
legten Werthes  nach  Ausführung  dieser  Operationen  den  Werth 
von  y  findet. 

Die  Fimction  y  von  x  heisst  einer  geometrischen  Darstellung 
fähig,  wenn  man  x  und  y  zu  Cartesischen  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Ebene  nehmen  kann  und  alsdann  der  Bildort  der 
Punkte  mit  den  Coordinaten  x  und  y  eine  Curve  in  dem  ge- 
wöhnlichen Sinn  des  Wortes  ist. 

Die  analytischen  Darstellungen  können  zweierlei  Art  sein, 
eocplidte  und  implicite.  Eine  analytische  Darstellung  wird  explicit 
genannt,  wenn  alle  festgesetzten  analytischen  Operationen  direct 
an  der  Variabelen  x  vorzunehmen  sind  und  wenn  man  nach  der 
Ausführung  dieser  analytischen  Operationen  ohne  weiteres  den 
Werth  von  y  findet. 

Nimmt  man  dagegen  an,  eine  Function  der  beiden  Varia- 
belen X  und  y  sei  analytisdi  gegeben,  d.  h.  ein  beliebiges 
System  analytischer  Operationen  sei  gleichzeitig  an  den  beiden 
Variabelen  x  und  y  auszuführen  und  man  suche  auf  diese  Ajrt 
alle  diejenigen  Paare  von  Werthen  x,  y,  für  welche  eine  solche 
Function  der  beiden  Variabelen  Null  ist,  so  kann  man  alsdann 
y  im  Allgemeinen  als  eine  Function  von  x  ansehen,  seine  Dar- 
stellungsart heisst  aber:  durch  eine  Gleichung  gegeben  oder  auch 
implidt. 

Wenn  eine  Function  einer  expliciten  analytischen  Dar- 
stellung fähig  ist  und  die  Symbole  der  analytischen  Operationen, 
die  in  der  Darstellung  der  Function  vorkommen,  nur  solche  der 
vier  ersten  ßechnungsoperationen  oder  der  Erhebung  in  eine 
ganze  Potenz  sind  und  wenn  femer  die  Ajizahl  der  Operationen 
endlich  ist,  so  heisst  die  Function  rational. 

Die  allgemeinste  Form  einer  rationalen  Function  einer 
Variabelen  ist 
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^  +  ^^  +  &ia?*  +  &aa?>  H h  ft^Ä"    ' 

worin  a^,  a^,  •  •  •,  6q,  ft^,  •  •  •  constcmt  sind. 

Wenn  in  der  analytischen  Darstellung  auch  das  Symbol 
der  Operation  des  Wurzelausziehens  an  der  Variabelen  x  oder 
einer  rationalen  Function  von  x  auftritt,  so  wird  die  gegebene 
Function  irrational  genannt. 

Sie  heisst  transcendenJt ,  wenn  in  der  analytischen  Dar- 
stellung auch  andere  Operationen,  als  die  eben  genannten,  vor- 
kommen, z.  B.  die  Operation  des  Logarithmusnehmens,  die  bez. 
der  sogenannten  trigonometrischen  Functionen  etc.  und  wenn 
solche  Operationen  selbstverständlich  an  der  Yariabelen  x  oder 
einer  Function  von  ihr  vorgenommen  werden. 

Wenn  y  eine  Function  von  e  und  e  eine  Function  von  x 
ist,  so  heisst  y  eine  (mittelst  der  Function  z)  zusammengesetzte 
Function.  Eine  ähnliche  Definition  gilt,  wenn  y  eine  Function 
mehrerer  Variabelen  z^^  z^^  z^,  •  •  •  ist  und  diese  wieder  Fxmc- 
tionen  anderer. 

Wenn  y  eine  Function  von  x  ist  und  x  seinerseits  als 
Function  von  y  angesehen  werden  kann,  so  wird  x  die  inverse 
Function  von  y  genannt. 

Eine  Function  f  mehrerer  Variabelen  rCj,  rc^,  •  •  •  nennt 
man  homogen,  wenn  der  Werth  der  Function  nach  Multiplication 
einer  jeden  Variabelen  mit  einer  unbestimmten  Grösse  ^,  d.  h. 
nach  dem  Ersetzen  der  ar^ ,  Xg ,  •  •  •  durch  die  Grössen  tx^ ,  tx^^  •  •  • 
dem  mit  einer  Potenz  von  t  multiplicirten  Werth  der  Function 
für  die  ursprünglichen  Argumente  gleich  ist.  In  einer  Formel 
ausgedrückt:  f  heisst  homogen,  wenn  die  Relation 

f{tx^,  tx^,'")  =  Vf{x^,x^,  ...) 

für  jedes  beliebige  t  und  jedes  beliebige  System  von  Werthen 
x^^  a^g,  •  •  •  besteht.  Die  Zahl  r  heisst  die  Dimension  oder  der 
Grad  der  Function. 

Das  Wort  Function  findet  man  zuerst  bei  Leibniz,  Acta 
Erud.,  1692;  Bernoulli,  Mem.  de  VÄc.  de  Paris,  1718;  Euler, 
Introductio  in  Anal  infinit.,  1748. 

Der  Gedanke,  den  Begriff  der  Function  von  dem  ihrer 
analytischen  Darstellung  zu  trennen,  rührt  von  Lejeune- 
Dirichlet  her. 
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§-6.   Ghudse  und  rationale  Functionen  einer  Variabelen. 

Wenn  zwei  ganze  Functionen  (PoUfnome)  F(x)^  f{x)  einer 
Variabelen  vom  Grad  m  bez.  n  (m^  n)  gegeben  sind,  so  lassen 
sidt  auf  eine  einzige  Art  zwei  andere  Bolgnome  Q(x)  vom  Grad 
m  —  n  und  R  (x)  von  einem  kleineren  als  dem  n^^  Chrad  so 
finden,  dass  man  identisdi 

F(x)  =  f(x)<^ix)  +  R{x) 
setzen  kann. 

Q  (x)  heisst  der  Quotient  und  R{x)  der  Best.  Ist  R{x)  =  0, 
so  sagt  man,  F  sei  durch  f  theilbar. 

Bildet  man  die  Beihenfolge 

f{x)==Bix)Q,{x)  +  R,ix) 
B{x)  =  R,{x)Q,(:x)-\-It,ix) 

SO  kommt  man  unter  allen  Umständen  schliesslidi  zu  einem  Best 
l?,.fi,  der  einer  Constanten  gleich  ist,  Ist  diese  Constante  Null, 
so  sagt  man,  Bi  sei  der  grösste  gem^nschaflUche  Theiler  ton  F 
und  f.  Ist  dagegen  die  Constante  Bt^i  von  Null  yerschieden, 
so  81^  man,  die  beiden  Functionen  2^,  f  seien  prim  zu  einander. 
Wenn  JP^,  fn  prim  zu  einander  sind,  so  lassen  sich  immer 
auf  eine  einzige  Art  zwei  andere  ganze  Functionen  ffm— i»  ^n— i 
so  bestimmen,  dass 

Die  Möglichkeit,  zwei  ganze  Functionen  if«,— *>  K^k  so  zu 
bestimmen,  dass  man 

l^mÄ»-*  +  fnH^^t  =  0 

hcU,  ist  die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass 
die  beiden  Functionen  F^  f  einen  gemeifischaftlichen  Theiler  von 
einem  Grad  besitzen,  der  nicht  kleiner  als  k  ist. 

Der  Best  der  Division  von  f(x)  durch  x  —  a  ist  f{ä). 
Wird  f{x)  gleich  Null,  wenn  man  x  =  a  setzt,  so  ist  f{x)  durcli 
(x  —  o)  theilbar. 

Wenn  {x -;-  a)"  ein  Factor  von  f{x)  ist  und  {x  —  0)"+^ 
es  nicht  ist,  so  heisst  a  eine  vielfache  Wurzel  von  der  Vieh 
fachheit  a  oder  eine  a-fache  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0. 

Eine  allgemeine  rationale  Function  einer  Variabelen  x  wird 
durch  ^,  » 

fO^) 


14 


Kapitel  I.   Einleitende  Lehren. 


ausgedrückt,  worin  F  und  f  die  Symbole  zweier  Polynome  von 
X  sind. 

Wenn  a  eine  a-fache  Wurzel  von 

fix)  =  0 

B 
bedeutet,  so  lässt  sich  y,  worin  der  Grad  von  R  geringer  als 

der  von  f  ist,  in 

Bjx)  _        A         , Iiy{x) 

f{^)  ~  {x^af  "*"  (x  —  af-^f^ix) 

zerlegen.  Dabei  ist  A  constant,  iJ^  (x)  ein  ganzes  Polgnom  von 
einem  um  eine  Einheit  geringeren  Grad  als  R  und  fi{x)  der 
Quotient  der  Division  der  f{x)  durch  (x  —  a)**. 

Ä^i,  •  •  •  Xr  seien  die  Wurzeln  von  f(x)  =  0  und  sie  mögen 
der  Reihe  nach  die  Vielfachheiten  t^,  tj,  •  •  •  «V  hohen;  die  ratio- 

nale  Function  j  lässt  sich  dann,  wenn  R  von  niedrigerem  Grad 

als  f  ist,  immer  in 

fix)        (x-'Xj''^  (x  —  x^f'-^'^      "^(x^x^) 

J ^ I ?1 I L  -3»_ 

^  (x-xj^^  (x-x^r^^'    ^         ^(a;  — ic,) 

+ •      •      • 

zerlegen,  worin  A,  B,  •    •  ConstarUe  sind. 

Die  Coefficienten  A^^  ^,  •  •  •  werden  durch  die  folgenden 
recurrirenden  (Recursions-)  Formeln  bestimmt,  in  denen  die  Ac- 
cente  an  R  und  f  Ableitungssymbole  sind.    Siehe  unten  Kap,  VI, 


Aehnliche  Formeln  gelten  für  B^^  B^j  •  •  •. 

Wefin  r^  =  fg  =  •  •  •  =  1  ist,  so  hat  man  einfach 


A  = 


^1  = 


r(x,)' 
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Wenn  alle  Wurzeln  von  f{x)  verschieden  sind,  d.  h.  keine 
sich  wiederholt,  so  erhält  man  die  hemerJcenswerüie  Formel 

falls  der  Grad  von  jR  wenigstens  um  zwei  Einheiten  niedriger, 
als  der  von  f  ist. 

Wenn  femer  rc^  +i?a;  +  Ö'  ^^  Factor  des  Nenners  f{x) 
ist,  d.  h,  wenn  man  hat: 

so  ist  identisch 

/■(«)       (X» + p«  +  #  "*■  («» + p«  +  4)'--  V,  (X) ' 

worin  Jfj  (x)  eine  neue  ganze  Function  von  geringerem  Grad  als 
dem  ton  R  ist  und  Pj,  Q^  Constanten  bedeuten. 

Unter  derselben  Voraussetzung,  icie  bei  dem  vorigen  Satz, 
erhält  man 

B(x)  ^      PrX+Q,         ,  P,x+g,  

fix)  (x'  +  px  +  qf  "^  (««  +  p«  +  a)''"^ 

'T~  x'+px  +  q~^   fAx)' 

tco  der  Grad  von  Br  geringer  als  der  von  f^  ist. 

Wenn  f(x)^0  bei  reellen  Coefücienten  imaginäre  Wurzeln 

72 

hat,   so  dient  die  vorstehende  Formel  zur  Verwandlung  von  y 
in  reelle  elementare  Brüche. 

Die  Zerlegung  einer  rationalen  gebrochenen  Function  in 
einfache  Brüche  findet  sich  schon  bei  Johann  BernouUi, 
Werke,  Bd.  1;  später  haben  sich  auch  Euler,  Cauchy  etc. 
damit  beschäftigt. 


§  7.    Die  Theorie  der  Grenzen. 

Man  sagt,  die  Function  y  habe  für  x  gleich  a  zur  Grenze 
Ä,  wenn  für  ein  beliebig  kleines  gegebenes  6  sich  immer  eine 
solche  Umgebung  von  a  finden  lässt,  dass  der  Werth  von  y, 
welcher  zu  jedem  in  dieser  Umgebung  enthaltenen  x  gehört,  sich 
seinem  absoluten  Werth  nach  von  Ä  um  eine  Grösse  unter- 
scheidet, die  kleiner  als  a  ist. 
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Man  unterscheidet  Grenze  zur  Beizten  und  Grenze  zur 
Linken,  je  nachdem  die  angegebene  Eigenschaft  nur  rechts  oder 
nur  links  von  a  besteht;  die  Unterscheidung  ist  überflüssig, 
wenn  die  Eigenschaft  auf  beiden  Seiten  existirt. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  für  die  Existenz 
der  Grenze  besteht  darin,  dass  man  hei  beliebig  Mein  gegebenem  6 
immer  eine  Umgebung  von  a  finden  könne,  für  wdche  ihrem 
dbsoluien  Werth  nach  die  Differenz  der  beiden  Werthe,  die 
y  in  zwei  beliebigen  Punkten  der  Umgebung  annimmt.  Meiner 
als  6  ist, 

Falls  Ä  oder  a  unendlich  gross  sind,  kann  man  die  fol- 
genden anderen  Definitionen  geben. 

Man  sagt,  y  habe  zur  Grenze  +  oo  für  ein  dem  a  sich 
näherndes  rr,  wenn  sich  bei  beliebig  gross  gegebenem  (o  eine 
solche  Umgebung  von  a  finden  lässt,  dass  für  jedes  in  ihr  ent- 
haltene X  der  zugehörige  Werth  von  y  stets  dasselbe  Vorzeichen 
behält  und  seinem  absoluten  Werth  nach  grüsser  als  oo  ist. 
Man  sagt,  y  habe  zur  Grenze  Ä  für  ein  dem  4^  <^  sich 
näherndes  x,  wenn  sich  bei  beliebig  klein  gegebenem  ö  eine 
solche  Zahl  x'  finden  lässt,  dass  für  jedes  x'>  x'  (oder  <C  x') 
die  Differenz  Ä  —  y  ihrem  absoluten  Werth  nach  kleiner  als  a 
ist.  Man  sagt,  y  habe  zur  Grenze  +  oo  für  ein  dem  +  ^^' 
sich  näherndes  x^  wenn  sich  bei  beliebig  gross  gegebenem  co 
immer  ein  solcher  Punkt  x'  finden  lässt,  dg^s  für  jedes  x  >  a;' 
(oder  <  a:'),  y  dasselbe  Vorzeichen  behält  und  seinem  absoluten 
Werth  nach  grösser  als  co  ist 

Wenn  drei  Fundionen  y^,  y^j  Vz  ^^^  ^  derart  sind^  dass 
sich  bei  beliebig  klein  gegebenem  a  eine  Umgebung  eines  Punktes 
a  finden  lässt,  für  deren  PunMe  der  Werth  von  y^  immer  zunschen 
den  Werthen  von  y^  und  y^  enthalten  ist,  und  wenn  die  beiden 
letzten  Functionen  derselben  Grenze  A  für  x  =  a  zustreben^  als- 
dann nähert  sich  auch  y^  für  x  =  a  einer  Grenze  und  diese 
Grenze  ist  A. 

Wenn  eine  Function  y  für  ein  dem  a  sich  näherndes  x 
beständig  wächst  oder  wenigstens  nicht  abnimmt  und  dabei  immer 
kleiner  als  eine  Zahl  A  bleibt,  so  lässt  y  für  x  =  a  einen 
Grenzwerth  zu  und  diese  Grenze  ist  entweder  A  selbst  oder  eine 
Zahl,  die  Meiner  als  A  ist 

Die  Grenze  der  algebraischen  Summe,  des  Productes  und 
Quotienten  von  Functionen,  die  für  x  =  a  Grenzen  haben,  ist 
der  Summe,  dem  Product  und  dem  Quotienten  der  Grenzen 
selbst  gleich. 


§  7.   Die  Theorie  der  Grenzen. 
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lim— :  =  0, 

11=336  '* 

,=-0  * 

lim  o;  sin  —  :^i  0, 
hm— -— =  loga, 


lim  n  [ya  —  1/  =  log«a, 


lim  (l  +  »»)"•  =  c, 

m  =  U 

^^log(l  +  m)_ 

,.     log  (1  4-  mx) 

lim     ^  ^    ^ ^  =  a?, 

lim  1^  =  0, 

ns^  OD 


lim  |w  (a»  —  ^)|  '^  lög^» 
lini|l  +  ^}"=e»^/(»), 
lim  x[Vf(x)—  1))  —  log.  lim /'(oj), 


lim  ;; —  =  e, 


lim 


nl 


Tr^r  «=  1    (Stirling'sche  Formel), 


,=00  n^e    *y2Än 
lim  i  V^(n+l)(n+2)...2n  =  i, 


lim  ^oga  +  ^^)_Q 


lim  ne 


0, 


lim 

»sä  OD 


sitiy  ist. 

Wenn  r  +  1  nicht  positiv  ist,  so  wird  der  letzte  Grenz- 
werth  unendlich  grofs. 

lim  =«  0. 

P»io»l,  Bepertorium.  L  ^ 
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Wenn  f(x-\-  l)  —  f{x)  für  ein  dem  Unendlichgrossen 
sich  näherndes  x  einer  bestimmten  Grenze  A  zustrebt  und  wenn 
f(x)  für  jedes  endliche  x  immer  endlich  bleibt  und  nur  für 
X  =  oo  unendlich  gross  wird,  so  hat  man 

X 

Es  liege  eine  van  Null  und  von  UnendUchgross  verschiedene 
Function  f{x)  vor,  die  für  jeden  endlichen  Werth  von  x  grösser 
als  eine  festgesetzte  Grösse  bleibt,  u/nd  die  nur  für  x  =  oo  ent- 
weder Null  oder  unendlich  gross  ist,  und  es  sei 

alsdann  ist  auch 

lim  \/f(xj  =  Ä, 

Das  Gauss*sche  Theorem.  Man  habe  die  beiden  Grössen 
a  und  ß  und  es  sei  ß  <.  a.  Bildet  man  nun  die  successiven 
Ausdrücke 

«!  =  !(«  + 15),     ßi  =  V^. 

«2  =  i(«l  +  ft),       ft  =  I^^V 


«8=i{«2  +  ft),  ft=y^, 

so  ist 

lim  ttn  =  lim  ßn    (das  arithmetisch-geometrische  Mittel). 


§  8.    Die  obere  und  die  untere  Grenze  der  Werthe 
einer  Function. 

Wenn  f(x)  eine  in  einem  ganzen  Intervall  von  a  bis  b 
immer  endliche  Function  ist,  so  gibt  es  entweder  einen  oder 
mehrere  Punkte  des  Intervalles,  in  welchen  f(x)  ihren  Maximal- 
werth  erhält,  oder  es  giebt  einen  solchen  Werth  A,  dass  sich, 
auch  wenn  die  f(x\  bei  dem  Varüren  des  x  in  dem  Intervall, 
diesen  Werth  niemals  erreichen  oder  überschreiten  kann,  doch 
bei  beliebig  klein  gegebenem  <y  immer  ein  Punkt  x  in  dem  ' 
Intervall  finden  lässt,  für  den  die  Differenz  zwischen  A  und 
dem  Werth  der  f  in  x  ihrem  absoluten  Werth  nach  kleiner  .als 
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6  ist.  In  diesem  zweiten  Fall  sagt  man,  Ä  sei  die  obere  Grenze 
der  Werthe  von  f  in  x.  Analog  wird  die  untere  Grenze  de- 
finirt. 

Wenn  ein  Maximum  der  Werte  der  Function  existirt,  so 
kann  es  entweder  der  Eigenschaft,  welche  die  obere  Grenze 
charakterisirt,  genügen,  oder  es  kann  ihr  nicht  genügen;  in  dem 
letzteren  Fäll  gibt  es  keine  obere  Grenze  in  dem  wahren  Sinn 
dieses  Wortes,  in  dem  ersteren  gibt  es  eine  obere  Grenze,  die 
zugleich  ein  Maximum  ist. 

Wenn  eine  Ftmcüan  in  einem  IntervaU  eine  obere  Grenze 
A  ztUässt,  so  gibt  es  unzweifelhaft  wenigstens  einen  Punkt  x' 
in  diesem  IntervaU  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  für  die 
Punkte  einer  beliebig  kleinen  Umgebung  von  x'  die  obere  Chrenze 
der  Werthe  der  Function  immer  Ä  ist  (Der  Weierstrass'- 
sehe  Satz.) 

Die  Schwankung  der  Function  in  einem  Intervall  nennt 
man  die  Differenz  zwischen  den  Maximal-  und  Minimalwerthen, 
welche  die  Fimction  in  diesem  Intervall  annimmt,  oder,  wenn 
diese  nicht  existiren,  die  Differenz  zwischen  der  oberen  und 
unteren  Grenze. 

Für  den  ersten,  bei  welchem  sich  die  Begriffe  von  oberer 
und  unterer  Grenze  vorfinden,  ist  wohl  Bolzano  zu  halten 
(s.  Stolz,  Math,  Ann.,  Bd.  18);  später  ist  es  dann  Weierstrass 
gewesen,  der  von  diesen  Begriffen  in  der  Analjsis  ausgiebigen 
Gebrauch  gemacht  hat. 


§  9.    Die  Lehre  von  den  stetigen  und  unstetigen 
Functionen. 

Eine  Function  f(xi^  x^,  •  •  •)  heisst  stetig  in  dem  Punkt 
Xj^  =  a^,  X2  =  a2,  •  •  •,  wenn  ihre  Grenze  für  Xi=^ai^  x^  =  a^^  ••• 
dem  Werth  der  /'(«i,  Og,  •••)  gleich  ist,  mit  anderen  Worten: 
wenn  sich  bei  beliebig  klein  gegebenem  6  immer  ein  solches 
System  von  Werthen  Äj,  Äj,  •  •  •  finden  lässt,  dass  für  jedes 
System   x^,  oJj,  •  •  •,  welches   den  Bedingungen 

^1  —  ^  ^  ^1  ^  ^i  "f"  ^ 
genügt,  die  Differenz  zwischen  dem  Werth,  den  f  annimmt  und 
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dem  Werth  /"(a^,  o,,  •  •  •)  ihrem  absoluten  Werth  nach  kleiner 
als  c  ist. 

Die  allgemeinste  Form  einer  stetigen  u/nd  endlichen  FtmcHon 
einer  Variabden,  weiche  der  ReHutian 

f(x  +  y)  =  f(x)  +  f{y) 

gefügt,  ist  f(x)  =  ax. 

Die  allgemeinste  Form  einer  stetigen  Function  einer  Varia- 
helen,  welche  die  Bedingung 

f{x  +  y)  =  f{x)f{y) 

erßUlt,  ist  f{x)  =  -4***,  worin  A^  a  Constanten  sind. 

Die  allgemeinste  Form  endlich  einer  steigen  Function  ein^ 
Variahelen,  welche  der  Belaiion 

fixy)  =  f(^x)  +  f{y) 

entspricht,  ist  f(x)  =  Ä  logaX,  Diese  Theoreme  sind  von 
Cauchy. 

Wenn  eine  Bdhe  stetiger  Functionen  einer  oder  mehrerer 
Variahelen  eine  gleichmässig  konvergente  Beihe  ist  (siehe  Kap.  IV), 
so  stellt  sie  eine  stetige  Function  dieser  Varidbelen  vor. 

Eine  Beihe  von  Potenzen  hüdet  im  Innern  des  Convergenz- 
hereiches  eine  stetige  Function  der  Variahelen, 

Wenn  die  Potenzreihe  auch  für  den  Endpunkt  des  Can- 
vergenzhereiches  convergirt,  so  ist  sie  auch  in  einem  solchen  End- 
punkt eine  stetige  Function  (das  Ab eV sehe  Theorem). 

Die  Function  einer  Variabelen,  die  in  einem  ganzen  Inter- 
vall stetig  ist,  heisst  gleichmässig  stetig,  wenn  sich  bei  beliebig 
klein  gegebenem  a  eine  Zahl  6  derart  finden  lässt,  dass  für 
jedes  in  dem  Intervall  enthaltene  x  und  für  jedes  d^  <,  6  stets 

fQ,  +  S,)  —  f{x)  <  6 
ist. 

Eine  ähnliche  Definition  gilt  für  die  Functionen  mehrerer 
Variabelen. 

Eine  einfach  stetige  Function  ist  auch  gleichmässig  stetig 
(der  Cantor'sche  Satz), 

Wenn  eine  Function  in  einem  Intervall  stetig  ist,  so  kann 
man  das  letztere  in  eine  endliche  Anzähl  von  Theüintervällen 
derart  zerlegen,  dass  in  jedem  von  ihnen  die  Schwankung  der 
Function  kleiner  als  eine  heUehige  Grösse  6  ist. 

Die  ohere  Grenze  einer  stetigen  Function  ist  ein  Maximum, 
die  untere  ein  Mimmmn. 
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Ist  eme  stetige  Function  in  einer  unendlich  grossen  ÄneaM 
van  Punkten  bestimmt,  so  ist  sie  es  auch  in  den  Grenepunkten 
dieser  Funkte, 

Ist  eine  stetige  Function  in  allen  rationalen  Punkten  einer 
Strecke  bestimmt,  so  ist  sie  es  auch  in  den  irrationalen. 

Wenn  eine  in  dnem  Intervall  stetige  Function  in  gu?ei 
Punkten  des  Intervalls  Werthe  von  verschiedenem  Vorzeichen  an- 
nimmt, so  hat  sie  in  einem  daewiechen  liegenden  Punkt  den 
Werth  NuU. 

Wenn  eine  stetige  Function  in  zwei  Punkten  a,  b  eines 
Intervalls  die  beiden  Werthe  A  und  B  hat,  so  erhält  sie  in  den 
Zwischenpunkten  jeden  beliebigen  etcisdhen  A  und  B  liegenden 
Werth.  (Man  beachte,  dass  diese  Eigenschaft  die  stetigen 
Functionen  nicht  chariürterisirt  VergL  Darboax,  Mem,  sur 
les  fonctions  disc,  Ann.  de  Tfec.  normale,  Bd.  4.) 

Eine  Function  f  heisst  unstetig  in  dem  Punkt  a,  wenn  die 
Grenzen  der  f{a  —  6)  und  /*(«  +  ^)  ftb-  6  =  0  entweder 
1)  unbestimmt  oder  2)  ungleich  oder  3)  zwar  einander  gleich, 
aber  dem  Werth,  den  f  in  a  annimmt,  nicht  gleich  sind.  In  dem 
letzteren  Fall  findet  eine  hebbare  Unstetigkeit  statt,  da  sie  durch 
Abänderung  des  Werthes  der  Function  in  a  beseitigt  werden  kann. 
In  dem  ersten  Fall  heisst  sie  eine  Unstetigkeit  der  zweiten  Art, 
in  allen  anderen  eine  gewöhnliche  Unstetigkeit  oder  Unstetigkdt 
der  ersten  Art. 

Wenn  f  in  a  unstetig  ist,  so  gibt  es  immer  eine  positive 
von  NuU  verschiedene  Zahl  a'  derart,  dass  sich  für  jedes  ö>6' 
immer  ein  Intervall  in  der  Umgebung  von  a  finden  lässt,  in 
welchem  f(x)  —  f{a)  <  a  ist,  während  dasselbe  für  jedes  a<^a' 
nicht  gilt. 

Die  Zahl  a'  heisst  der  S^prung  der  Function  in  a.  Ist  die 
Unstetigkeit  von  der  ersten  Art,  so  ist  der  Sprung  die  Differenz 
ztcischen 

f{a)     und     lim  /"(a  +  ö). 

Wenn  eine  Function  eine  unendlich  grosse  Anzahl  von 
Discontinuitätspunkten  hat,  so  können  die  letzteren  entweder 
eine  solche  Menge  bilden,  dass  man  sie  in  Intervalle  ein- 
schliessen  kann,  deren  Summe  sich  beliebig  klein  machen  lässt, 
oder  sie  bilden  eine  solche  Menge  nicht.  In  dem  ersten 
Fall  sagt  man,  die  Function  sei  punktweise  oder  punktirt  un- 
stetig, in  dem  zweiten,  sie  sei  total  (linear)  unstetig.  So  ge- 
hört z.  B.  dieser  zweiten  Klasse   die  Function   an,   welche  in 
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allen    unendlich    vielen    Punkten    einer    endlichen    Strecke    un- 
stetig ist. 

Ausführlicheres  findet  man  in  den  Werken  von  Dini, 
Crrundlagen  etc.,  Leipzig  1892;  Stolz,  Arithm.,  Bd,  1,  Leipzig 
1885;  Tannery,  Introdudion  ä  la  th.  des  fand,,  Paris  1886. 
Man  vergl.  auch  Pascal,  Note  critiche  etc.,  Mailand  1895,  welche 
viele  eigenartige  Beispiele  und  die  bez.  Literaturnachweise 
enthalten. 


§  10.    Die  Lehre  von  den  Combinationen. 
Die  Binomialooeffioienten. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf  welche  man 
n  Gegenstände  auf  n  feste  Plätze  vertheilen  kann,  heisst  die 
Anzahl  der  PermtUationen  der  n  Gegenstände.     Sie  beträgt 

p„  =  nl  =  1  •  2 .  3  •  •  •  (n  —  1)  •  n. 

Hat  man  für  die  n  Gegenstände  eine  gewisse  Reihenfolge 
festgesetzt  und  nimmt  nun  eine  Permutation  unter  ihnen  vor, 
so  sagt  man,  in  dieser  Permutation  bildeten  zwei  Gegenstände 
eine  Inversion  oder  Versetzimg,  wenn  sie  in  der  umgekehrten 
Ordnung,  wie  bei  der  ursprünglichen  Permutation,  auf  einander 
folgen.  Eine  Permutation  heisst  gerade  oder  ungerade,  je  nach- 
dem sie  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Inversionen  enthält. 

n! 
Es  gibt  Y  gerade  und  ebetisoviele  ungerade  Permutationen. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf  welche  man 
k  Gegenstände,  die  man  beliebig  unter  n  gegebenen  Gegen- 
ständen auswählt  (ÄJ^w),  auf  k  feste  Plätze  vertheilen  kann, 
heisst  die  Anzahl  der  I>ispositionen  der  n  Gegenstände  zu  je  k. 
Sie  ist  durch 

D„,  =  „(„_  1)  ...  (w_A:  + 1)  =  ^-^^ 

gegeben. 

Wenn  k  =  n  ist,  so  werden  die  Dispositionen  zu  Permu- 
tationen, 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  femer,  auf  welche 
man  unter  n  gegebenen  Gegenständen  k  auswählen  kann,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Ordnung  zu  nehmen,  in  welcher  die  k  Dinge 
gewählt  werden,  heisst  die  Anzahl  der  einfach eti  Cotnhinutionen 
der  n  Gegenstände  zu  je  A;. 
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Sie  beträgt 


c.,*  = 


n  (n  —  1)  •  •  •  (n  —  Jfe  4-  1) 


'»,* 


1-2  •••  Jfc 
'  Pk  ■  Pn-k' 


-0 


Daraus  ergibt  sich  unmittelbar  der  Satz: 

Wenn  in  den  Dispositionen  ein  Element  mehrere  Mal 
wiederholt  werden  kann,  so  erhält  man  die  Dispositionen  mit 
Wiederholung,     Ihre  Anzahl  ist 

Wenn  in  den  Combinationen  jedes  Element  mehrere  Mal 
wiederholt  werden  kann,  so  erhält  man  die  Combinationen  mit 
Wiederholung.     Ihre  Anzahl  beträgt 

(n  +  A:-l)(n  +  ^-2)'-(n+l)n 


>»,  *  = 


123 


=  Cn4-*- 


«+*— 1,* 


(»+*-.), 


Die  Zahlen  Cn,k  nennt  man  auch  die  Binomidtcoeffidenten, 
weil  sie  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Glieder  in  der  Ent- 
wickelung  der  Potenz  eines  Binoms  sind. 

Die  Beziehungen  zwischen  ihnen  sind  äusserst  zahlreich: 

©-(.-*).  (v)-(-')'("*r'). 

Q=0(w»n»<J),       O-I, 
u)  +  U  +  i)  ""«  +  ■)' 

•-0  +  0-0+-+(-')-C)-'>- 

o-u.)ft')+t;s)ftv-+(-)-O0=''. 

'-O'+O'— •+(-')-0"-(-')*-(j'.). ""» " 

gerade  ist,  und  =»  0,   wenn   n   eine  ungerade   Zahl  bedeutet; 
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•+O  +  0  +  O  +  -+O-^-. 

Für  die  Binomialcoefficienten  von  —  j  gelten  die  bemerkens- 
werthen  Ausdrücke 


(-.')- 

(T^)- 


2' 
13.6 


2.46' 


\    2   /         24' 

\    4   /  2-4.6.8  '  ®^- 


Andere  complicirtere  Beziehungen  zwischen  den  Binomial- 
coefficienten ergeben  sich  aus  den  ZeipeT sehen  Determinanten. 
Siehe  Pascal,  Determinanti;  vergl.  Kap.  3,  §3  des  vorliegenden 
Buches  und  Scott,  Theory  of  determinants,  S.  83 — 88,  Cam- 
bridge 1880. 

Eine  ganze  posiäve  ZaM  N  lässt  sich  immer  und  auf  eine 
einzige  Art  als  Summe  von  n  Bvnomidlcoefficienten  ausdrücken, 
deren  Indices  gegeben  sind  und  aus  den  natürlichen  Zahlen  von 
1  bis  n  bestehen,  während  von  ihren  Basen  di^enige  die  kleinere 
ist,  welche  zu  einem  kleineren  Index  gehört^)]  d,  h,  die  Formel 

^-ft)  +  ft)  +  -+(n)'         (**<-*+0 
hai  immer   eine  und  nur   eine   Auflösung  in  ganzen  positiven 

^i>  ^>  ■ ' '  ^»•* 

Bezeichnet  man  mit  dem  Symbol 


die  Zahl 


so  erhält  man  den  weiteren  Satz: 

Wenn  eine  ganze  positive  ZaM  N  gegeben  ist,  so  hat  die 
Formel 

in  weicher 

Xk  <  ajjk+i 

1)  Von  den  Binomialcoefficienten  |, j  nennen  wir  n  die  Basis 
und  k  den  Index,  ^^^ 
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ist,  immer  nur  eine  Auflösung  in  ganzen  positiven  Zahlen  x^y 
Ä^2»  •  •  •  ^«-     (^ergl.  Pascal,  Criom.  di  Batt.,  Bd.  25.) 

Sämmtliche  Binpmialzahlen  lassen  sich  mittelst  des  soge- 
nannten FascaVschen  arithmetischen  Dreiecks 


1  1 

12  1 

13  3  1 

14  6  4  1 

bilden,  in  welchem  man  die  Zahlen  einer  Zeile  durch  Addition 
der  beiden  in  der  vorhergehenden  Zeile  unmittelbar  über  ihnen 
stehenden  erhält 

Die  Zahlen  einer  Horizontalreihe  sind  die  Binomialcoeffi- 
cienten  in  Bezug  auf  die  ganzen  positiven  Zahlen,  diejenigen 
einer  Diagonale  sind,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  diese  Coeffi- 
cienten  in  Bezug  auf  ganze  negative  Zahlen. 

Weitere  die  Binomialcoefficienten  betreffende  Formeln  findet 
man  bei  Hagen,  Synopsis  der  höh.  Math.,  Berlin  1891,  Bd.  1, 
8.  64  u.  ff. 

Figurirte  Zahlen.  Einen  allgemeineren  Fall  der  Binomial- 
coefficienten  stellen  die  figurirten  Zahlen  dar.  um  sie  zu  bilden, 
verallgemeinert  man  die  Construction  des  PascaFschen  arithme- 
tischen Dreiecks,  von  dem  oben  die  Bede  war. 

Man  bilde  das  Dreieck 

ö  1 

6  1  +  Ä  1 

6  1  +  2J  2  +  J  1 

d  1  +  3Ä  3  +  3J  3  +  Ä  1 

6      1  +  4^  4  +  6^  6  +  4Ä  4  +  Ä      1 


in  welchem  jedes  Element  einer  Zeile  durch  Addition  der  beiden 
in  der  vorhergehenden  Zeile  über  ihm  stehenden  Elemente 
erhalten  wird.  Für  ^  =  1  wird  dieses  Dreieck  zum  Pascarschen. 
Die  in  der  dritten  Diagonale  liegenden  Elemente,  wenn 
man  als  erste  Diagonale  die  der  Elemente  6  ansieht,  sind  die 
Folygonaieahlen  von  der  1*«^  2^^  3^^  •  •  •  Ordnung  je  nach 
dem  Werth  von  d\  die  Elemente  in  der  vierten  Diagonale  sind 
die   FolyederzaMen    (von  der   l*«*»,   2^^  Z^"",  •  •  •  Ordnung,  je 
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nachdem  J  =  1 ,  2 ,  3 ,  •  •  •  ist)  etc.  Diese  Zahlen  führen  zu- 
sammen den  Namen  fignrirte  Zahlen, 

I>ie  FolygonalzMen  von  der  zweitei}  Ordnung  sind  die 
Quadrateahlen. 

Die  Folygonahd\A%R  sind  durch  die  Formel 

i(l+n)(2  +  «d) 
gegeben,  die  Po/yederzahlen  dagegen  durch 

i(l+n)(2  +  n)(3+«d). 
Die  Summe  der  ersten  n  Polygonalzahlen  beträgt: 

^=i«(«+l)[(«-l)d  +  3] 
und  die  der  ersten  n  Polyederzahlen: 

2*  =  "« (»  +!)(«  +  2)  [(♦.  +  1)  *  +  4]. 

Jede  ganze  positive  Zahl  ist  die  Summe  von  drei  oder  we- 
niger Polygonalzahlen  1*«'  Ordnung,  von  vier  oder  weniger  Poly- 
gonalzahlen  2*®'  Ordnung  etc.,  im  Allgemeinen  von  n  oder  weniger 
Polygonalzählen  der  {n  —  2)*®°  Ordnung  (das  Fermat'sche 
Theorem). 

Die  Untersuchungen  über  die  figurirten  Zahlen  wurden  zum 
grossen  Theil  von  Euler  angestellt.  Den  vorstehenden  Satz  hat 
Fermat  ohne  Beweis  gegeben;  den  Beweis  für  die  ersten  Fälle 
findet  man  bei  Euler,  Acta  Petrop.,  Bd.  2,  S.  48,  1777;  siehe 
auch  Lagrange,  Mem.  BerL,  1770;  Gauss,  Disq.  arithn. 
Art.  293,  Leipzig  1801,  wieder  abgedruckt  in  den  ges.  Werken, 
Bd.  1,  Göttingen  1863,  und  andere. 


Kapitel  II. 
Die  Lehre  von  den  Substitutionengrappen. 

§  1.    Allgemeines. 

Wenn  n  Elemente  gegeben  sind  und  zwei  Permutationen 
von  ihnen  festgestellt  werden,  so  heisst  die  Operation  des  Ueber- 
gangs  von  der  ersten  Permutation  zur  zweiten  Substitution  unter 
den  n  Elementen. 

Es  gibt  nl  Substitionen  unter  n  Elementen. 

Wenn  man  an  den  n  Elementen  zuerst  eine  Substitution, 
dann  eine  zweite,  etc.  anbringt,  so  ist  das  Endresultat  eine  neue 
an  diesen  Elementen  vorgenommene  Substitution;  diese  letzte 
Substitution  heisst  das  Product  der  gegebenen  imd,  wenn  alle 
gegebenen  einander  gleich  sind,  eine  Potenz  der  Substitution. 

Eine  Substitution  nennt  man  identisch,  wenn  sie  alle  Ele- 
mente unverändert  lässt;  sie  wird  durch  das  Symbol  1  dargestellt. 

Wenn  das  Product  zweier  Substitutionen  von  der  Reihen- 
folge der  Factoren  unabhängig  ist,  so  heissen  die  Substitutionen 
vertuuschbar. 

Wenn  das  Product  zweier  Substitutionen  die  Einheit  ist, 
so  nennt  man  sie  invers  zueinander;  ist  s  eine  von  ihnen,  so 
wird  die  zweite  durch  s~~^  dargestellt. 

Es  gibt  inmier  eine  Potenz  einer  Substitution,  welche  der 
Einheit  gleich  ist;  der  Exponent  dieser  Potenz  heisst,  wenn  alle 
vorhergehenden  Potenzen  die  Einheit  nicht  ergeben,  die  Ordnvmg 
der  SubstittUion. 

Man  nennt  eine  Substitution  cyklisch  oder  einen  CykJus, 
wenn  entweder  alle  gegebenen  Elemente  oder  ein  Theil  der- 
selben in  cyklischer  Ordnung  permutirt  werden. 

Jede  beliebige  SubstittUion  kann  man  immer  in  ein  Product 
von  Cyklen  zerlegen. 

Eine  Substitution,  welche  an  die  Stelle  der  Elemente 
a,  by  c,  •  •  •  die  Elemente  a',  5',  c\  •  •  •  setzt,  wird  durch  das 
Symbol 
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fa   b    c     "\ 
W  h'  c     '  ) 

dargestellt.  Die  Elemente  a',  6',  c',  •  •  •  bilden  eine  Pemmtation 
derselben  Elemente  a,  b,  c,  •••. 

Wenn  die  Substitution  cyklisch  ist,  so  werden  die  Ele- 
mente abC"*  bez.  durch  die  Elemente  bcd"»  ersetzt;  alsdann 
wird  sie  einfacher  mit  dem  Symbol 

(abc  '"  m) 

bezeichnet,  indem  man  die  Elemente  in  der  Reihenfolge,  in 
welcher  das  eine  dem  anderen  substituirt  wird,  hinter  einander 
in  eine  Klammer  setzt. 

Die  Ordnung  einer  cyJdischen  SubsUtuHon  ist  der  ÄnzaM 
ihrer  Elemente  gleich. 

Ein  Cyklus  von  der  zweiten  Ordnung  heisst  eine  Trans- 
Position. 

Jede  Substitution  Icunn  als  Product  von  Transpositionen  dar- 
gestellt werden. 

Eine  Substitution  ist  gerade  oder  u/ngerade,  je  nachdem  die 
Anzahl  der  Transpositionen,  aus  denen  sie  gebildet  werden 
kann,  gerade  oder  ungerade  ist. 

Ist  eine  Substitution  s  von  der  Ordnung  m,  so  ist  eine  be- 
liebige ihrer  Potenzen  s^'    von   der  Ordnung  -j ,  worin  d  den 

grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  m  u/nd  w'  bedeiäet. 

Man  sagt,  eine  Gesanuntheit  yon  Substitutionen  büde  eine 
Gruppe,  wenn  das  Product  zweier  beliebiger  von  ihnen  eine 
Substitution  bildet,  die  wieder  zu  den  gegebenen  gehört. 

Die  Anzahl  der  Substitutionen  einer  Gruppe  gibt  zugleich 
die  Ordnung  der  Gruppe  an, 

I>ie  Ordnung  einer  Gruppe  ist  immer  ein  Theiler  von  n\. 

Wenn  alle  Substitutionen  einer  Gruppe  H  in  denen  einer 
anderen  Gruppe  G  enthalten  sind,  so  heisst  H  eine  Untergruppe 
oder  ein  TJi  eiler  von  G  und  die  Ordnung  von  H  ist  in  derjenigen 
von  G  ohne  Rest  enthalten. 

Die  Ordnu/ng  einer  Gruppe  ist  ein  Vielfaches  der  Ordmmg 
einer  jeden  ihrer  Substitutionen, 

Die  Gruppe  aller  n!  Substitutionen  wird  die  symmetrische 
Gruppe  genannt. 

Alle  geraden  Substitutionen  bilden  eine  Gruppe,  welche  die 
altemirende  Gruppe  genannt  wird;  sie  ist  von  der  {^nl)^^^ 
Ordnung, 
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Wenn  x^,  x^^  •  •  •,  Xn  die  n  Elemente  sind,  so  ist  jede  Gruppe, 
tcelche  die  n  —  1  Transpositianen 

(XaXi)  (XaXi)  •  •  •  (XaXa^i)  (XaXa^i)  •  •  •  (XaXn) 

enÜUUi,  mU  der  symmetrischen  Gruppe  identisch. 

Diejenigen  Substitutionen  einer  beliebigen  Gruppe,  welche  der 
ältemirenden  Gruppe  angehören,  bilden  eine  Untergruppe,  welche 
entweder  mit  der  gegebenen  Gruppe  eusammenfälU  oder  deren 
Ordnung  hcUh  so  gross  ist,  wie  die  Ordnung  der  gegebenen 
Gruppe, 

Wenn  eine  Grappe  die  n  —  2  cjklisclien  Substitutionen 

(x^X^X^)  {Xj^X^X^  •  •  •  (xiXiXj,) 

enÜMt,  so  ist  sie  entweder  die  altemirende  oder  die  symmetrische 
GrTuppe, 

Die  Poteneen  einer  Substitution  bilden  eine  Gruppe,  deren 
Ordnung  der  Ordnung  der  Substittäion  gleich  ist. 

Die  zweien  Gruppen  gemeinschaftlichen  Substitutionen  bilden 
eine  neue  Gruppe, 

Wenn  p  eine  Primzahl  ist  und  p^  eine  in  nl  aufgehende 
Potenz  von  p,  so  existirt  eine  Gruppe  von  der  Ordnung  p*. 
Der  Satz  stammt  von  Sylow,  Math,  Ann.,  Bd.  5;  vergl.  den 
Frobenius'scben  Beweis  in  Crede,  100,  sowie  Weber's 
Aigebra,  Bd.  2,  S.  122.  Wenn  die  Ordnung  einer  Chuppe 
dwrch  die  Primzahl  p  theilbar,  also  Jb  =»  1  ist,  so  enthält  die 
Gruppe  Substitutionen  von  der  Ordnung  p,  Cauchy,  Exercises 
d'anaHyse,  Bd.  3. 

Zwei  Substitutionen  heissen  ähnlich,  wenn  sie  sich  nur 
durch  die  Benennung  der  Elemente  unterscheiden,  welche  sie 
enthalten. 

Zwei  Gruppen  nennt  man  ähnlich,  wenn  sie  aus  derselben 
Anzahl  von  Substitutionen  zusammengesetzt  sind  und  man  die 
Substitutionen  der  einen  denen  der  anderen  derart  eindeutig 
zuordnen  kann,  dass  der  üebergang  von  den  Substitutionen  der 
einen  Gruppe  zu  den  entsprechenden  der  anderen  durch  eine 
Aenderung  der  Benennung  der  Elemente  geschieht,  welche  für 
alle  Substitutionen  gleichmSssig  ist. 

Wenn  zwei  Substitutionen  oder  zwei  Gruppen  ähnlich  sind, 
so  gibt  es  immer  eine  solche  Substitution  s,  da^s  das  aus 

S'''^'Ä-S 

gebildete  Product,  in  welchem  A  eine  der  beiden  gegebenen  Sub- 
stitutionen   oder    eine    Substitution   einer   der    beiden   gegebenen 
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Gruppen  heeeichnet,  der  anderen  der  gegebenen  Substitutionen  oder  der 

entsprechenden  Substitution  der  zweiten  gegebenen  Gruppe  gleich  ist. 

Das  Product  sr-^Äs  heisst  die  Transformirte  von  A  durch  s. 

Jede  Substitution  ist  allen  ihren  Transformirt^n  ähnlich. 

Wenn  s,  5'  zwei  Substitutionen  bezeichnen,  so  sind  die  beiden 

Producte  ,     , 

SS  ,  s  s 

zwei  ähnliche  Substitutionen, 

Wenn  ss'  vertauschbar  sind,  so  ist  die  Transformirte  von  $ 
durch  s'  die  Substitution  s  selbst, 

l>ie  Transformirte  eines  Products  ist  dem  Product  der 
Transformirten  der  Fadoren  gleich, 

Si'nd  zwei  Substitutionen  vertauschbar,  so  sind  es  auch  ihre 
durdi  eine  beliebige  dritte  Substitution  gebildeten  Transformirten, 

Alle  Substitutionen,  mit  deren  Hülfe  eine  gegebene  Gruppe 
in  sich  selbst  transformirt  wird,  bilden  eine  Gruppe, 

Wenn  eine  Gruppe  durch  dieselbe  Substitution  transformirt 
tvird,  so  bilden  die  transformirten  Substitutionen  wieder  eine 
Gruppe,  welche  der  gegebenen  ähnlich  ist. 

Wenn  eine  Substitution  s  von  der  Beschaffenheit  ist,  dass 

die  Producte  . 

s  '  -A, 

worin  A  eine  beliebige  Substitution  einer  Gruppe  G  bedeutet, 
in  ihrer  Gesammtheit  den  Producten  B  •  s  gleich  sind,  worin 
B  ebenfalls  eine  Substitution  von  G  ist,  alsdann  sagt  man,  die 
Substitution  s  sei  mit  der  Gruppe  G  vertauschbar. 

Wenn  alle  Substitutionen  einer  Gruppe  H  diese  Eigen- 
schaft bez.  einer  anderen  Gruppe  G  besitzen,  so  sagt  man,  die 
ganze  Gruppe  H  sei  mit  G  vertuusciibar,  Ist  in  einem  solchen 
Fall  H  eine  Untergruppe  von  6r,  so  heisst  sie  eine  invariante 
(ausgezeichnete)   Untergruppe  (oder  ein  NormaWieiler),, 

Alle  Substitutionen  von  n  Elementen,  die  mit  einer  gegebenen 
Substitution  derselben  Elemente  oder  mit  einer  gegebenen  Gruppe 
vertauschbar  sind,  bilden  eine  Gruppe,  welcher  die  gegebene  Gruppe 
als  invariante  Untergruppe  angehört. 

Wenn  die  Anzahl  der  Elemente  mehr  als  4  beträgt,  so 
enthält  eine  Gruppe,  welche  mit  einer  beliebigen  Substitution  ver- 
tauschbar  ist,  alle  geraden  Substitutionen  und  mithin  die  alter- 
nirende  Gruppe, 

Für  w  =  4  besitzt  die  jGruppe  der  vier  Substitutionen 

[1,  (x^x^)  («gxj,  (x^x^)  {x^x^,  (x^x^)  (x^x^)] 
dieselbe  Eigenschaft, 


§  2.    Die  Transitivität. 
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Eine  Gruppe  G  heisst  zusammengesetzt,  wenn  sie  eine  in- 
variante üntergmppe  H  enthält,  und  die  letztere  nennt  man 
eine  invariante  Maximaluntergruppe  oder  grössten  NormaltheUer, 
wenn  sie  in  keiner  der  anderen  Untergruppen  von  G,  die  eben- 
falls invariant  sind,  enthalten  ist. 

Bildet  man  eine  Reihe  von  Gruppen 

derart,  dass  jede  folgende  eine  invariante  Maximaluntergmppe 
der  vorhergehenden  ist,  so  erhält  man  die  EeiJie  der  Zusammen- 
setzung von  G,     Wenn 


r,  = 


die   Ordnimgen    der  Gruppen    der  Reihe    sind,    so    heissen    die 


ganzen  Zahlen   e^,    e^, 


die   numerischen  Factoren  der  Zu- 


sammensetzung von  G, 

Wenn  eine  zusammengesetzte  Gruppe  zwei  Beihen  der  Zu- 
sammensetzung hat,  so  ist  die  Anzahl  der  Glieder  hei  beiden 
Beihen  dieselbe,  und  die  numerischen  Factoren  der  Zusammen- 
setzung sind,  abgesehen  von  der  Aufeinanderfolge,  die  gleichen. 
üeber  diesen  Jordanischen  Satz  und  Erweiterungen  desselben 
vergl.  Holder,  MaHi,  Ann,,  Bd.  34,  1889:  Zmilckfahrung  einer 
beliebigen  algebraischen  Gleichung  auf  eine  Kette  von  Gleichungen. 

JDis  Beihe  der  Zusammensetzung  der  symmetriscfien  Gruppe 
besteht  aus  der  alternirenden  Gruppe  ufid  der  EinJieit,  wenn  n 
grösser  als  4  ist;  die  Factoren  der  Zusammensetzung  sind  mit- 
hin 2  und  ynl;  die  cUternirende  Crruppe  von  mehr  als  4  Ele- 
menten ist  nicht  zusammengesetzt. 

Jede  nicht  in  der  alternirenden  Gruppe  enthaltene  Gruppe 
ist  zusammengesetzt;  einer  der  Factoren  der  Zusammensetzung  ist  2. 

Für  n^=  4  ist  die  Beihe  der  Zusammensetztmg  der  sym- 
metrischen Crruppe 

1.  die  symmetrische  Gruppe, 

2.  die  alt^nirende  Gruppe, 

3.  ist  G^  =  [l,  (x^x^)lx^x^),  (aCiÄ-j)  (jjxj,  (x^x^(x^x^)], 

4.  G^8  =  [l,    (XiX^)  {x^(C^)]y 

5.  G^=l, 

§  2.    Die  Transitivität. 

Wenn  die  Substitutionen  einer  Gruppe  derart  sind,  dass 
man  mittelst  ihrer  k  beliebig  ausgewählte  Elemente  in  k  beliebig 
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ausgewählte  andere  Elemente  transformiren  kann,  so  heisst  die 
Gruppe  A;  fach  transitiv,  Ist  X;  >=»  1,  so  nennt  man  die  Gruppe 
einfach  transitiv.    Im  anderen  Falle  heisst  sie  intransitiv. 

Die  Ordnimg  einer  transitiven  Gruppe  ist  ein  Vielfaches  der 
Ordnung  derjenigen  Untergruppe,  deren  Substitutionen  ein  belie- 
biges Element  z.  B.  x^  nicht  versagen. 

Die  transitiven  Gruppen,  bei  welchen  die  Ordnung  dem 
Grad  gleicMcommt,  haben  nur  Sf^bsUhUionen ,  die  aUe  Elemente 
versetzen. 

Jede  transitive  Gruppe  hat  wenigstens  n  —  1  Substitutionen, 
die  alle  Elemente  versetzen. 

Die  alternirende  Grruppe  ist  n  —  2  fcuih  transitiv. 

Die  Ordnung  einer  k  fach  fy-cmsitiven  Gruppe  ist  gleich 

n(n  —  1)  («  —  2)  •  •  •  (w  —  Ä  +  1)  w, 

worin  m  die  Ordnung  der  Untergruppe  bezeichnet,  welche  Ic  Ele- 
mente unversetzt  lüsst. 

Eine  invariante  Untergruppe  einer  transitiven  Gruppe  ent- 
hält nicht  edle  Elemente. 

Wenn  eine  zwei-  oder  mehrfach  transitive  Gruppe  eine 
cyklische  Stibstitution  3**'  Ordnung  enthält,  so  umfafst  sie  aUe 
Substitutionen  und  die  alternirende  Gruppe. 

Wenn  eine  k  fach  transitive  Grruppe  die  alternirende  Gruppe 
nicht  enthält,  so  versetzt  jede  Substitution  mehr  als  k  Elemente 
und  enthält  mehr  als  2  k  —  4  Elemente. 

Die  Ordnung  einer  Ä;  fach  transitiven  die  alternirende  Gruppe 

n! 
nicht  enthaltenden  Gruppe  theilt  — ^,  worin  m  die  grössere  der 

Zahlen  ä,  2  k  —  4  bedeutet. 

Eine    die    alternirende    Gruppe    nicht    enthaltende    Gruppe 

kann  nicht  mehr  als  q  fach  transitiv  sein,  wenn  q  die  kleinere 

der  beiden  Zahlen      ~^    ,    —  angibt. 

Eine  mit  den  Substitutionen  einer  Ä;  fach  transitiven  Gruppe 
vertauschbare  Gruppe  ist  wenigstens  k  —  1  fach  transitiv. 


§  3.    Imprimitivität. 

Es  sei  G^  in  n  Elementen   eine   einfach   transitive  Gruppe. 

Wenn  diese  Elemente  sich  auf  m  Systeme  von  le  —  Elementen 

tn 

derart    vertheilen    lassen,    dass    eine  Substitution    der    Gruppe, 

welche  ein  Element  eines  Systems  ji  in  ein  solches  desselben 
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Systems  transformirt,  auch  alle  anderen  Elemente  von  Ä  in 
Elemente  desselben  Ä  transformirt,  während  die  Substitution, 
welche  ein  Element  von  ^  in  ein  solches  Ton  B  umwandelt, 
alle  übrigen  von  Ä  in  alle  übrigen  von  B  umwandelt,  alsdann 
nennt  man  die  Gruppe  imprimitiv  und  die  Systeme  Imprimi' 
tivitäisaysfeme.     Im  anderen  Falle  heisst  die  Oruppe  primiiiv. 

Wenn  sich  in  einer  Oruppe  die  VertheUung  der  Elemente 
in  Systeme  auf  zwei  verschiedene  Arten  ausführen  lässt,  so  kann 
dies  auch  auf  eine  dritte  Art  geschehen,  indem  man  nämlich  in 
ein  und  dasselbe  System  aUe  Elemente  vereinigt,  weikhe  ein  System 
der  ersten  Theüimg  mit  einem  der  zweiten  gemeinschaftlich  Jiat, 

Besitzt  eine  imprimäive  Ghruppe  m  Imprimitivitätssysteme, 
so  ist  ihre  Ordnung  ein  Theiler  von 


m\ 


m 


§  4.    IsomorphismuB. 

Wenn  sich  die  Substitutionen  zweier  Gruppen  derart  ein- 
ander zuordnen  lassen,  dass  dem  Product  zweier  Substitutionen 
der  einen  das  Product  zweier  Substitutionen  der  anderen  ent- 
spricht, so  heissen  die  beiden  Gruppen  isomorph;  wenn  einer 
Substitution  der  einen  nur  eine  einzige  der  anderen  entspricht, 
80  ist  der  Isomorphismus  einstufig;  entsprechen  einer  Substitution 
der  einen  mehrere  der  anderen  Gruppen,  so  ist  der  Isomorphis- 
mus mehrstufig.  Man  pflegt  sie  auch  nach  Jordan  holoedrisch 
bez.  meroedrisch  zu  nennen. 

Wenn  O  und  F  einstufig  isomorph  sind,  so  haben  sie 
gleiche  Ordnung. 

Sind  G  und  F  mehrstufig  isomorph  und  entsprechen  der 
Suhstitiäion  1  von  Q  mehrere  SubstittUionen  a^^  «^j,  •  •  •  «^m  t?on  F, 
so  bilden  die  letzteren  eine  Untergruppe  von  F. 

Wenn  G  zu  F  mehrstufig  isomorph  ist,  so  entspricht  jeder 
Sübstiiution  von  G  die  gleiche  Zähl  m  Substitutionen  von  F;  die 
Ordnung  von  F  ist  m  mal  die  Ordnung  von  G  und  m  heisst 
die  Stufe  des  Isomorphismus. 

Ist  L  eine  invariante  Untergruppe  von  G,  so  ist  auch  die 
entspredwnde  Gruppe  A  von  der  tu  G  isomorphen  Gruppe  F  eine 
invariante  Untergruppe  von  F.  Ist  L  ein  Maximum,  so  ist 
auch  A  ein  Maximum. 

Paioal,  Bepertorinm.  I.  3 


34  Kapitel  II.    Die  SubstitutioDengruppen. 

§  5.    Zu  den  Substitutioneiigruppen  gehörige  Ftinotionen« 

Denken  wir  uns  eine  rationale  Function  q>^  der  Elemente 
^11  ^21  •  •  *  ^n  lind  führen  wir  auf  die  Function  alle  möglichen 
Substitutionen  unter  den  Elementen  aus,  so  kann  sich  der 
Werth  <pi  ändern  oder  nicht;  die  Gesammtheit  aller  Substitutionen, 
für  welche  tp^  unvermindert  bleibt,  bildet  eine  Gruppe,  welche  die 
Gruppe  der  Function  genannt  wird. 

Zu  jeder  Funäion  gehört  eine  Gruppe  und  zu  jeder  Gruppe 
gellten  unendlidi  viele  Fu/nctionen. 

Die  Functionen,  welche  bei  allen  möglichen  Substitutionen 
u/nverändert  bleiben,  sind  die  symmetrischen  Functionen. 

Jede  zur  altemirenden  Gruppe  gehörige  Function  (alter- 
nirende  Function)  hat  die  Form 

worin  A  die  Discriminante  der  n  Elemetiie,  also 

1,-     n 

ist  und  S^j  S2  symmetrische  Functionen  der  Elemente  bedeuten. 
Führt  man  auf  eine  Fimction  9^  alle  möglichen  Substitu- 
tionen  aus    und    nimmt    die    Function    dabei    m    verschiedene 
Werthe  an 

so  ist  die  Zähl  m  ein  Theiler  von  n\,  und  wenn  r  die  Ordnung 
der  Gruppe  von  q>^  angibt,  so  ist  das  Product  rm  gleich  n\. 

Die  zu  9)^,  9>2>  '  •  *  9^wi  gehörigen  Crruppen  sind  alle  ein- 
ander ähnlich. 

Wenn  n  >  4  und  1»  >  2  ist,  so  haben  sie  keine  andere 
gemeinschaftliche  Substitution,  als  die  EinJieit. 

Wenn  «  =  4  ist,  so  können  sie  die  vier  Substitutionen 

[1,  (jx:^X2)(oc^x^),  (äJi^^s)  a^icj,  (x^x^  (x^x^)] 

gemeinschaftlich  haben. 

Die  m  Werthe  einer  Function  mit  m  Werthen  sind  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  m****  Grades,  deren  Coefficienten  sym- 
metrische Functionen  der  Elemente  x^,  x^,  •••  Xn  darstellen. 

Die  Discriminante  der  m  Werthe  von  tp  hat  die  Discrimi- 
nante  der  x  zum  Factor.  Daraus  folgt:  unter  den  verschiedenen 
Werthen,  welche  eine  Function  annimmt,  gibt  es  stets  gleiche, 
sobald  zwei  von  den  x  gleich  werden. 


§  6.  Analytische  Darstellung  der  Functionen. 
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Nimmt  man  an,  die  n  Elemente  seien  unabhängig,  so  sind 
die  alternirenden  Functionen  die  eineigen,  deren  Potenzen  sym- 
metrisch sein  können,  ohne  dass  sie  selbst  es  sind. 

Wenn  n  >  4  ist,  so  gibt  es  keine  Function  von  mehreren 
Werthen,  von  welcher  eine  Potenz  zwei  Werthe  hätte,  vorausge- 
setzt dass  zwischen  den  Elementen  keine  besonderen  Beziehungen 
bestehen. 

Wenn  w  =  4  ist,  so  hat  die  dritte  Potenz  der  Function 

(x^x^  +  x^x^)  +  e(x^x^  +  x^x^  +  e^x^x^  +  x^Xj^), 

worin  «*  =  1  ist,  zwei  Werthe, 

Zwei  Functionen,  welche  zu  derselben  Oruppe  gehören,  lassen 
sich  rational  die  eine  durch  die  andere  ausdrücken  und  umgekehrt 
(der  Lagrange'sdie  Satz). 

Wenn  eine  Function  durch  die  StdbstitiUionen  der  Gruppe 
einer  anderen  Function  nicht  verändert  wird,  während  die  gleiche 
Eigenschaft  umgekehrt  nicht  statt  hat,  so  lässt  sich  die  erste  ra- 
tional durch  die  zweite  ausdrücken;  die  zweite  dagegen  ist,  wenn 
m  die  Anzahl  ihrer  Werthe  bezeichnet,  die  Wurzel  einer  Gleichung 
^ten  Qrades,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der  ersten 
sind.  Jede  rationale  Function  der  n  Grössen  x^^  x^^  -•'  Xn  lässt 
sich  rational  mit  Hülfe  einer  jeden  Function  der  n  Grössen  aus- 
drücken, welche  n\  Werthe  besitzt;  specieU  also  auch  mit  Hülfe 
der  linearen  Functionen  vom  Typus 


worin  «1, 


«n  wiUkürliche  Constant^n  bedeuten. 


§  6.    Analytisohe  Darstellung  der  Substitutionen. 

Die  Substitutionen  von  n  Elementen  lassen  sich  auch  ana-* 
Ijrtisch  auf  die  folgende  Art  darstellen: 
Man  habe  die  Substitution 


^»i>  ^«j?  -^^j»    *  '  *i    ^»f|/ 


Bildet  man  nun  die  Function  tp  von  z  so,  dass  g>(z),  wenn 
z  die  Werthe  1,  2,  •  •  •,  n  erhält,  bezüglich  mit  ij,  ig,  •  •  •,  in 
nach  dem  Modul  n  übereinstimmt,  so  kann  man  mit  dem  Symbol 
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die  gegebene  Substitution  beseicbnen,  das  beisst,  die  gegebene 
Substitution  soll  die  Wirkung  baben,  jeden  Index  z  von  x  in 
den  Index  ^(jer)  zu  verwandeln. 

Es  sei  n  »B  m*;  alsdann  l&sst  sich  jedes  Element  mit 
"k  Indices  darstellen,  von  denen  jeder  alle  Werthe  von  1  bis  m 
haben  kann,  also  durch 

•  Eine  Substitution  unter  diesen  Elementen   kann  man  mit 

dem  Symbol 

I  ex,  Zi, '  •  •,  Zi;  91  (zi,  •  •  •,  Zi),  •  •  ,  q>k(eu  ' •  *,  ^*)  |     (mod.  m) 

bezeichnen,  um  auszudrücken,  dass  an  Stelle  der  wahren  Werthe 
der  q>  die  mit  ihnen  nach  dem  Modul  m  congruenten,  welche 
kleiner  als  m  sind,  gesetzt  werden  sollen  (vergl.  Kap.  20,  §  3). 
ÄUe  SuhstUtfHonm  von  der  Form 

\fiU"  'j  Xky  ^1  +  «1,  •  •  •,  ^*  +  a*  I     (mod.  w) 

hüdm  eine  Gruppe,  welche  die  arithmetische  Crruppe  heisst. 
8öU  das  Symbol 

\zi''Zk]  a^Zx  H \'CiZk,  atzi  H f-  dZk,  •••  |  (mod.  w) 

eine  Substitution  darstellen,  so  ist  dazu  noihwendig  wnd  au^ 
reichend,  dass  die  Determinante 

a^  h^  '  '  '  c 
Oj  6j  •  •  •  c 


«*  bk 


Ck 


jprim  zu  dem  Modul  m  sei.  In  diesem  Fall  heissen  die 
Substitutionen  von  der  vorstehenden  Form  lineare  oder  auch 
geometrische  SubstituHonen.  Sie  bilden  die  sogenannte  lineare 
Ghruppe. 

Die  SuhsHtiäiof^en  der  linearen  Gruppe  sind  mit  denen  der 
arithmetischen  Gruppe  vertauschbar. 

Die  Ordnung  der  Unearen  Gruppe  vom  Grad  m*  ist 

r  =  [w,  k]  m*~"^  [w,  k —  1]  w*~"*  •  •  •  [m,  2]  m  [m,  1], 

worin  das  Symbol  [w,  q]  die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten 
angibt,  auf  welche  sich  q  Zahlen  bestimmen  lassen,  die  kleiner 
als  m  sind  und  deren  grösster  gemdnschaftlicher  Theüer  zu  m 
prim  ist,     C.  Jordan,  Traite  etc.,  S.  95  u.  96. 
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Schreibt  man  für  die  CoefBcienten  ay  b,  •'•  c  speciell  die 
Bedingrangen 


ft!  +  ^*  +  ---  +  6'  =  l 


(mod.  m), 


(mod.  m) 


Yor^),  so  heisst  die  lineare  Substitution  orthogonal. 

Alle  orüwgonalen  Substitutionen  bilden  eine  Gruppe. 
Wenn  k  =  2h  ist  und  die  2h  Indices  in  Paare 

vertheilt  werden,   so  heissen  die   linearen  Substitutionen  dieser 
Indices,  falls  sie,  auf  die  Function 
h 

^{enrii  —  yih) 
1  =  1 

angewendet,  diese  Function  nur  mit  einem  constanten  Factor 
multipliciren,  AbeVsche  Substitutionen.  Dabei  sind  die  f,  ty  Sym- 
bole, die  denselben  Substitutionen,  wie  die  y,  jer,  unterworfen 
werden  sollen.  Die  Abduschen  Substitutionen  bilden  die  von 
einigen  Autoren  sogenannte  Abd'sche  Gruppe;  doch  wird  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  diese  Bezeichnung  auch  noch  in  ganz 
anderem  Sinn  verwendet  wird. 

Die  Lehre  von  den  Substitutionengruppen  wurde  von 
Abel  {Grelle,  Bd,  1)  und  Cauchy  begründet  {Journal  de  Vicöle 
polytechnique,  1815;  ausführlicher  dargestellt  in  Exercises  d'ana- 
lyse  et  de  physique  mathematique,  1844,  Bd.  3).  Dem  letzteren 
verdankt  man  den  grössten  Theil  der  Fundamentalsätze  der 
Theorie,  die  in  der  Folge  durch  die  Untersuchungen  von  Galois, 
der  sie  hauptsächlich  auf  die  algebraischen  Gleichungen  an- 
wandte, eine  grosse  Bedeutung  erhielten  {Joum.  de  Liouvülc, 
Bd.  11,  1846,  wieder  abgedruckt  in  Oeuvres  mathematiques  de 
Galois,  Paris  1897). 


1)  Das  Zeichen  =  bedeutet  congment  (vergl.  Kap.  20,  §  3). 
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Neuere  und  vollständige  Werke  über  den  Gegenstand  sind: 
Jordan,  TraUd  des  suhstitiUions  etc.,  Paris  1870;  Netto, 
SübstUutionentheorie  etc.,  Leipzig  1882;  Petersen,  Theorie  der 
algebraischen  Gleichv/ngen,  Kopenhagen  1878.  Auch  in  Serret, 
Handbuch  der  höheren  Algebra,  deutsche  Uebersetzung  von 
Wertheim,  2  Bde.,  Leipzig  1878,  wird  die  Theorie  in  aus- 
reichendem Umfang  behandelt.  Vergl.  Weber,  Lehrbttch  der 
Algebra,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  Braunschweig  1898,  sowie  Bd.  2, 
Braunschweig  1896.  Man  findet  dort  auch  die  wichtige  ab- 
stracte  Theorie  des  allgemeinen  Begriffs  der  endlichen  Gruppe 
dargelegt. 

An  einer  späteren  Stelle,  Kapitel  5,  §  12,  werden  wir  die 
sogenannte  Galois'sche  Theorie,  d.  h.  die  Anwendung  der  Lehre 
von  den  Substitutionen,  auf  die  algebraischen  Gleichungen  und 
in  Kapitel  9  die  sogenannte  Theorie  der  Transformationsgruppen 
entwickeln,  die  mit  der  Lehre  von  den  Substitutionen  vielfach 
in  Verbindung  steht. 


Kapitel  lü. 
Die  Lehre  yon  den  Determinanten. 

§  1.    Allgemeines. 
Man  betrachte  n^  in  einem  Quadrat 


«11   ai2 

«21     022 


am 

02  n 


a»l    «n2    • • •    dnn 

angeordnete  Grössen;  bilde  alle  Producte  vom  Typus 

fllr»    02 r,    •  •  •    Onr^^ 

worin  ri,  rg,  •••  r„  irgend  eine  der  Permutationen  der  Zahlen 
1,  2,  •••  n  darstellen,  gebe  jedem  solchen  Product  das  Vor- 
zeichen -(-  oder  — ,  je  nachdem  die  Permutation  der  Indices  r 
eine  gerade  oder  ungerade  ist  und  bilde  die  algebraische  Summe 
der  n\  so  erhaltenen  Producte.  Diese  Summe  heisst  alsdann 
die  Bdermhianfe  der  n*  Grössen  und  wird  durch  das  Symbol 


an 


air 


«ni  •  •  •   a«) 
oder 

^   +  «n  •••  Onn 

oder  auch  durch  ^ 

I  an  I     (f,*=i,2,  •  ») 
dargestellt. 

Die  Gesanmitheit  der  n*  in  einem  Quadrat  angeordneten 
Elemente  heisst  die  quadratische  Matrix,  die  Diagonale  durch 
die  Elemente  an  •  •  •  ann  die  HauptdiagonuU  und  diese  Ele- 
mente an  •  •  •  ann  selbst  die  Hauptelemente. 

Wenn  in  einer  Determinante  aUe  Elemente  einer  Eeihe  Null 
sind,  so  ist  die  Determinante  NuU, 
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Wenn  man  die  Zeilen  mit  den  Colwwnen  einer  Detenm- 
ncmte  vertauscht,  so  ändert  sich  der  Werth  der  Determinante  nicht. 

Vertauscht  man  zwei  parallele  Beihen  einer  Determinante 
miteinander,  so  erhält  man  eine  neue  der  vorigen  gldche  Deter- 
minante^ die  aber  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat. 

Eine  Determinante  mit  zwei  identischen  ParaUelreihen  ist 
Null, 

.Eine  Determinante  wird  mit  k  multiplicirt ,  indem  man  die 
Elemente  einer  Beihe  mit  k  muUiplidrt, 

Wenn  man  das  Vorzeichen  edler  Elemente  abändert,  die  an 
ungeraden  Stellen  stehen,  d,  h.  an  solchen  Stellen,  für  welche  die 
Summe  der  Indices  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  ändert  sich  der 
Werth  der  Determinante  nicht 

Multiplicirt  man  jedes  an  mit  j?'""*,  wobei  p  eine  beliebige 
Zahl  bedeutet,  so  behält  die  Determinante  ihren  Werth. 

Die  Determinante  ist  Null,  wenn  die  Elemente  einer  Beihe 
gleiche  Vielfache  der  Elemente  einer  zu  ihr  parallelen  Beihe  sind. 

Eine  Determinante,  in  welcher  die  Elemente  einer  Beihe 
Polynome  sind,. ist  der  Summe  der  Determinanten  gleich,  deren 
Elemente  Monome  sind. 

Der  Werth  einer  Determinante  bleibt  derselbe,  wenn  man 
zu  den  Elementen  einer  Beihe  die  mit  einer  beliebigen  Zahl  mul- 
tiplicirten  Elemente  einer  Parallelreihe  hinzufügt. 

Eine  Determinante  verschwindet,  wenn  die  Elemente  einer 
Reihe  lineare  ähnliche  Combinationen  der  Elemente  von  ParaUel- 
reihen sind  und  umgekehrt. 

Wenn  man  in  einer  quadratischen  Matrix  von  dem  «*•**  Grad 
m  Zeilen  und  m  Colunmen  weglässt,  so  hleiht  eine  quadratische 
Matrix  vom  Grad  n  —  m  übrig;  die  durch  eine  solche  Matrix 
dargestellte  Determinante  heisst  Minor  oder  Unterdeterminante. 
Wenn  ihre  Hauptelemente  Hauptelemente  der  ursprünglichen 
Determinante  sind^  so  erhält  man  einen  Hauptminor. 

Es  gibt  [(2)]    Minoren  m*®**  Grades. 
Es  gibt  l    j  Hauptminoren  m^'^  G-rades. 

Ein  Minor  ist  gerader  oder  ungerader  Classe,  je  nachdem 
die  Summe  der  Ordnungszahlen,  welche  den  Zeilen  und  Colunmen 
entsprechen,  aus  welchen  der  Minor  besteht,  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl  ist. 

Jedem  Minor  vom  m***^  Grad  entspricht  ein  solcher  vom 
(n  —  m)*®°  Grad,  der  durch  Unterdrücken  der  Colunmen  und 
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Zeilen,  ans  denen  der  gegebene  Minor  besteht,  gebildet  wird 
Diese  beiden  Minoren  heissen  adjungirt  zu  einander.  Die 
algebraische  Adju/ngirte  eines  Minors  ist  der  zu  dem  gegebenen 
adjungirte  Minor  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen, 
je  nachdem  er  gerader  oder  ungerader  Classe  ist. 

Jede  Determinante  ist  der  Stimme  der  Producte  der  in 
m  Zeilen  oder  Colunmen  enthaltenen  Minoren  mit  ihren  hegüg- 
liehen  algebraischen  Ädjungirten  gleich. 

Jede  Determinante  ist  der  algebraischen  Summe  der  Pro- 
ducte der  Elemente  einer  Zcüe  oder  Columne  mit  ihren  bezüg- 
lichen algebraischen  Ädjungirten  gleich. 

Die  Summe  der  Producte  der  in  m  Reihen  enthaltenen  Mi- 
noren  mit  den  algebraischen  Ädjungirten  der  entsprechenden 
Minoren,  die  in  anderen  m  Parallelreihen  enthalten  sind,  ist  Null. 
Der  Satz  ist  beachtenswerth  für  den  Fall  wi  ««  l. 

Wenn  eine  Determinante  Null  ist,  so  sind  die  algebraischen 
Ädjungirten  der  Elemente  einer  Beihe  denjenigen  der  Elemente 
einer  beliebigen  anderen  Parallelreihe  proportional. 

Bei  Benutzung  der  Minoren  zweiten  Grades  kann  man 
einer  Determinante  vom  n*^  Grad  die  Form  einer  Determinante 
vom  (n  —  l)****  Grad  gehen. 

Wenn  alle  Elemente  einer  Determinante  durch  p  theilbar 
sind,  so  lässt  sich  die  Determinante  durch  p^  theüen. 

Wenn  alle  Minoren  zweiten  Grades  einer  Determinante 
durch  p  theilbar  sind,  so  lässt  sich  die  Determinante  durch  j?*""^ 
theüen. 

Das  Product  zweier  Determinanten  vom  nämlichen  Grad, 
von  denen  die  eine  an,  die  andere  hkk  Elemente  hat,  findet  man 
durch  Bildung  der  Determinante  mit  den  Elementen  dj,  wobei 
Cij  einem  der  vier  Ausdrücke 

Cij  =  aubji  +  ttiibj^  +  •  •  •  +  O'inbjn 

Cfj  =r=  aabji  +  (iiibji  +  •••  +  anibjn 

Cfj  =—  aubtj  •+■  aabij  +  " •  -\-  ainbnj 

Cij  =  aiibij  -{-  aabij  -+■ 1-  anibnj 

gleich  sein  kann.  Satz  von  Cauchy  und  Binet,  Journal  de 
Vdcole  polytechnique ,  Cahier  17,  S.  81  und  111;  Cahier  16, 
S.  280—354. 

Wenn  die  beiden  Determinanten  nicht  denselben  Grad  haben, 
so  bringe  man  die  von  geringerem  Grad  auf  denselben  Grad 
wie   die   andere,   indem   man    Zeilen  imd  Colunmen  hinzufügt, 


42  Kapitel  IIL   Die  Lehre  von  den  Determinanten.   . 

deren  Elemente  an  den  Stellen  der  Hauptdiagonale  die  Einheit 
und  an  den  übrigen  Stellen  Null  sind. 

Eine  rechteckige  Matrix  nennen  wir  eine  Tabelle,  in  welcher 
nm  Elemente  in  einem  Rechteck  angeordnet  sind.  Hat  man 
zwei  rechteckige  Matrices  von  m  Zeilen  und  n  Öolunmen  und 
stellt  man  die  Summe  der  Producte  der  Elemente  einer  Zeile 
der  einen  mit  den  entsprechenden  Elementen  einer  Zeile  der 
anderen  her,  so  ergeben  sich  w*  Grössen,  die,  in  eine  quadrati- 
sche Matrix  geordnet,  eine  Determinante  vom  m*^  Grad  bilden 
können.  Eine  solche  Determinante  heisst  das  Product  nacfi 
Zeilen  der  beiden  rechteckigen  Matrices, 

Jeder  Minor  der  Determinante,  die  das  Froduct  zweier 
gegebenen  Determinanten  ist,  kann  ah  das  Prodtict  zweier  recht- 
winkliger Matrices  angesehen  werden. 

Das  Product  nach  Zeilen  zweier  rechtwinkliger  Matrices  von 
n  Columnen  und  m  Zeilen  ist  Null,  wenn  m>n  ist;  für  m < w 
dagegen  kommt  es  der  Summe  der  Producte  der  Minoren  vom 
^ten  QfQ^^  welche  in  der  einen  Matrix  en^uUten  sind,  mit  den 
homologen  in  der  anderen  Matrix  enthaltenen  Minoren  gleich, 

Vergl.  hierzu  Jacobi,  De  formatione  et  proprietatibus  de- 
terminantium,  Art.  14,  mit  werthvoUen  Anmerkungen  von 
Stäckel  in  Ostwald's  Klassikern  der  exacten  Wissensch., 
N.  77  in  deutscher  üebersetzung  erschienen. 

Die  Determinante  JR,  deren  Elemente  Art  die  Adjungirten 
der  Elemente  arg  einer  gegebenen  Determinante  D  sind,  nennt 
man  die  zur  gegebenen  reciproke  Determinante. 

Wenn  eine  Determinante  Null  ist,  so  sind  auch  ihre  reciproke  und 
alle  Minoren  der  letzteren  bis  auf  diejenigen  vom  zweiten  Grad  Null. 

Die  reciproke  einer  Determinante  hat  zum  Werth  die 
(n  —  1)**  Potenz  der  gegebencfi. 

Nennt  man  zwei  Minoren  von  D  und  R  homolog,  welche 
von  Zeilen  und  Columnen  von  D  und  B  eingeschlossen  sind, 
die  bez.  dieselben  Ordnungsnummem  haben,  so  lässt  sich  sagen: 

Ein  beliebiger  in  B  enthaltener  Minor  M  vom  m*®**  Grad 
ist  gleich  dem  Minor  in  D,  der  homolog  ist  zur  cdgebraischen 
Adjungirten  von  M  in  B,  multiplicirt  mit  der  (m  —  1)^^  Potenz 
der  gegebenen  Determinante. 

Die  Adjungirte  eines  Elements  An  von  B  ist  gleicJi  ttr», 
multiplicirt  mit  der  (n  —  2)*®*^  Potenz  von  D. 

Wenn  man  zwei  Däerminunten  DD'  miteina/nder  multiplicirt 
und  dann  auf  analoge  Art  ihre  reciproken  BB',  so  ist  das 
zweite  Product  die  reciproke  Determinante  des  ersten. 
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§  2.    Symmetrisohe  und  schiefe  Determinanten. 
Jaoobi'sclie  Symbole. 

Wenn  «r«  =  ««r  ist,  so  heisst  die  Determinante  symmetrisch; 
ist  an  =  —  a«r,  so  wird  sie  schief  genannt  und  wenn  schliess- 
lich «r«  =  —  ö,r  nnd  Urr  =^  0  ist,  heisst  sie  schiefsymmetrisch, 

Bas  Quadrat  einer  Determinante  kann  als  symmetrische 
Determinante  dargestellt  werden. 

In  einer  symmetrischen  Determinante  sind  die  adjungirten 
Minoren  zweier  conjugirten  Elemente  einander  gleich. 

Die  reciproke  einer  symmetrischen  Determinante  ist  auch 
symmetrisch. 

Eine  schiefsymmetrische  Determinante  von  ungeradem  Grad 
ist  Null, 

Eine  sdiiefsymmetrische  Determinante  von  gerader  Ordnung 
ist  das  vollständige  Quadrat  einer  ganzen  rationalen  Function 
ihrer  Elemente  aaß,  Cayley,  Grelle,  38,  S.  93.  Der  Ausdruck, 
dessen  Quadrat  die  schiefsymmetrische  Determinante  ist,  und 
welcher  schon  von  Jacobi,  Crdle,  2,  S.  356  behandelt  wurde, 
heisst  nach  Cayley  der  Ff  äff 'sehe  Äusdntck  oder  nach 
Scheibner  Halhdeterminante,  Sächsische  Berichte,  1859,  S.  151. 
Man  stellt  nach  Jacobi  diesen  JYa/f'schen  Ausdruck,  indem 
man  das  Glied  a^au  •*•  «n— i,n  niit  positivem  Zeichen  wühlt, 
durch  das  Symbol  (123  •  •  •  n)  dar. 

Die  Anzahl  der  Glieder  eines  JacobVschen  Symbols  von  der 
w*^  Ordnung  ist 

(n— l)(n  — 3)...3.1. 

Das  Vorzeichen  eines  JacoMsdicn  Symbols  ändert  sich,  wenn 
man  zwei  Elemente  miteinander  vertauscht. 

Das  Jacöbi'sche  Symbol  der  «**°  Ordnung  wird  mittelst  der 
Formel 

(l2-..w)  =  (l2)(34...») 

+  (13)  (45  ...w2) 

+ 

+  (ln)(23...w— 1) 

entwickelt;  Jacobi,  CreUe,  29,  S.  237. 

Jeder  Minor  {n  —  l)**'  Ordnung  einer  schiefen  Determi- 
nante von  gerader  Ordnung  ist  dem  Product  des  Jacobi'schen 
Symbols    (12  •  •  •  n)    mit    einem    anderen    JacohV sehen    Symbole 
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(w  —  2)**''  Ordnung  gleich,  das  man  atis  dem  ersten  durch  Unier- 
drückung  zweier  Indices  erhält 

Verschwindet  eine  schiefsymmetrische  Determinante  2r**'  Ord- 
nung, so  sind  auch  ihre  sämmtlichen  Unterdeterminanten  2r  —  !*•' 
Ordnung  Null     Frobenius,  CreUe,  82,  S.  243. 

Die  Gleichung 


an- 
(hl 


■X    012 

a%i  —  X 


«in 


«nl 


an  2 


an 


x  —  X 


=  0 


hat,  wenn  die  Determinante  der  a  symmetrisch  ist  und  die  a 
reelle  Grössen  sind,  nur  reelle  Wurzeln  (Satz  von  Cauchy, 
Exerc,  d.  Math.,  4,  S.  140);  für  jede  m-fache  Wurzel  der 
Gleichung  verschwinden  auch  aUe  Unterdeterminanten  n  —  !*•', 
n  —  2*®',  •  •  •  w  —  m  +  1**'  Ordnung  der  links  stehenden  Deter- 
minanie,  Satz  von  Weierstrass,  Berliner  Monatsberichte,  Jahrg. 
1858,  S.  213;  1868,  S.  336;  1879,  S.  430.  Literatur  über 
diese  Gleichung  bei  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über 
Geometrie,  Bd.  2,  S.  168,  Leipzig  1897. 

Jede  schiefe  Determinante,  deren  Hauptelemente  gleich  1 
sind,  ist  eine  Summe  von  Quadraten. 

Wegen  näherer  Literaturangabe  vergl.  Baltzer,  Determi- 
nanten,  Leipzig  1857,  1882,  S.  209,  212  und  Pascal,  I  deter- 
minanti,  Mailand  1896. 


§  3.    Speoielle  Determinanten. 

Eine  Hankd'sche  Determinante  wird  auf  die  folgende  Art 
gebildet 

«0        «1  •  •  •  an_i 
öl         «2   •  •  •  «n 


«fi-l    «n 


«2n-2 


Man  nennt  sie  wohl  auch  orthosymmetrisch  (Hankel)  und 
persymmetrisch  (Sylvester). 

Sie  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich  durch  die  successiven 
Differenzen  der  Ch-Össen  a  ausdrücken  lässt. 


S  3.    Spedelle  Determinanten. 
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Seiet  man 
so  erhält  man 


In-l)      In)      Jin-^t)  ^««-«) 


.Ntmin^fnan  specidl  an,  die  Elemente  bildeten  eine  arUh- 
metische  Reihe  van  der  (n  —  l)*~  Ordntmg,  so  wird 

I  n(n—iy 


p=(-i)  '  [j:z:']'. 


Buden  aber  die  Elemente  eine  arithmeHsche  Reihe  von  einer 
kleineren  als  der  (n  —  l)*^  Ordnung,  so  ist  P  =  0. 

Wenn  die  Elemente  eine  geometrische  Progression  baden,  so 
ist  ebenfalls  P  =  0. 


Die  Circtdante^)  hat  die  (Jestalt: 
ai  a^  ' '  •  an 


«8    «4 


«1 

at 


an  ai  •  •  •  a,-i 

Jede  CircuUmte  vom  n*^  Chrad  lässt   sich   in  n  beeHglich 
ihrer  Elemente  rationale  Fadoren  mittelst  der  Formet 

Ä  =  (—l)        *  q>  («i)  9  («,)  •  •  •  9  {an) 

zerlegen,  worin 

9(xr)  =  ai  +  ate  +  Osf*  H f-  a^i^-^ 

ist  und  «1,  aj,   •  •  •   ««   die  n  TFurj?e/n  von  x*  —  1=0  bc- 
Mtiehnen. 


1)  Günther  nennt  sie  ^oppett-orthosymmetrische  Determinante. 
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l>ie  Circul<inie 

1,  2,  ...,  n 

2,  3,  ...,  1 


ist  gleich 


n,  1,  •  •  •,  n—1 


«(n~l) 


dwrcÄ 


Die   Vandermonde'sche  oder  Cauchy*sche  Determinante  wird 


D  = 


1       1 

••  1 

«1    «* 

• «« 

«:  «j 

••«: 

«r^  «r 

-1 

•  •  <-' 

dargestellt, 

Sie  ist  gleich 

n(n  — 1)      i,n 


('</). 


«,> 


Da5  Quadrat  einer  Cauchy* sehen  kann  als  Handel' sehe 
Determinante  dargestellt  werden. 


Die  Determinante 

Q      ("V)-    (4") 

rt')   rr)  •■  r+."+') 

/w  +  n  — 1\    /w  +  n\  /m  +  2w  — 1\ 

ist  gleich  1,     Vergl.  hierzu  Baltzer,  S.  24  und  Pascal,  1.  c. 


§  3.   Specielle  Determinanten. 
Die  ZeipeVscke  Däerminante 


ist  gleich 


\p)  \p  +  y  ***  \p  +  r) 

/m+l\  (m+l\  /»»+1\ 

V    P    )  \P  +  V  ''\p  +  r) 

\   P    )  \p  +  y  '"   \V  +  rl 


ct^('t;v)-{ 


m  +  r  —  p+l\ 
r  +  1         ) 


etDf^;T')  •••(;::) 


Die  Stern'sche  Determinante,  Grelle,  66,  S.  285 


ist  gleich 


ft)   ft) 


D 


Ci.) 


(n-1) 
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worin  D  die  aus  den  Crrössen  x  gebildete   Cauchy'sche  Deter- 
minante bezeichnet. 


Die  Determinante 


V.       1 


2! 


1^ 
1! 


0 
1 


0 
0 


ist  gleich  —  • 


1 

1 

1 

1 

nl 

n— 1! 

n  — 2! 

1 
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Die  Smith'sche  Determinante,   (Henry   Smith,   CoUected 
math.  papers,  U,  S.  161,  Oxford), 

(1,1)  (1,2)   •••  (1,«) 


(n,l)  (n,2)  •••   {n,n) 

in  weMicr  imter   (ij)  der  grösste  gememschafüiche  TheUer  der- 
beiden  ganzen  Zahlen  i,  j  verstanden  wird,  ist  gleich 

ip(l)fp(2)'"ip(n), 

worin  q>Qc)  die  Anzähl  der  Zählen  bedeutet,  die  Meiner  als  k 
imd  zu  k  prim  sind. 


Die  Continuanten 

a,       1      0    •• 

■  0 

-1     «,     1    •• 

•  0 

Cn  = 

0      —  1  as  •  • 

•  0 

0        0      0-. 

•  a» 

genügen  der  Becursionsformel 

Cn  ^^  a^Cn-l  -i-  Cn- 

-« 

Eine  Continuante 

hai 

0  +  ("7')  +  ("7')  +  -  +  ("l") 


Terme,  worin 

Ä  =  — ,  wenn  n  eine  gerade  Zähl 


und  k  == 


n  — 1 


,  werm  n  eine  ungerade  ZM  ist. 


Literatamachweise  über  die  speciellen  Determinanten  findet 
man  in  des  Verfassers:  I  determinanti,  Mailand  1896.  Die 
Determinanten  von  Hankel,  Zeipel  und  Cauchy,  sowie  die 
Circulanten  sind  bei  Günther,  Cap.  3  behandelt. 


Wenn  ztvischen  den  Elementen  einer  Determinante  die  Be- 
ziehungen 

2,2.                I        2  . 

aiiCtlJ  +  02*02/  + h  CtnianJ  =  0 

bestehen,  so  heisst  die  Determinante  orthogonal. 


§  4.   Die  Wronski'schen  Determinanten. 
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Das  Quadrat  einer  orthogonalen  Determinante  ist  die  posi- 
tive Einheit. 

Die  algehraisdie  Ädjungirte  eines  Elementes  der  orthogofialen 
Determinante  ist  dem  mit  der  Determinante  midtiplicirten  EU- 
fnente  selbst  gleich. 

Jeder  Minor  einer  orthogonalen  Determinante  ist  seiner  al- 
gebraischen, mit  der  gegebenen  Determinante  multiplicirten  Ad- 
jungirten  gleich. 

Das  Product  zweier  orthogonalen  Determinanten  ist  ebenfalls 
ortliogonal. 

Wenn  die  a  die  Elemente  einer  reellen  orthogonalen  Sub- 
stitution sind,  so  ist  die  Gleichung 

an-{-x  an  •  •  •  «i« 

«21  «22 +  3?    •  •  •    «2« 


=  0 


flnl  Ön2  •  •  •    (inn-{-  ^ 

eine  reciproke  GleicJiung,  welche  nur  für  Werthe  vom  absoluten 
Betrag  1  verschwindet.  Brioschi,  LiouviUe's  Journal,  1854, 
S.  253. 

Für  jede  m- fache  Wurzel  verschwinden  auch  alle  Unter- 
determinanten n  —  1*^,  n  —  2**',  •  •  •  n  —  m-\-  1*®'  Ordnung 
der  links  stehenden  Determinante.  Satz  von  Stickelberger, 
Ueber  reelle  orthogonale  Substitutionen,  Programm  des  Züricher 
Polytechnikums,  1877.  Vergl.  auch  die  wichtige  Arbeit  von 
Probenius,  Grelle,  84. 

Wenn  a/j,  bij  die  Eletnente  zweier  orthogonalen  Determinan- 
ten von  dem  Werth  s  =  -\-  1  und  demselben  Grad  sind,  und 
wenn  die  Determinante  mit  detn  allgemeinen  Elemente 

^ij  +  ^U 
Null  ist,  so  sind  auch  alle  Unterdeterminanten  vom  (n  —  1)**°  Grade 
NuU^).     Literatur  hierüber  bei  Pascal  a.  a.  0.,  S.  212. 


§  4.    Die  Wronski'schen  Determinanten 

werden  auf  folgende  Art  gebildet: 

In  die  erste  Zeile  kommen  n  Fimctionen   einer  Variabelen 


1)  Dieser,   von   einigen   Autoren    „Stielt j es' sche^    Theorem^' 
genannte  Satz  ist  ein  Specialfall  eines  viel  früher  von  Frobenius, 
Grelle,  84  aufgestellten  Satzes.     Ver^l.  hierzu  Voss,  Äbh.  der  kgl. 
hayer,  Akad.,  Jahrg.  1890,  S.  261;  Stieltjes,  Acta  math.,  Bd.  6. 
Pascal,  Bep«rtoriam.  I.  4 
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x^  in  die  folgenden  die  ersten,  zweiten  etc.  Derivirten  dieser 
Functionen,  also 

I  ui{x)  u^{x)  '  •  •  Unix)         I 

U[{x)  U2{x)  "'Unix) 


W  = 


(»  — 1)/  N   (n  — 1)/  X       («  —  !)/  \ 


Die  Derimrte  einer  Wronski'schen  Determinaräe  wird  ge- 
bildet, indem  man  den  Elementen  der  letzten  Zeile  die  n^^  Deri- 
virten der  Functionen  substituirt     Malmsten,  Cr  eile,  39,  S.  91. 

Wenn  man  die  Functionen  u  mit  einer  beliebigen  Function  vCx) 
mxdtipUcirt ,  so  wird  dadurch  die  ganze  Determinante  mit  v^(x) 
multiplicirt. 

Das  Verschwinden  der  Determinante  W  ist  die  nothwendige 
und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  unter  den  n  Functionen 
Wi  ix\  •  •  •  u^ix)  eine  lineare  homogene  Beziehung  mit  constanten 
Coefficientcfi  bestelle. 

Literatur  findet  man  bei  Baltzer,  S.  30  u.  Pascal,  S.  63. 

Auch  den  Wronski' sehen  ähnliche  Determinanten  lassen 
sich  in  Betracht  ziehen. 

Die  Determinanten 

'    itlix) Un  (x)  ■ 

'  Ml  (a;  +  1) Un  (x  +  1)  I 

W,  =  \  u,ix-\-'2) Unix+2)  i 


und 


I  Ml  (x  +  n  —  1)  •  •  •  ?/«  (jc  -f-  ^i  —  1) 


W,  = 


I  "1  (-^O  • 

I  ^uiix) 

I 


JUn  (x) 


sind  einander  gleich.    Dabei  ist  J  das  Symbol  für  die  Differenz 

Ju  (x)   =     M  (a;  +  1)  —     M  (x) 
j'ui  ix)  =  Ju  (x  +  1)  —  Ju  ix) 


Das  Vcrschivindrn  der  Detcrminafite  }]\  ist  die  nothwendige 
und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  zwischen  den  n  Func- 
tionen u  eine  lineare  homogene  Beziehung  mit  Coefficienten  bestehe. 


§  5.   Die  Jacobi'schen  oder  Functiönaldeterminanten.  51 

welche  periodische  Functiofien  von  x  sind,  d.  h.  solche  Functionen 
F(x\  hei  welchen  für  jedes  helichigc  x 

F{x-\'\)  =  F(x) 
ist  (das  Casorati'sche  Theorem,  Mem.  Äcc,  Lincei,  Bd.  5,  1880). 
Kritische  Bemerkungen  über  das  Theorem  bez.  der  Wronski'- 
schen  Determinanten  findet  man  bei  Peano,  Mathesis,   1889, 
Bd.  9,  S.  75  und  S.  110. 


§  5.    Die  Jacobi*80hen  oder  Functiönaldeterminanten. 

Es  seien  n  Functionen  y  von  n  Variabelen  x  gegeben. 
Alsdann  heisst  die  Determinante 


I  £11 


cx^ 


^Vn  ^Vn 


cx. 


dx. 


n   I 


welche  auch  wohl  durch  das  Symbol 

d{x^x^  "'  x^ 

dargestellt  wird,  die  Functional-  oder  Jacohi*sche  Determinunte 
der  y  in  Bezug  auf  die  x. 

Wenn  yi,  •  •  •  y«  Fundionen  von  Zi,  •  •  •  0n  sind  und  die 
letzteren  wieder  Functionen  von  Xiy  •  •  •  x«,  so  gilt  die  Formel 

^ivv  '"Vn)  _  ^(yi'-y,)  ^(^1  •  •  •  O  ^ 

Sind  ^1,  •  •  •  y«  Functionen  von  a?i,  •  •  •  Xn  und  diese  ihrer- 
seits Functionen  von  ^i,  •  •  •  yn^  so  hat  man 

^(yi  •••  yj 1 

Sind  ferner  die  Grössen  y  unentivickelte  (implicite)   Func- 
tionen von  X  und  mittelst  der  Beziehungen 

Fi(yu  ••-7  y^M  ^i7  •••,  ^n)  =  0 


^'«(yi7    '"1    Vn,    Xi,    •••,    Xn)  =  0 
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gegeben,  so  ist 

a(y, 


g(F,  ...F,) 


Vn) 


d{Xi 


a-J 


■  ■xj 


F.) 


3(yi---yJ 


Soll  zivisehen  den  n  Functionen  der  n  Tariabelen  eine  Be- 
eiehung  bestehen,  so  ist  dafür  die  nothicendige  und  ausreichende 
Bedingung,  dass  die  Functionaldeterminanfe  derselben  identisch 
verschunnde. 

Wenn 


(                \           * 

I                ~H' 

(.•=l,«,-.n 

y.(x,      ^«)-,^^,^...^^) 

ist,  so  hat  man 

U       ^"o      . 

••'gx„ 

du. 

••'ax„ 

?«« 

eu. 

«"'  axj' 

n 

Diese  Theoreme  sind  von  Jacobi,  de  ddei'minantlhus 
fundianalibus.  Vergl.  die  mit  schätzenswerthen  Anmerkungen 
versehene  deutsche  Ausgabe  von  Stäckel  in  Ostwald's  Klas- 
sikern der  exacten  Wissenschaften,  Nr.  78. 

Nennt  man  K  die  Determinante  auf  der  rechten  Seite  der 
vorstehenden  Formel,  so  gilt  das  folgende  Theorem  (vonCasorati, 
Bcnd.  Ist.  Lamh.,  1874): 

Ist  K  identisch  gleich  Null,  so  ist  die  Beziehung,  welche  die 
w  +  1  Functionen  uq^  -  •  •  Un  miteinander  verbindet,  homogen,  und 
umgekehrt. 

Es  seien  n  -{-  1  homogene  Functionen  von  n  Variahelen 
gegeben;  man  comhinire  sie  zu  je  n  und  lilde  so  die  n  +  1 
Functionaldeterminanten;  aus  diesen  bilde  mon  ihrerseits  xviedcr 
n  -f-  1  Fundianaldeterminanten,  indetn  man  sie  zu  je  n  com- 
hinirt;  die  letzteren  müsscfi  bis  auf  einen  gemeinschaftlicJicn  Factor 
dieselben  Functionen  sein,  von  denen  man  ausgegangen  i.st 
(Clebscysches  Theorem).     Crelle,  69,  S.  355. 

•    n  Functionen  ^/i ,  •  •  • ,  Vn  von  n-\-l  Variabelen  pci,  •  •  • ,  Xn-^i 
seien  gegeben.     Man  betrachte  die  g  als  Functionen  von  n  der 


§  6.    Die  Hesse *sche  Determinante. 
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Variabelen  und  bilde  so  die  n  -f-  1  Functionaldeterminanten; 
bezeichnet  man  nun  diese  letzteren  mit  tpi,  tps,  •  •  *  tp^-i-i,  so 
besteht  die  (Jacobi'sche)  Formel: 


dx^ 


^1 


p^  *2  H h  (—  1)"  yz ^n^^  =  0. 


Cre7?e,  27;  vergl.  auch  Neu  mann,  Jlfa^/i.  Ann.,  1,  S.  208. 


§  6.    Die  Hesse'sohe  Determinante. 

Die  Functionaldeterminante  der  n  ersten  Derivirten  einer 
Function  von  n  Variabelen  heisst  die  Hessc'scJie  Determinante 
der  gegebenen  Function. 

Wenn  die  gegebene  Function  F{xi^  x^^  •  •  •  a;«)  eine  homo- 
gene Function  vom  w*®**  Grade  bez.  der  n  Variabelen  ist  und 
man  eine  der  Variabelen  z.  B.  Xn  der  Einheit  gleich  setzt,  wo- 
durch F  also  zu  f(xi,  ^2,  •  •  •,  Xn^i)  u^ird,  und  wenn  man 
ferner  mit  fij  die  zweite  Derivirte  von  f  nach  a?,-  und  Xj  bezeichnet, 
so  nimmt  die  Hesse'sche  Determinante  bis  auf  einen  Zählenfactor 

die  Form  4-  r  r 

m         •  •  •  /i,»-i       /i 


lf  = 


an. 


A,n— 1 


/«  — l,n  — 1    fn—l 


fn^l 


--f 


Wenn  sich  eine  homogene  Function  von  n  Variabelen  durch 
eine  lineare  Transformation  der  Variabelen  auf  eine  andere,  die 
eine  Variabele  weniger  hat,  reduciren  lässt,  so  ist  die  Hesse'sche 
Determinante  identisch  Null  (das  Hesse'sche  Theorem). 

Die  UmJcehrung  des  Satzes  ist  nur  für  n  ^  4  richtig.  Siehe 
Gordan-Noether,  Math.  Ann.,  Bd.  10,  S.  547;  Genaueres 
findet  man  bei  Pascal,  Determ.,  Mailand  1896,  S.  327  u.  ff. 

Die  Anwendung  der  Functional-  und  Hesse'schen  Determi- 
nanten auf  die  Geometrie  der  Curven  und  Flächen  wird  im 
zweiten  Theil  dieses  Buches  (der  Geometrie)  besprochen. 


Die  Lehre  von  den  Determinanten  verdankt  dem  Problem 
der  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  ihre  Entstehung.  Den 
ersten  Grund  zu  der  Lehre  haben  wohl  Leibniz,  Gramer, 
Laplace,  Cauchy  und  Jacobi  gelegt;  die  erste  wissenschaftliche 
vollständige  Abhandlung  ist  das  unten  citirte  Buch  Brioschi's. 
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Mehr  Einzelheiten  und  Literaturnachweise  über  jeden  Theil 
der  Theorie  enthält  das  Buch:  Pascal,  J  efefcrmtwan^e,  Mailand 
1896;  vergl.  auch  Baltzer,  S.  149. 

Ausser  den  beiden  Monographien  Cayley's,  Trans,,  Cam- 
bridge, Bd.  8  und  Spottiswoode's,  Grelle,  Bd.  51  sind  die  bis 
jetzt  erschienenen  Hauptwerke  über  die  Determinanten:  Brioschi, 
Pavia  1854;  Baltzer,  Leipzig  1857 — 1882;  Trudi,  Napoli 
1862;  Studnicka,  Prag  1871;  Houöl,  Paris  1871;  Hesse, 
Leipzig  1872;  Dölp,  Darmstadt  1874;  Mansion,  Gand  1876; 
Günther,  Erlangen  1877;  Gordan,  Vorlesungen  über  In- 
variantentheorie, I,  Determinanten,  Leipzig  1885  etc.  Mit  Aus- 
nahme des  letzten  fahren  die  Werke  sämmtlich  den  Titel  „De- 
terminanten" mit  oder  ohne  Zusatz. 

Man  hat  auch  Determinanten  untersucht,  deren  Elemente 
von  mehr  als  zwei  Indices  abhängen,  d.  h.  sogenannte  cubische 
und  Determinanten  höheren  Bandes,  Sie  wurden  zuerst  von 
De  Gasparis  1861  behandelt.  Wir  verweisen  femer  auf  die 
Arbeiten  von  Armenante,  Padova,  Griorn,  di  Batt.,  6,  1868 
und  Gegenbauer,  Wiener  Denkschr,,  43,  46,  49,  1885.  Vergl. 
auch  Günther  1.  c. 

Determinanten  von  unendlich  hoher  Ordnung,  die  aus 
doppelt  unendlich  vielen  Elementen  gebildet  sind,  wurden  von 
Hill,  Poincare  imd  Helge  v.  Koch,  Acta  maih.,  15,  16  in 
die  Analysis  eingeführt.  Sie  dienen  vorzüglich  zur  Lösung  eines 
Systems  von  unendlich  vielen  linearen  Gleichungen  mit  unend- 
lich vielen  Unbekannten.  In  Bezug  auf  Literatur  imd  Eigen- 
schaften dieser  Determinanten,  bei  denen  als  unendlichen  Ge- 
bilden zunächst  die  Convergenzfrage  zu  entscheiden  ist,  vergl. 
L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Di ffcreniial' 
gleichimgen.  Bd.  1,  S.  XVI,  S.  274;  Bd.  2,  1,  S.  529.  Siehe  auch 
des  Verfassers  oben  citirtes  Buch  imd  Cazzaniga,  Ann.  di  mai., 
1897. 


Kapitel  IV. 

Die  Lehre  von  den  Reihen,  den  unendlichen  Prodneten 
und  den  Kettenbriichen. 


Zahlen 


§  1.    Allgemeines  über  die  Beihen. 

Es  sei  eine  Aufeinanderfolge   von  unendlich  vielen  Zahlen 
w«,  •  •  •  gegeben;  man  büde  die  Summe  der  n  ersten  dieser 


An  =  Wl   +  «2  + f-  Un 


Die  Grenze  von  Sn  für  n  =  oo  heisst  die  aus  den  un- 
endlich vielen  in  bestimmter  Ordnung  gegebenen  Grössen  ge- 
bildete Reihe.  Eine  solche  Eeihe  ist  canvergent,  divergent  oder 
tinbestimmt,  je  nachdem  die  Grenze  existirt  und  endlich  ist, 
existirt  und  unendlich  ist,  oder  überhaupt  nicht  existirt. 

Die  Summe  einer  hdiebigcn  Anzahl  von  Gliedern  nach  dem 
n^^^  Glied  heisst  der  Best  der  Reihe: 

Rn  =  Un^l  +  Un^2  +  '  *  *  +  «nfp. 

Man  kann  sich  denken,  die  Grössen  u  hingen  von  zwei 
oder  mehreren  Indices  anstatt  von  einem  ab;  man  erhält  dann 
bei  ähnlichen  Definitionen  die  doppelten,  dreifadien  etc.  Reihen 
zum  Unterschied  von  den  früheren,  die  einfache  heissen. 

Sind  die  Tenne  comp! ex,  so  erhält  man  eine  comp! exe  Reihe, 
und  zerlegt  man  diese  in  die  Reihe  der  reellen  Theile  imd  in  die 
der  imaginären  Theile,  so  sagt  man  die  complexe  ReiJic  sei 
convergcnt,  wenn  diese  beiden  Reihen  convergiren. 

Eine  Reihe  ist  entweder  nur  dann  convergent,  wenn  jedes 
Glied  mit  dem  richtigen  Vorzeichen  versehen  wird,  und  ist  es 
nicht,  wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  in  Betracht  gezogen 
werden;  in  einem  solchen  Fall  heisst  die  Reihe  bedingt  oder  einfach 
cimvergent;  oder  die  Reihe  bleibt  auch  dann  convergent,  wenn 
man  das  Vorzeichen  aller  in  ihr  vorkommenden  negativen  Glieder 
ändert;  sie  heisst  alsdann  unbedingt  convergent. 
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Eine  unbedingt  convergente  Beihe  iM  auch  einfach  convergerU. 

Eine  Reihe  mit  camplexen  Gliedern  nennt  man  unbedingt 
convergent,  wenn  die  Reihe  der  Moduln  der  verschiedenen  Glieder 
convergent  ist. 

Wenn  alle  Glieder  einer  Reihe  Functionen  einer  oder 
mehrerer  Variabelen  sind,  so  erhält  man  eine  Bcüie  vmi  Functionen, 

Auf  analoge  Art  und  allgemeiner  kann  man  sich  eine  Reihe 
von  Funcii&ncn  complcxer  Variabelen  denken;  vergl.  Kap.  13. 
Die  Gesammtheit  aller  Werthe  der  einen  oder  der  vielen  Varia- 
belen, für  welche  die  Reihe  convergirt,  heisst  der  Convergenz- 
hereidi  der  Reihe. 

Wenn  sich  bei  beliebig  klein  gegebenem  6  ein  Index  n 
derart  finden  lässt,  dass  für  jeden  in  einem  gewissen  Intervall 
oder  Bereich  gelegenen  Wefih  der  einen  oder  der  vielen  Varia- 
belen der  Rest  JR^,  wenn  m'^n  ist,  seinem  absoluten  Werth 
oder  bei  complexcn  Variabelen  seinem  Modul  nach  immer 
kleiner  als  a  bleibt,  so  heisst  die  Functionenreihe  gleidmiässig 
C07ive7'gent. 

In  den  folgenden  Sätzen  wird  angenonmien,  es  handele  sich 
um  Reihen  mit  reellen  Gliedern. 

Von  zwei  convergenten  Reihen  nennt  man  die  erste  con- 
vcrgenter  als  die  zweite,   wenn,    unter   i?„,   R'n  die  bezüglichen 

^« 

Roste    verstanden,   das   Verhältniss    ^   für    n  =  oo    der   Null 

zustrebt.  ** 

Damit  eine  Beihe  convergirc,  ist  es  nWiig  und  ausreichend, 
wenn  sich  hei  heliehig  gegebenem  6  ein  Index  n  derart  finden 
lässf,  dass  für  jedes  m^n  seinem  absoluten  Werth  nach  immer 
Bm<a  ist, 

Soll  eine  Beihe  cofivergiren,  so  muss  die  Grenze  des  allge- 
meinen Gliedes  w»  Null  sein, 

Ist  eine  Beihe  unbedingt  c&nvergent,  so  bleibt  sie  es  auch, 
wenn  man  die  Glieder  mit  Grössen  multiplicirt ,  die  sämmtlich 
Meiner  als  eine  gegebene  Zahl  sind. 

Eine  Beihe  ist  cofivergent,  wenn  ihre  Glieder  ihretn  abso- 
luten Werth  nach  bez.  kleiner  als  die  einer  convergenten  Beihe  sind. 

Eine  Beihe  mit  positiven  Gliedern  divergirt,  wenn  ihre 
Glieder'  ihrem  absoluten  Waih  nach  bez.  grösser  als  die  einer 
divergirenden  Beihe  siml. 

Wenn  die  Glieder  einer  Beihe  abwechselnd  positiv  und  ne- 
gativ sind,  ihrem  absoluten  Werth  nach  abndimen  und  der  Nidl 
zustreben,  so  convergirt  die  Beihe. 


§  1.   Allgemeines  über  die  Reihen.  57 

Wenn 

Wl  +  W«  +  ^3  H 

eine  convergente  uml 

1  +  1  +  1  +  ... 

eine  divergente  Bcihe  mit  positiven  Gliedern  ist,  so  muss  das 
Froduct  ün  u„ ,  wenn  es  eine  Grenze  hat,  für  w  =  oo  zur 
Grenze  NtUl  haben, 

Ist  eine  Beihe  convergent  und  hat  sie  nur  positive  Glieder, 
so  strebt  das  Product  nw«,  wenn  es  eine  Grenze  hat,  für  w  =  cx> 
der  Null  zu. 

Olivier,  CrcZ/e,  Bd.  2  hatte  das  Kriterium  für  nothwendig 
und  ausreichend  gehalten;  Abel,  Crdle,  Bd.  3  hat  bewiesen, 
dass  es  nur  nothwendig  ist. 

In  einer  convergentcn  Reihe  mit  stets  abnehmenden  positiven 
Gliedern  nähert  si<:h  das  Product  nUn  der  Null  Catalan,  Compt, 
Bend.,  1886;  siehe  auch  Giudice,  Biv,  di  mat.,  Bd.  4,  S.  165. 

Wenn  für  n  =  oo  der  Ausdruck 

ön ön  +  1» 

in  welchem  ^Un   eine  gegebene  Beüie   mit  positiven   Gliedern 

und   ^ —    eine    divergente    Beihe   mit  positiven    Gliedern    ist, 

schliesslicJi  grösser  als  eine  positive  Zähl  bleibt,  so  convergirt  die 

BeHie  ^,^n\   wenn  dieser  Ausdruck  dagegen  schliesslich  negativ 

bleibt,  so  divergirt  die  BeUie,  Bas  Kummer' sehe  Theorem, 
Grelle,  13,  1835. 

Eine  Beüie  ist  unbedingt  convergent,  wenn  die  Grenze  des 
Verhältnisses  eines  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden,  falls  sie 
existirt,  eine  Grösse  ist,  die  ihrem  absoluten  Werth  nach  kleiner 
aU  1  ist  (Cauchy). 

Eine  Beihe  mit  positiven  Gliedern  divergirt,  wenn  die  Gn  nze 
des  Verhältnisses  eines  Gliedes  zu  dem  vorhergehenden,  falls  sie 
existirt,  grösser  als  1  ist  (Cauchy). 

Eine  Beihe  mit  positiven  Gliedern  convergirt  oder  divergirt, 
je  nachdem  der  Ausdruck 


"(.^.-') 
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für  n  =  oo  einer  G-rcfize  zustrebt,  die  grösser  oder  kleiner  als  1 
ist.     Raabe,  Cr  eile,  Bd.  11. 

Eine  Beihe  mit  positiven  Gliedern  convergirt  oder  divergirt, 
je  naehdcni  der  Ausdruck 


Ku7i;-0-^]^°^" 


einer  Grenze  zustrebt,  die  grösser  oder  kleiner  aJs  1  ist. 

In   einer  convergenten  Beihe  mit  positiven  Gliedern  wäcfist 

*"'         ["(a;-0-.]" 

gleiclizeitig  mit  n  unbegrenzt.  ^ 

Wenn  in  einer  Beihe  mit  positiven  Gliedern  Yun  scfdiess- 
lieh   kleiner   (ds    eine  gegebene   Zahl   bleibt,    dis   kleiner   ah    1 

n  , — 

ist,  SO  convergirt  die  Beihe;  sie  divergirt,  wenn  yun  schliessli(^ 
grösser  als  1  wird.  ^ 

Wenn  eine  Grenze  von    *       existiri,  so  eodstirt  auch  die 

n, —  " 

Grenze  von  yun  und  ist  der  ersteren  gleich. 

Eine  Beihe  mit  positiven   Gliedern  kann  eonvergiren,  ohne 

<lass  eine  Grenze  von  — -^  existirt;  in  einem  solchen  Fall  k<mn 
u 

•{lieses  Veihältniss  aueJi  zwischen  Grenzen  scJt wanken,  von  denen 
die  eine  sclir  gross  ist. 

Eine  Beihe  convergiti  oder  divergirt,  je  nacJtdem  die  Grenze 

log,;- 

von  -j grösser   oder   kleiner    als    1    ist    (das    logarithmische 

J^riterium  von  Cauchy). 
Die  Beihe 

«(1)  + «(2) +■••  +  «(«)  +  ••• 
convergirt  nur  dann,  wenn  für  jedes  m 

n-j-m 

lim    lu{x)  dx  =^  0    ist  (Integralkriterium  von  Cauchy). 

Die  Beihe  ^^  u„  convergirt,  wenn  sich  solche  positive  Zahlen 
^'n  ^'21  *  •  •  fif^^^^  lassen,  dass 

n 

lim  I  log :  ^  —  1  ^  ^  wird  (Kriterium  vonPringsh  eim). 
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Die  Beihe  /^w«  convergirt,  fccfui  man  positive  Zahlen  von 
solcher  Bescha/fcfilieit  eiinitteln  kann,  dass 

lim  I  ««4-1  log ^—^ — - —  [  >  0  i^t  (Kriterium  von  Frings- 

heim). 

Eine   Reihe   mit  positiven    Gliedern    convergirt,    teenn    der 
Ausdruck 


('-^'■h-i-. 


für  ein  wachsendes  n  sdiliessUch  grösser  als  eine  Zahl  bleibt, 
die  grösser  als  1  ist;  sie  divergifi,  wenn  derselbe  Ausdruck 
schliesslich  niemals  grösser  als  die  Einheit  wird  {Kriterium  von 
Jamet,  Mathesis,  1892,  S.  80;  siehe  auch  Cesaro,  Corso  di 
analisi  algebrica,  Turin  1894,  S.  489). 

Andere  Kriterien  sind  von  Gauss,  Werke,  Bd.  3,  S.  139*); 
De  Morgan,  Diff.  Calc,  London  1836;  Bertrand,  Journ.  de 
Liouville,  Bd.  7,  S.  37;  Bonnet,  Liouville,  Bd.  8,  S.  59—99; 
Paucker,  Grelle,  Bd.  42,  S.  138;  Dini,  Ann.  dellc  Univ.  Toscane, 
Pisa  1867;  Du  Bois-Reymond,  Grelle,  Bd.  76;  Pringsheim, 
Math.  Ann.,  Bd.  35;  Giudice,  Bend..  Palermo  1890,  etc. 

Soll  eine  Beihe  bei  jeder  beliebigen  Aenderung  der  Auf- 
einanderfolge der  Glieder  convergcnt  bleiben,  so  ist  dazu  noth- 
wcfidig  und  ausreich cfid ,  dass  die  Beihe  unbedingt  convergoit 
sei  (der  Dirichlet'sche  Satz,  Grelle,  Bd.  4);  alsdann  bleibt  auch 
die  Sitmme  bei  jeder  Umstellung  der  Glieder  unverändert. 

Ist  eine  Beihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  unbe- 
dingt convergcnt,  so  ist  es  auch  die  aus  den  positivcfi  Gliedern 
twd  die  aus  den  negativen  Gliedern  gebildete  Beihe,  jede  für  sich. 

Es  sei  eine  Reihe  gegeben,  für  welche  lim  m«  =  0  ist, 
imd  es  sei 

«1  +  «2  +  ^'s  H (1) 

die  Summe  der  positiven  Glieder  und 

die  Summe  der  absoluten  Wertbe  der  negativen  Glieder,  wobei 
die  Glieder  in  der  Ordnung  genommen  werden,  in  der  sie 
in  der  gegebenen  Reihe  aufeinander  folgen. 


1)  Aus  dem  Gaus  stachen  Kriterium  ist  das  Raab  ersehe  ab- 
geleitet. 
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Wenn  die  beiden  BeUien  (l)  und  (2)  convergiren,  so  ist  die 
gegebene  Beihe  unbedingt  convergent;  divergiren  dagegen  die  beiden 
Beulen^  so  lassen  sich  die  Glieder  immer  so  anordnen,  dass  die 
vollständige  Beihe  entweder  convergent  oder  divergent  oder  unbe- 
stimmt ist;  convergirt  die  letztere,  so  Icann  man  es  derart  ein- 
richten, dass  sie  einen  beliebigen  gegebenen  Werth  annimmt  {der 
Biemann'sche  Satz,  gesammelte   WerJce,  Leipzig  1876,  S.  221)^ 

Wenn  zwei  Reihen  /^w»,  /,^«  gegeben  sind,  so  heissen 
die  Reihen 

die  Summe  bez.  das  Product  der  beiden  gegebenen  Beihen. 

Addirt  oder  multiplicirt  man  zwei  oder  mehrere  unbedingt 
convergente  Bcihcn  miteinander,  so  ist  das  Eesultat  eine  unbedingt 
convergent e  Beihe  (Cauchy). 

I>ie  Summe  zweier  convergenten  Beihen  istjmmer  convergent^ 

Soll  das  Product  zweier  convergenten  Beihen  convergiren,  sa 
genügt  es,  wenn  wenigstens  eine  der  gegebenen  Beihen  unhedingt 
convergent  ist  (siehe  Mertens,  Cr  die,  Bd.  79). 

Wenn  das  Product  zweier  convergenten  Beihen  convergirt, 
so  ist  sein  Werth  dem  Product  der  Werthe  der  beiden  gegebenen 
Beihen  gleich. 


§  2.    Speoielle  ZaMenreihen.  —  Frogressioneii. 

1  1  Q^r-l 


1 


1      .      1 


rä^'+l 


o3r+i+.2r+l  *"  ^r'^är-r  2  -^2r  , 


worin    die    B    und    E   die    sogenannten   Bernoulli' sehen   und 
Eul er' sehen  Zahlen  sind.    Siehe  Kap.  18,  §  3. 

Nennt    man    Sp    die    Reihe    der    reeiproken    Werthe    der 
p^^^  Potenzen  der  natürliehen  Zahlen,  so  ist: 
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^2  —   6  »    '^A""  90' 


9450' 


26,7946  .  • 

«*_ 

295,1215  ■ 


""  945  '      " 
=  1,202  056  903  159  594  285  40 


2295,286  • 


4 


=  0,915  965  594  177  219  054  603  57 


1-^4--- 

^        3»  ^  5» 


32 


1536 


Ueber  diese  Zahlenreihen  findet  man  Näheres  bei  Stieltjes, 
Acta  matlL,  1887;  Brisse,  CompL  Eend.,  Bd.  64,  S.  1139; 
Novi,  Algebra,  Florenz  1863,  S.  118. 


l-log|+' 


logi  +  i C 


2  6   2     '     3 

Constante),  =  0,577  215  664 


1.2-3     '     56-7     '    9. 10 


(die    Euler'sche 
;  vergl.  Kap.  18,  §  4, 

=  ilog2  =0,173  286  79    .., 


123 

r~2T8 


+ 


1 


2.3-4    •" 


_1 
23  4 


3-4. 5 

1 
3  45 

1 
456 

1 
4-5-6 


+ 
+ 
+ 
+ 


5  67 

1 
6-6^ 

1 


+ 


=  log2-;, 
—  i-log2, 


6  78 

1         __ 
6~7^8" 
1        .35 
52'*    '    4  6 


+  ---  =  T-log2, 


7-2 


4 

TT— 3 

-.  +  •••  = 


^^  3.2»^  4 

i    I     Iji  _  ^-3. 5-7     ,  JL_ 

2     '     2  -  4         9 .  A .  ß .  ft    I    "  *         ,  /  V 


11 


24-6  8 
1   13 


V'Z 


11.3.5 


1 4.  A  _  i-i  -j-  .^_^-f  _  -^:i:^^^.  4. . . .  =  1/2 

'2  2  4     "^  2  46         2-4  6-8.    '  ^     ' 


il?    I     1357 

24     •"  2..4.6.8 


IVi-V^, 


62    Kafntel  IT.  Die  Reiben,  imaidliclieB  Prodocte  n.  KettenlKücbe. 


)    11        113»  113  5  7  9 ^l/l-f- V^ 

'     2  4         ä-4  6-8  "r  2-4-6-S10-12  '  2        ' 

*  "i"  /:  +  2*:  +  Fi  +  ■"  °=  *  =  2,718  281  828  459045  •■ 


^  -  i:  +  21  -  3:  +  •••  =  7  =  0,367  879441  2  •  •-, 
arr;  tg  ■  +  arc  tg  g- ^t  +  »«  *«  äi  +  " ' '  =  T ' 
i.-a'+/.-^*+-=S'-log2  =  0,129  319... 

Die  Reihe 

1  _  ^  4-  -^  _  3  -I 

2    '    3        l^ 

iht  bedingt  convergent;  ihre  Summe  hängt  von  der  Anordnung 
der  Glieder  ab;  wenn  man  auf  m  positive  Tenne  n  negative 
folgen  lasst,  so  ist  die  Summe 

log  2]/^     (Dirichlet,  Berl  Äbh.,  1837). 


Die  Reihe 


r  =  x 


heinst  harmonische  lieihe  von  der  n^^^  Ordnung,  Für  w  =  1 
divfjrgirt  sie;  ist  n  positiv  und  grösser  als  1,  so  erhält  man 
im  Allgemeinen  eine  convergente  Reihe.  Sie  enthält  die  Reihen 
auf  Seite  00  als  specielle  Fälle. 


Wenn  das  Vcrhältniss  —  niclit  reell  ist,  so  sind  die  Doppel- 
rrthm 

^ 1 ^S'. 

^  (2m(o+  2nGi')~'*         *  ''^' 

r/i, »     '  ' 

worin  die  Smnmirumj  sich  über  alle  positiven  und  negaticcn 
ganzen  Zahlen  mit  Ausnahme  der  Combi nation  m=  0,  n  =  0 
ersfredi,  für  r  >  1   unbedingt  convergent. 

J)ie  lieihen  S2r  lann  man  dturh  die  Invarianten  der 
elliptisehen  Functionen  ausdrucken.  Nennt  man  g^^  g^  die  In- 
vuriantou  dor  elliptischeu  Function  p,  deren  halbe  Perioden  w,  w' 
sein    nWigon,    und    die    sich    durch    die    <>-Functionen    für    das 
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Argument  Null  ausdrücken  lassen  (siehe  die   elliptischen  Func- 
tionen Kap.  16),  so  erhält  man  die  Formeln 

^4.    =M{Sf2, 


Ss    = 


60" 
1 

9.' 


2*. 3. 6*. 7' 

o     ^9i95 

*^A0         2*.6-7-9.11 


^^12  —  2*.1113 


\  7      '     2.8-6V' 


Eine  Aufeinanderfolge^),  von  der  zwei  consecutive  Glieder 
eine  constante  Differenz  haben,  heisst  eine  arithmetische  Progression; 
sind  erst  die  r*®"^  Differenzen  der  Tenne  der  Aufeinanderfolge  con- 
stant,  so  ist  sie  eine  arithmetische  Progression  von  der  r^^  Ord- 
nung.    Vergl.  Kap.  10,  §  1. 

Die  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer  arithmetischen  Pro- 
gression  V*^  Banges  erhält  man  durch  Multiplication  der  Anzahl 
der  Glieder  mit  der  halben  Summe  des  ersten  und  letzten  Gliedes. 

Bezeichnet  man  mit  /T^  die  m^^  Differenz  in  Bezug  auf 
das  erste  Glied  (siehe  Kap.  X,  §  1),  50  ist  die  Summe  der 
n  ersten  Glieder  einer  arithmetischen  Progression  von  der 
r^^  Ordnung: 


"-ILl.H'' 


m=sO 


^C"») 


worin  /i\     für  m>  r  Null  ist. 

Für  die  arithmetiscfie  Progression 

p,   2(p+l),   3(i.  +  2),   4(i;  +  3), 
^„  =  in(n+l)(3i>  +  2n-2), 


ist 


6 


1)  Unter  Eeihe  wollen  wir  immer  die  Summe  unendlich  vieler 
Glieder  verstehen,  während  wir  mit  dem  Wort  Pi-ogrension  eine  be- 
sondere Aufeinanderfolge  von  Grössen  und  nicht  die  Summe  dieser 
Grössen  bezeichnen. 
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und  für  die  arithmetische  Progression 

pq,   (p-l)(g-J),   (p_2)((?-2),   ... 
ist 

Sn  =  \n  \iopq  —  (n  —  1)  {Zp  +  3g  —  2n  +  1)]. 

Eine  geometrische  Progression  von  der  r*®°  Ordnung  ist  eine 
Aufeinanderfolge,  deren  Glieder  Potenzen  einer  Variabelen  mit 
Exponenten  sind,  welche  eine  arithmetische  Progression  von  der 
^.ten  Ordnung  bilden.  Eine  Reihe,  deren  Glieder  eine  geometrische 
Progression  bilden,  heisst  eine  geometrische  Reihe, 

I>ie  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer  geometrisdien  Pro- 
gression 1*^  Ordnung  ist: 

CB 

Für  n  =  oo  convergirt  die  geometrische  Beihe  ^9^»  wenn 
\q\<l  ist,  und  hat  den   Werth  yzi"  ^^^ 

In  Bezug  auf  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  geometri- 
scher Progressionen  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ver- 
weisen wir  auf  Cauchy,  Exerc,  1827;  Jacobi,  Fundnm.  nova; 
Kummer,  Grelle,  Bd.  17;  Glaisher,  Quart.  J.  of  math.,  1871, 
Bd.  11;  etc. 


§  3.   Potenzreihen  mit  reellen  luid  oomplexen  Variabelen. 
Beihen  von  Functionen. 

Unter  den  Reihen  von  Functionen  von  reellen  oder  complexen 
Variabelen  sind  die  einfachsten  die  Potenzreilien.  Eine  Beihe 
ganzer  positiver  Potenzen  einer  reellen  Variabelen  hat  die  Form: 

«0  +  «1^  +  «2^^  +  «8^  H • 

Der  Convergenzhereich  einer  Potenzreihe  mit  einer  reellen 
Variahelen  besteht  immer  aus  einem  Intervall,  dessen  MittelpunM 
dei'  Punkt  Null  ist;  in  den  JEndjmnlien  dieses  Intervalls  Innn 
die  Beihe  unbedingt  oder  bedingt  convergiren  oder  auch  divergirm; 
in  jedetn  Punkt  des  Inneren  dagegen  convergirt  die  Beihe  stets 
unbedingt. 

Wctm  die  Grenze 

lim  
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existirt,  so  besteht  der  Convergenzhereich  der  Fotenzrethe  aus  den 
Punkten 

Laf  L<  lim 


In  einem  'beliebigen  in  dem  Cönvergenzbereich  enthaltenen 
Intervall  convergirt  dit  J^enzreihe  gleichmässig.  In  einem  Punkt 
im  Inneren  des  Convergenzbereidies  stellt  die  Potenzreihe  eine 
stetig^e  Function  der  Vanabelen  vor. 

Wenn  die  Eeihe  in  einem  Endpunkt  jp  =  +  -R  des  Con- 
vergenzbereiches  convergirt,  so  ist  die  durch  die  Reihe  dargestellte 
Function  in  diesem  Endpunkt  stetig  (der  Ab eV sehe  Satz).  Es 
kann  aber  vorkommen,  dass  bei  der  Annäherung  von  z  an  M 
eine  Grenze  der  Werthe  der  Reihe  existirt,  ohne  dass  die  Reihe 
in  R  convergirt.  Näheres  findet  man  in  des  Verfassers:  Note 
ci-iHdie  di  calcolo  infinitesimale,  Milano  189^5.  Siehe  auch 
Pringsheim,  Math.  Ann.,  44,  S.  41,  §  3. 

IHe  Potenzreihen  lassen  sich  gliedweise  differenziren  und 
integriren,  yergi.  Kap.  6,  §  2  und  Kap.  7,  §  2.  Ueber  die 
Entivickelbarkeit  emer  Function  in  eine  Potenzreihe  der  Variabelen 
siehe  Kap.  6,  §  5,  wo  man  auch  viele  specielle  Potenzreihen 
finilet. 

Isir  die  Variabeie  z  complex,  so  liegt  eine  Potenzreihe  mit 
complexer  Variablen  vor. 

Wenn  die  Moduln  der  verschiedenen  Glieder  der  Potenzreihe 
ftir  z  ^^  Zq  sämmtlidi  kleiner  als  eine  Zahl  A  bleiben,  so  con- 
vergirt die  Potenzreihe  für  jedes  z,  dessen  Modul  Meiner  als  der 
von  Zq  ist,  unbedingt  und  mithin  auch  unabhängig  von  dei'  An- 
Ordnung'  der  Glieder. 

Wenn  für  z  ^^  Zq  die  Reihe  nur  bedingt  convergirt,  so  ist 
sie  für  jedes  z,  dessen  Modul  kleiner  als  der  von  Zq  ist,  un- 
bedingt convergent  und  für  jedes  z  von  grösserem  Modul  divergent 

Der  Cönvergenzbereich  einer  Potenzreihe  wird  von  einem 
Kreis  gebildet,  dessen  Centrum  im  Coordinatenanfang  liegt.  In 
den  Punkten  längs  seines  Umfanges  kann  die  Reihe  unbedingt 
oder  bedingt  convergiren  oder  auch  divergiren.  Es  können  Reihen 
vorkommen,  die  für  alle  Punkte  des  Umfanges  nur  bedingt 
convergiren.     Pringsheim,  Math.  Ann.,  25. 

Wenn  die  Coefficienten  a^,  0^,  «g,  •  •  •  einer  Potenzreihe  so 
beschaffen  sind,  dass  sich  von  einem  gewissen  Wetih  des  Index  n 

an,  das   Verhältniss    "  in  eine  Reihe  vom  Typus 

Pascal,  Bepertorium.  I.  5 
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enttcickeln  lässt,  so  Jiat  der  Convergenjskreis  der  Fotemreihe  die 
Einheit  zum  Badius,  In  den  Punkten  des  ümfangs  divergirt 
die  Beihe,  wenn  ^i  ^  0  ist,  canvergirt  bedingt,  ausgenommen  für 
je?  =  1 ,  wenn  0  >  ^j  ^  —  1 ,  und  unbedingt,  wenn  ft^  <  —  1 
ist,     Bas  Wcierstrass'sclie  Theorem,  Crelle,  51. 

Die  Summe  einer  Potenereihe  ist  für  jeden  Punkt  im  Inneren 
des  Convergenzkreises  eine  stetige  Function  von  z. 

Die  Grenze  der  Summe  der  Glieder  einer  convergenten  Potenz- 
reihe  ist  Null  für  a;  =  0,  wenn  man  die  Addition  mit  dem 
n^""  Gliede  («  >  1)  beginnt. 

Innerhalb  eines  Kreises,  der  vollständig  im  Inneren  des 
Convergenzkreises  liegt,  ist  die  Potenzreihe  gleichmässig  convergent. 

Wenn  zwei  Potenzreihen  denselben  Convergenzkreis  haben 
und  sich  für  jede  positive  Zahl  c  ein  Werth  z,  dessen  Modul 
kleiner  als  ö  ist,  von  solcher  Beschaffenheit  finden  lässt,  dass  die 
Werthe  der  beiden  Beihen  für  ein  solches  z  einander  gleich  sind, 
so  müssen  die  entsprechenden  Coefficienten  der  beiden  Beihen 
gleich  sein.  Der  Satz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  die  beiden 
Reihen  auch  Glieder  mit  negativen  ganzen  Potenzen  von  z 
haben,  vorausgesetzt,   dass   diese  in  endlidier  Anzahl  auftreten. 

I>ie  Potenzreihe  tcird  gliedweise  di/ferenzirt  und  jede  ihrer 
Ableitungen  hat  denselben  Convergenzkreis,  wie  die  gegebene  Beute, 

FAne  Beihe  negativer  Potenzen  von  z,  welche  für  einen 
Werth  Zq  von  z  convergirt,  ist  für  jedes  z,  dessen  Modul  grösser 
als  der  von  Zq  ist,  unbedingt  C07ivei*gent,  Der  Convergenzbereich 
einer  solchen  Beihe  wird  immer  durch  die  ganze  Ebene  mit  Aus- 
nahme einer  Kreisfläche  dargestellt,  deren  Centrum  im  Coordinaten- 
anfang  liegt. 

Wenn  eine  Beihe  positiver  und  negativer  Potenzen  von  z,  d,  h. 

4- OD 


für  z  ==  Zq  convergirt,  so  ist  von  den  beiden  Beihen 


0  1 

s  z,   dessen  Modul  kl  ei) 
und  die  ziveite  für  jedes  z,  dessen  Modxd  grösser  als  der  vmi  Zq 


/     "  ^    ,  "* 

0 

die  erste  für  jedes  z,   dessen  Modul  kleiner  als  der  von  z^  ist. 
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ist,  unbedingt  eonvergent  Der  Convergenzhereich  einer  solchen 
Reihe  wird  im  Allgemeinen  von  einem  Kreisring  gebildet,  welcher 
zwischen  den  Peripherien  zweier  Kreise  erhalten  ist,  deren  Mittel- 
punkte mit  dem  Coordinatenanfang  zusammenfallen;  speciell  kann 
er  die  ganze  Ebene  sein  oder  sich  nur  auf  die  Punkte  einer 
Peripherie  beschränken. 

Wenn  zwei  Reihen  ganzer  (positiver  und  negativer)  Potenzen 
denselben  Convergenzbereich  haben  und  in  diesem  wenigstens  ein 
solcher  Punkt  c  exisHrt,  dass  es  in  dem  mit  dem  Centrum  c  und 
beliebig  M^nem  Radius  um  c  beschriebenen  Kreis  immer  einen 
Punkt  z'  von  der  Beschaffenheit  gibt,  dass  die  Werthe  der  beiden 
Reihen  in  z'  gleich  sind,  alsdann  sind  die  entsprechenden  Corffi- 
cienten  d4r  beiden  Reihen  einander  gleich. 

Man  habe  unendlich  viele  unbedingt  convergente  Potenzreihen 
in  einem  zwischen  zwei  Kreisperipherien  enthaltenen  Bereiche 

+  00 

und  es  sei  fern^  die  Reihe      ~* 

X 

yiU^)  =  /iW  +  A  W  +  /iW  +  •  •  • 


in  dem  ganzen  Bereiche  gldchmässig  eonvergent;  alsdann  sind  die 
unendlidien  Reihen 

für  jedes  n  eonvergent,  und  man  erhält,  wenn  ihr  Werth  mit  a» 
bezeidinet  wird:  . 


^" 


^1 

:^0 


das    Weierstrass'sche  Theorem,  Abh,  d.  Berl,   Akad.,   1880; 
3Jath,  Ann.,  24.  « 

Wenn  eine  Reihe  ganzer  positiver  Potenzen    /^«n^"    für 

0 

alle  Punkte  z'   eines  Kreises,   dessen  Centrum   im    Coordinaten- 
anfang liegt,   convergirt,  so   lässt  sich   ihre  Summe  f{z)   durch 
eine  andere  Potenzreihe  ausdrücken,   die  sich  auf  dm  Punkt  z 
bezieht,  nämlich 

1 
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und  der  Convergenzbereich  dieser  andere  ß^e  ist  ein  Kreis 
um  z\ 

Es  sei  z'  ein  Punkt  der  Peripherie  des  ersten  Kreises  vom 
Radius  fi  und  der  Punkt  werde  läiigs  der  Peripherie  m  Be^ 
wegung  gesetzt;  alsdann  varürt  der  GonYergemraidji\i9  B'  der 
zweiten  Reihe  und  hat  eine  obere  Grenze, 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  d(*mit  R  der 
wahre  Canvergenzraditis  der  ersten  jReihe  sei,  d,  h.  damit  diese 
Belhe  für  einen  Purüä  ausserhalb  des  Kr^es  wit  dem  Badius  B 
nicht  mehr  convergire,  besteht  darin,  dass  diß  untere  Gremie  von 
jR'  Null  sein  muss. 

Wenn  die  untere  Grenze  von  S'  mit  r  bezeichnet  wird,  so 
ist  der  wahre  ConvergenzraditiS  der  ersten  JfeiÄe  B  +*  r. 

Liegt  x'  auf  dem  Umfang  des  ersten  Erctises  pder  diesem 
Umfang  sehr  nahe,  so  kann  sich  der  zweite  Kreis  auf  Punkte 
erstrecken,  die  in  dem  ersten  nicht  enthalten  sind. 

Die  Theorie  der  Potenzreihen  mit  complexer  Variabelen 
ist  von  grundlegender  Bedeutung  für  die  Lehre  von  den  ana- 
lytischen Functionen  im  Sinne  von  Weieystra,ss.  Vergl.  Kap.  13. 


Die  Potenzreihen  sind  ein  specieller  Fall  der  Beihen  von 
Functionen. 

Eine  BeUie  von  Functionen,  deren  Glieder  stetige  Functionen 
der  Variabelen  sind,  und  die  in  einem  ganzen  Intervall  gleich- 
massig  convergirt,  stellt  eine  stetige  Function  dieser  Variahelen 
vor.  Die  Bedingung  der  gleichmässigeti  Oonvergenz  ist  jedoch 
keine  nothiv endige  Beditigung. 

Cauchy  hatte  geglaubt,  eine  convergente  Reihe,  deren 
Glieder  stetige  Functionen  einer  Variabelen  sind,  wäre  immer 
eine  stetige  Function  dieser  Variabelen  {Cours  d'analysc  etc., 
S.  131).  Abel  hat  gefunden,  dass  diese  Behauptung  falsch  ist, 
Grelle,  1,  S.  316  Anm.,  und  zum  Beweis  die  Reihe 

sin  2  ^    , 

sm  z r  '" 

angeführt,  die  für  jedes  |  -?  |  ^  ^  convergirt  und  für  '  z\  <i7C 
den  Werth  \  z  hat  und  für  z  =  %  Null  ist.  Vergl.  dazu 
Cauchy,  Gompt  Bend.,  3G,  S.  455;  Du  Bois-Reymond, 
Math.  Ann.,  4,  S.  135:  C^ntor,  Math.  Ann.,  16,  S.  269  etc. 
Ueber  die  Theoreme  bez.  der  Differentiation  und  Integra- 
tion einer  Reihe  yor  Fw^jj/mmj/Um  Kap.  6,  §  2;  Kap.  7,  §  2 
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und  die  fiemerknngen  in  des  Verfassers:  Note  critiche  etc., 
S.  78  und  291. 

Ueber  die  EntvKckelbarkeit  eiüer  Function  in  dine  bestknmte 
Art  von  Beihen  ton  Fünctiotien  z.  B.  in  trigonometrische  Reihen 
(Fourier'sche  Beihen),  in  Beihen  von  Kugelfonctionen,  von 
Bessel'schen  Functionen  etc.  siehe  Kap.  19. 

Eine  beachtenswerthe  Beihe  rationeller  Functionen,  die  sich 
auch  in  eine  Potenzreihe  entwickeln  Iftsst,  ist  die  Lambert^ sehe: 


Sie  ist  convergent  filr  | ;?  |  <  1  und  gleich 
z0(l)  +  .»ö(2)  +  z»Ö(3)  +  ..., 
worin  0{p)  im   Allgemeinen    die   Anzahl    der  Factoren    von  p 
mit  Einschluss  von  1  und  p  selbst  bezeichnet;   siehe   Scherk, 
Grelle,  9,  10;  Curtze,  Ann.  dt  mal.,  1  etc. 

Mit  den  Beihen  beschäftigen  sich  fast  alle  Btcher  über 
Algebra  und  Differentialrechnung;  eines  der  ältesten  isttLacroix, 
Traue  du  calctd  diff^rentiel  et  integral,  3  Bde.,  Paris  1797—1800, 
2.  Aufl.,  ib.,  1810 — 1819;  andere  Lehrbücher  sind:  Catalan, 
Paris  1860;  Laurent,  Th^ie  des  series,  Paris  1863;  Novi, 
Algebra,  Florenz  1863;  Beiff,  Oesckichie  der  unefidlichen  Beihen, 
Tübingen  1889;  vergl.  auch  die  ausg^ezeichnete  Darstellung 
über  In^atioäälzahleti  und  Contergenz  unendlichel*  Processe  von 
A.  Pringsheim  iii  ^^r  EncyMöpädie  der  mathematischen  Wissen- 
schaften, Bd.  1,  S.  49  u.  f.,  Leipzig  1898. 

§  4.    Unexidliolie  F^oduote. 

Es  sei  eine  tiöbegrenzte  Aufeinanderfolge  Von  Grössen 
^1  ^9  ' "  gegeben  Und  man  bilde  das  Product  Un  der  ersteti 
n  dieser  Grössen. 

Wenn  der  Grenzwerth  von  JJ  für  w  ==  oo  einer  endlichen 
Grösse  zustrebt,  so  heisst  das  unendlidie  Product  der  gegebenen 
Grössen  ein  convergentes  unendliches  Product 

In  einem  convergenten  Product  ist  lim  m«  =  1 ;  daraus  folgt, 
dass  von  einem  getmssen  n  an  die  folgenden  u^  sämmilich  po- 
sitiv sind. 

Soll  ein  unendliclies  Product  11  convergent  und  nicht  Null 
sein,  so  ist  dazu  nöthig  und  ausreicheml,  dass  die  Reihe 

log  «1  -h  log  Mj  H 

convergire. 
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Bivcrgirt  diese  Beihe  nadi  —  c»  hin,  so  strebt  das  Product 
n  der  Null  m. 

Damit  ein  unendlidies  Product,  dessen  Factor en  positiv  und 
sämmtlich  Meiner  oder  grösser  als  1  sind,  convergire  und  nicht 
Null  sei,  ist  es  nöthig  und  ausreichend,  dass  die  Beihe 

(m,-1) +  («,-!)  +  ... 
convergire,  ^  /    i    v  «  /    ■ 

Ein  unendliches  Product  u^u^"-',  dessen  Factoren  beliebig 
sind,  ist  convergent  und  nicht  Null,  wenn  die  beiden  Beihen 
(u,-l)   +(ti,-l)   +... 

(Ui  — l)^  +  (u,  — 1)«  +  ... 
convergtren. 

Wenn  nur  die  erste  BeiJte  convergirt,  die  etceite  aber  divergirt, 
so  ist  das  Product  zwar  convergent,  hat  aber  den  Werth  Null, 
Divergiren  dagegen  beide  Beihen,  so  lässt  sich  im  Allgemeinen 
über  die  Convergenz  des  unendlidhen  Pioducts  nidits  sagen,  es 
sei  denn,  die  Grössen  w^,  ti^,  •  •  •  wären  sämmtlich  grösser  aJs  1, 
in  tcelchem  Fall  das  Product  divergirt. 

Sind  Wi,  «2»  •"  complexe  Grössen,  so  convergirt  das  unend- 
liche Product,  wenn  die  Beihe 

unbedingt  convergiti  (Weierstrass). 

Wenn  ein  Product  bei  jeder  beliebigen  Anordnung  der 
Factoren  denselben  Werth  behält,  so  heisst  es  ein  unbedingt 
convergentes  unendliches  Produkt. 

Das  Produkt  ist  unbedingt  convergent,  falls  die  Beihe 

log  '^i  +  ^ogu^  -] 

unbedingt  convergirt. 

Sind  Wi,  «2,  •••  die  sämmtlichen  Factoren  unter  1  und 
ui,  W2»  •  •  •  alle  Factoren  über  1,  wobei  wir  die  immer  zulässige 
Voraussetzung  machen,  dass  sie  ohne  Ausnahme  positiv  sind,  so 
convergirt  das  Product  unbedingt,  wenn  die  Producte 

u^u^  •••,       uU4  •••, 
jedes  für  sicJi,  convergiren. 

Man  vergleiche:  Kummer,  Crelle,  Bd.  13;  Arndt,  Grunerfs 
Archiv,  Bd.  21;  Weierstrass,  Grelle,  Bd.  51,  Funct. -Lehre, 
Berlin  1886,  S.  206,  wieder  abgedruckt  in  den  ges.  Werken, 
Bd.  1,  S.  173;  Dirichlet, -Ber?.  Abhandl,  1837;  Novi,  Algebra, 
Florenz  1863;  Stolz,  allgemeine  Arithmetik,  2,  Leipzig  1886; 
Pringsheim,  elementare  Darstellung  dei^  Convergenz  unendlidter 
Producte,  Math.  Ann.,  Bd.  33. 
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Die  Hauptformeln  in  Bezug  auf  die  unendlichen  Producte 
sind  die  folgenden: 


r=sl 
cosh.=   JJ[l  +  ^^^^^,], 


r=l 

n 


n    2 


2  w 


2n  —  w     2n  +  w    4n  —  w 
n  +  w      3n  — m     3n  +  m 
_      1     2n  — tw     3     2n  +  w 
2       n-\-m      2     8n  —  w 


w 


Diese  Entwickelungen  sind  von  Euler,  Introductio  in  ana- 
lysin  infinitorum,  Lausanne  1748;  man  beachte,  dass  sie  im- 
endliche  Producte  vorstellen,  die  nicht  unbedingt  convergent 
sind;  ihr  Werth  ändert  sich  je  nach  der  Anordnung  der  Factoren. 
Für  eine  verschiedene  Anordnung  hat  Cayley  den  Werth  des 
Products  berechnet.  Wenn  man  z.  B.  in  dem  Product  für  den 
Sintis,  in  welchem  die  Factoren 


b-m^+^] 


so  aufeinander  folgen,  dass  die  demselben  absoluten  Werth  von 
r  entsprechenden  nebeneinander  stehen,  die  nämlichen  Factoren 
so  ordnet,  dass  auf  m  den  positiven  r  entsprechende  Factoren  n 
den  negativen  r  entsprechende  folgen,  so  erhält  das  Product 
den  Werth 


Visr 


sm  X. 


n 
2 


1  i 

5  '  7 
1 


(die  Wallis* sdie  Formel) , 


=  1     M\2     /6»8\^     /10.12.14»16\8 
^~1      \8/       \5-7/    'U- 11    13.  15/ 
Formel,  Journ.  de  Liouville,  1875). 


(die   Catalan'sche 
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Bezeichnet  man  die  Enler'sehe  Confltante  (siehe  Kap.  18) 

mit  C,  so  erhält  man 

(2w-l)«-x*  ~  "^  "t-  1«  -  x«  +  (1«  -  a;«)  (3«  -  x«) 
I  ^'^'        _        ^     , 


nn  +  l 


n(l  +  x-z)  =  V ^ iT  (Euler), 

1 «=  V 5_ -«•  (Euler), 

JJ  (1  —  0«'-+«)  (1  —  2(?2r+i  cos  2a:  +  0*'-+*) 

OD 

=  ^(—  l)**  3'^  COS 2rx  für  I  g  I  <  1  (Jacobi). 

r=sü 

Andere  Formeln  in  Bezug  auf  die  Entwickelimg  elliptischer 
Functionen  in  unendliche  Producte  findet  man  in  Kap.  16. 


§  5.    AnalytiBOhe  faotorielle  Faoultäten. 

Änalytiedie  FacuHtäten  pöegt  man  endliche  oder  tmendliche 
Producte  zu  nennen,  deren  Pactoren  nach  gewissen  bestimmten 
Gesetzen  fortschreiten,  die  wir  im  Folgenden  näher  angeben. 

Die  Heine'schen  Facul4äfm  (E.  Heine,  Handbuch  der 
Kugel fundiofien,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  Berlin  1878,  S.  109)  sind 
Producte  von  der  Form 

(l-g)(l— (/')•••  (1-r). 
Die  Kramp  ^sdten  Facultäten  (Änfii  de  Gergonne,  Bd.  3, 
1812)  haben  den  Typus 

x(x  +  (l)  («  +  2rf)  •  .  .   [x-i-  (m  —l)d}. 
Ist  rf  =  1  oder  rf  «=  —  1,  so  erhält  man  die  sogenannten 
factoriellen  Facultäten.     Ist  einer  der  Endfactoren  die  Einheit, 


§6.   Kettenbruche. 
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so  kat  man  die  faäoridle  Factdtät  einer  ganzen  Zahl,  die  mit 
nl  bezeichnet  wird. 

Die  Facultät  n!  liegt  zwischen  den  beiden  Grenzen 

(Yny  <n\  <  (^^y  (Canchy,  Exerc,  4,  S.  207). 

Die  VeraUgeme&nemng  der  Fa(niltat  fär  nioht  ganze  Zahlen 
führt  zu  der  ^atN^nofnnction  Euler'^;  die  Ausdehnung  auf 
complexe  Zahlen  hat  Cayley  untersucht. 

Die  analytischen  Facultäten  yon  Weierstrass  {Fund,- 
Lehre,  S.  200)  sind  unendliche  Produote  vom  Typus 


(^^)— '^M^rrmv 


z-\-rd 


(w  +  r)  d 


für  beliebige  reelle  oder  complexe  Werthe  von  ;er,  d  und  w. 

Ist  z  und  m  reell  und  ä  positiv,  so  erh&lt  man  die  Besse lö- 
sche Facultat. 

Die  fadoridle  Facultat  von  Weierstrass  (a.a.O.  S.  198ti.ff.) 


'Hi^y 


z  +  r 


ist  eine  endlidie  und  continuirlicke  amdyUsä^e  Fundian  von  e, 

Untersuchungen  über  die  factoiiellen  Facultäten  findet 
man  in:  Claussen  und  Grelle,  Crdle,  Bd*  7^  Bessel^  Ah^ 
handl.,  Bd.  2;  Ohm,  Crdle,  Bd.  39;  Oettinger,  Crelle,  Bd.  33, 
35,  38,  44;  Schläfli,  Ordk,  Bd.  43,  67;  Weierstrass, 
Crelle,  Bd.  51. 

A eitere  Abhandlungen  sind  die  von  Yandermonde,  Meni, 
de  Paris,  1772  und  von  Kramp,  a.  a.  0.  Vandermonde 
nannte  die  analytischen  Facultäten  irrationales  de  differentes  ordres. 
Neuere  Studien  über  Factoriellen  und  Facultäten  finden 
sich  bei  Capelli,  Giom,  di  Batt^  Bd.  31,  33;  man  vergleiche 
auch  Pringsheim,  EncyMopädie,  S.  llf  und  118,  Bd.  1. 


§  6.   Kettenbrüohe. 
Ein  Ausdruck  von  der  Form 
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heisst  ein  absteigender  Kettenhruch  oder  absteigender  conHnuir- 
Ucher  Bruch  und  der  Ausdruck 

a.+^^  '' 

ein  aufsteigender  Kettenbruch.  In  dem  Folgenden  meinen  wir, 
wenn  es  nicht  ausdrücklich  anders  gesagt  wird,  inmier  die 
ersteren. 

Die  Anzahl  der  Glieder  kann  endlich  oder  unendlich  gross  sein. 

Die  Grössen  a  und  b  werden  die  Theilzäkler  bez.  Theü- 
nenner  genannt.  Schliesst  man  mit  dem  n*®°  Term  ab,  so  heisst 
der   so    erhaltene   endliche  Bruch   der  n**  Näherungsbruch  und 

wird  mit  ^5-  bezeichnet. 

Man  Ixunn  annehmen,  alle  Zähler  seien  1. 
Die  Näherungsbrüche  genügen  der   folgenden  recurrirenden 
Beziehung: 

n  n     n — i     '        n      n  —  z 

Der  Zähler  An  und  der  Nenner  Bn  eines  Näherungsbruches 
lassen  sich  durch  Determinanten  von  der  Art  der  sogenannten 
Continuanten  (Kap.  3,  §  3;  siehe  auch  Pascal,  Determ., 
S.  201,  Mailand  1896)  ausdrücken: 


An  = 


a,       0    0    0 

0  0 

—  1        \  «s  0 

0  0 

0—1    63  «^ 

0  0 

0        0    0    0 

•••—16, 

hl       aj  0    0 

0  0 

—  1        6j  «j  0 

0  0 

0—1    h^  a^ 

0  0 

0        0    0    0 

1    6« 

Bn  = 


Die  Differenz   zweier   auf  einander   folgende^'    Näherungs- 
brüdie  ist 
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Die  Differenz  zweier  Näherungsbrüdte  von  der  w*®°  und  der 
w*«n  Ordnimg  (m  >  n)  hat  dagegen  den   Werth: 

:^  _  ^  —  r_  i>  g^i^a'-^H+i 
jB^        J5.  ~  ^       ^  B^  B^         ' 


icorin  q  den  Nenner  des  Bruches 

g  =  «n  +  1  i 


''n+a 


»n  +  8 


^»+3 


+ 


angibt. 

Ein  Näherungsbrudi  lässt  sich  immer  durch  die  Formel 


a,a. 


a,a,a. 


B—B,         B^B,'^  B^B^  --t-V      V 


.^« 


,1.-1 


«— 1' 


TFenn  aUe  a  und  h  positiv  sind,  so  bilden  die  Differenzen 
sunschen  zwei  aufeinander  folgenden  Näherungsbrüchen  eine  Reihe 
mit  abnehmenden  Gliedern  und  sind  abwechselnd  positiv  und  negativ. 

Macht  man  bez.  der  a  und  b  dieselbe  Voraussäzung ,  so 
bilden  die  Näherungsbrilche  mit  geradem  Index  eine  zunehmende 
Beihe  und  die  mit  ungeradem  Index  eine  abnehmende  Reihe. 

Unter  derselben  Voraussetzung  ist  jeder  Nähervmgsbruch 
immer  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  mit  kleineren  Indices 
enthalten. 

Die  Näherungsbrüdie  der  Kettenbrüche,  deren  sämmtliche 
Theilzähler  die  Einheit,  und  deren  TheUnenner  ganze  positive 
Zahlen  sind,  stellen  Brüche  vor,  die  sich  nicht  reduciren  lassen. 

Die  Näherungsbrüche  von 

«1 


worin  man  sich  die  a,  b  sämmtlich  als  positiv  und  durch  die 
Relation  ar  ^  6r  +  1  verbutiden  vorstellen  muss,  sind  ohne  Aus- 
nahme positiv,  kleiner  als  1  und  wacfisen. 

Wenn  br  =  Or  -}-  1  ist,  so  tvird  der  Näherungsbruch 

A^  _    «1  +Jh^J+  '^'_+  «i ^1  •    •  «n 
-B«  ~  1  +  «1  +  «1 «/+    •  •  +  «1  «j  •  •  •  «/ 
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Jeder  Näherungsbruch  eines  Kettenhru(^e3y  tt^sen  Glieder 
ganze  Zahlen  sind,  kommt  dem  Werth  des  Ketdefibrudis  nähery 
als  jeder  andere  Bruch,  dessen  Glieder  einfacher  sind  (Euler, 
Introd,,  §  382).  ^ 

Wenn  für  n=*oo  der  Gfenzwerth  vlm  ^  ^ömstirt,  so  sagt 
man,  der  Kettenbruch  convergire.  " 

Wenn  die  Theüzähler  a  sämthtlich  pösiüv  sind  und  di^ 
Nenner  b  sämmüich  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  muss,  damit 
der  Kettenbruch  convergire,  tüenig^ens  eine  der  beiden  Beihen 

divergireru   Das  Sfeid ersehe  Kriterium,  HahÜifaUonsschrifl,  Mön- 
chen 1846  und  Stern,  Crelle,  Bd.  37.    Deirsetbe  Kettev^yrudi  ist 
unbestimmt,  wenn  die  beiden  angegebenen  Beihen  conver^iten. 
Ein  Kettenbruöh  mit  positiven  Elementen  convergirt,  kcenn 

lim   "t.^»>o  isU 

Mite»      ö^+l 

oder  wenn  uniisr  der  Voraussetzung 


Cln^l  = 


die  Reihe 


^+1^ 

%+'! 


***  +  !  * 


divergirt,     Novi,  Algebra,  Florenz  1863» 

Der  unbestimmte  Keftenbruch,  dessen  Elemente  ganze  und 
positive  Zahlen  sind,  und  die  Bedingung  bn  ^  a„  erfüllen,  hat 
zum   Werth  eine  irrationale  Zahl,  die  Meiner  als  1  ist. 

Der  Kettenbruch 


worin  dit  ä,  b  positiv  sind,  convergift,  Wenn 
ist 
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Der  Kettenbruch 


worin  die  h  positiv  sind,  convergirt,  wenn  von  einem  bestimmten 
Werth  des  Index  n  an  stets  ä.  ^  2  ist. 

Ein  Kettenbruch  heisst  perwdisch,  wenn  er  »us  denselben 
Partialbrücben  besteht,  die  sich  in  derselbe^  Ordnung  wieder- 
holen. 

Xeder  periodische  Kettenbrudi,  der  zu  Theilzählem  rfie  Ein- 
heit und  zu  Theilnennem  ganze  Zahlen  hat,  ist  die  eine  Wurzel 
einer  Gleichung  ziveiteti  Grades,  deren  andere  Wurzel  ein  perio- 
discher Kettenbruch  von  derselben  Periode  aber  der  umgekehrten 
Reihenfolge  ist     Euler,  Lagrange. 

Der  einfacheren  Schreibweise  wegen  wollen  wir  den  Ketten- 
bruch  mit    den   Partialbrücben   ^ ,   ^ ,  •  •  •   mit    dem   Symbol 

Man  erhält  d^on  die  folgenden  Formeln: 


/l       1«      2«      3«  \         ,       a 

(X     XX 
V  ~  Y'  i 


X 


X 

6 


X 

2 


/  11  11  22  22  \ 

ix      rj_f      rif     STI^      4T5^  ) 

\1  '         1      '         1       '         1      '         1       '    "   / 


C, 


log  (1  +  x\ 


/X  X*  X* 

(X        JC*        X*        X* 
T'  ¥'  T'  T' 

(©:  _©.' 

V    3      '  5     ' 


•)  =tgha', 


Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
x^  -{-  ax  =  h 


78    Kapitel  IV.    Die  Reihen,  unendlichen  Producte  u.  Eettenbrficlie. 


sind 


Als  den  Begründer  der  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  kann 
man  Euler  ansehen,  Comm,  Fetrop,,  9,  11,  und  Novi  Comm, 
Petrop.,  9,  11;  Infroduct.  etc. 

Später  beschäftigten  sich  mit  ihr  unter  Anderen:  Lagrange, 
Berliner  Memoiren,  1769 — 70;  Legendre,  Theorie  des  nombres, 
Paris  1830,  3.  Aufl.,  deutsch  von  H.  Maser,  Leipzig  1886, 
2  Bde.;  Moebius,  CreUe,  6;  Gauss,  ges.  Werke,  3,  Göt- 
tingen   1866,    Disquisitiones    generales    circa    seriem    infinitam 

1  +  r— ^  X  -{-  •••,  Sectio  sectmda,   Fractiones  conUnuae;  vergL 

auch  die  Voranzeige,  ges.  Werke  3,  S.  199;  Stern,  Cr  eile, 
10,  11,  37;  Heine,  Kugel functionen,  vergl.  S.  72.  Mehr 
Einzelheiten,  auch  historische  Bemerkungen,  findet  man  in  den 
Arbeiten  von  Günther,  der  sich  mit  dieser  Theorie  eingehend 
befasst  hat:  Grunerfs  Archiv,  55;  Math,  Ann.,  7;  Beiträge  zur 
Gesch.  der  Kettenbr.,  Weissenburg  1872;  Bar  Stellung  der 
NäJierungsw.  von  Kettenbr.,  Erlangen  1873. 

Ueber  eine  von  Sylvester  herrührende  geotnetrisdie  Dar- 
stellung kann  man  die  Algebra  von  Novi  nachsehen,  Florenz. 
1863,  in  welcher  die  Theorie  umfassend  und  klar  behandelt  wird. 

Eine  Verallgemeinerung  findet  man  bei  Jacobi,  Crelle,  69; 
Fürstenau,  Programm,  Wiesbaden  1872;  Günther,  Grunerfs 
Archiv,  57,  und  den  viel  neueren  Arbeiten  von  Pincherle, 
Acc.  Bologna.  Ueber  die  aufsteigenden  Kettcnbriiche  siehe  Günther, 
Schlöm.  Zeitschr.,  21. 


^^^^^^^^^^^^^H 'i^^^^^^^^^^H  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^H^fll 


Kapitel  V. 
Die  Lehre  Ton  den  algebraischen  Gleichungen. 

§  1.    Allgemeines. 

Setzt  man  ein  Polynom  m  x,  d.  h.  eine  ganze  rational» 
Function  von  x,  gleich  Null,  so  erhält  man  eine  algebraische 
Gleichung,  f(x)  =  0.  Der  Grad  des  Polynoms  heisst  der  Grad 
der  Gleichung. 

Wurzel  einer  Gleichung  heisst  jede  Zahl,  welche,  an  die 
Stelle  von  x  gesetzt,  die  Gleichung  identisch  erfüllt. 

Jede  Gleichung  mit  redien  oder  complexen  Coefficienien  hat 
immer  eine  Wurzel  (das  J)*Alemhert*sche  Theorem)  und  daJier 
sovide  redle  oder  complexe  Wurzeln,  als  die  Zahl  Einheiten  hat, 
welche  ihren  Grad  angibt. 

Der  erste  allerdings  nicht  ausreichende  Beweis  dieses 
Fundamentalsatzes  der  Algebra  wurde  von  D'Alembert  ge- 
geben. Den  ersten  einwandfreien  Beweis  verdankt  man  der 
Doctordissertation  von  Gauss,  1799.  Vergl.  die  mit  An- 
merkungen versehene  von  Netto  besorgte  Ausgabe  der  vier 
Gauss'schen  Beweise  für  die  Zerlegung  ganzer  algebraischer 
Functionen  in  reelle  Factoren  ersten  und  zweiten  Grades  (1799 
bis  1849)  in  Ostwald's  Klassikern  der  exaden  Wissenschaften, 
Leipzig  1898.  Siehe  auch  Loria,  II  teorema  fondam,  etc.^ 
Eivista  di  mat.,  Bd.  1. 

Wenn  die  Gleichung  nur  reelle  Coeffidenten  hat  und  cc-^  iß 
dne  Wurzel  ist,  so  wird  auch  a  —  iß  eine  Wurzel  sein. 

Wenn  r  von  den  Wurzeln  einander  gleich  und  gleich  a 
sind,  so  wird  a  eine  vielfache  Wurzel  von  der  Ordnung  da'  Viel- 
fachhdt  r  genannt. 

In  dnem  solchen  Fall  ist  die  linke  Seite  der  Gldchung  durch 
(x  —  ay  thdlbar. 

Die  Verhältnisse  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung 
und    dem   Coefficienten    der   höchsten    Potenz    von    x    sind    die 
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elementaren  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  der  Gleichung; 
d.  h.  wenn  die  Gleichung 

lautet  und   «i,   a»,  •  •  •   a„   die  Wurzeln  sind,  so  bestehen  die 
Beziehungen: 

— -^  =  ai  +  a2H [-««! 

«0 

+  ^  =  «ia2  +  «ittsH \-ccian  +  a2as-{ f- ««-!««, 

»0 

—  —  =  «lOfaas  +  aiftacfi  H h  ««-sön-ian, 


(-1)" 


iai«a--an. 


Bezeichnet  man  mit   S^^  S^^    •••    die   Sununen  der    1*®**, 
2*®**,  •  •  •  Poijenzen  der  Wurzeln,  8o  lassen  sich  die^  synametrischen 
Functioaen  S  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  ausdrücken 
(die  sogenarmten  Newton' scfim  oder  Girard' sehen  Formeln). 
.    JHese  Formeln  lauten: 

auSi  +  aiSi  -f  2rt5  =  0, 
öqÄs  +  atSi  -j-  agiSt  +  3  «3=  0 , 


au^n+*  +  rtiiSn+it-i  +  •••  +  «« ^*  =  0     (*-i,a.    ). 

Jetle  (jrawÄfe  symmetrische  Fundian  der  Wurgeln  dei'  Gleiclnmg 
ist  eine  ganze  und  rationale  Function  der  VerMlinisse  do'  Coefti^ 
cimten  zu  dem  Coefficientm  Oq  des  ersten  Gliedes.  Diesem 
Theorem  entspricht  das  andere: 

Jede  ganze  symmdrisclie  Function  von  n  Grössen  ist  eine 
ganze  rationale  Function  der  elementaren  symmetrischen  Functionen 
dieser  n  Grössen. 

Tabellen  dieser  symmetrischen  Functionen  findet  man  bei 
Salmon,  Algebre  Swperietvre,  ed.  fr.,  S.  503;  femer  bei  Faa  di 
Bruno,  Einleitung  in  die  Theorie  der  binären  Formen,  deutsch 
von  Walter,  Leipzig  1881,  im  Anhang.  Siehe  auch  Meyer 
Hirsch,    Samtnlung   WM^f^/ff^jg^gfßS   dbr    Theorie    der    alg. 
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Gleichungen,  der  schon  1809  alle  symmetrischen  Functionen  bis 
zum  10*"*  Grade  berechnet  hat. 

Löst  man  die  obigen  Formeln  nach  den  a  oder  nach  den  S 
auf,  so  erhält  man  die  Waring'schen  Formeln: 

«-'^(-)'--'-^^w^©"  ©"•■•©'■. 

Vjprin  sich  ^^  über  alle  Exponenten  l  erstreckt,  welche  die  sämmt- 
liehen  ganzen  positiven  Werthe  0,  1,  2,  •  •  •  haben,  die  der  Be- 

"■'*'"^  i,  +  2i,  +  ...  +  «i,=.- 

genügen. 

Femer  ist 

%~  Za      1^.2^. ..t^.-     K'K''"h'^     '^  "     '' 
worin 

Ai  +  2X2  H 1-  ili  =  i     ist. 

Wenn  man  in  den  Newton'schen  Formeln 

«0,  «1?  •  •  •,  ön     in     a„,  a^—i,  •  •  •  cfo 

umändert  und  die  positiven  Exponenten  der  Grössen  S  in  nega- 
tive verwandelt,  so  erhält  man  die  Fomieln  für  die  Summen 
der  Potenzen  dci*  reciproken  Wurzeln. 


§  2.    Transformation  der  Gleichungen. 

Setzt  man 

so  ergibt  sich  aus  f(x)  =  0  eine  Gleichung  für  y,  F(f/)  =  0, 
deren  Wurzeln  denjenigen  von  /*=  0,  um  e  vermindert,  gleich  sind. 
Die  Coefficienten  von  F  häbe^i  die  Fornh 

worin  /'('*)  die  r**  Berivirte  bezeichnet  (vergl.  Kap.  6,  §  5). 
Aus  , 

w«o«  +  «1  =  0 

wird    e    bestimmt,    der    Gleichung    für    y    fMt    alsdann    das 
zweite  Glied. 

Um  die  Gleichung  zu  erhalten,  deren  Wurzeln  die  reciproken 
der  gegebenen  Gleichung  sind,   braucht  tnan  nur  die  Beiheti folge 

Pascal,  Bepertorium.  L  6 
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flo,  «1,  •  •  -7  o«     iw     ön,  a«— 1,  •  •  •,  ao 

I}ie  Tschirnhausen* sehe  Transformation,  Die  gegebene 
Gleichung  sei 

a;"  +  flia;»~iH f.a»  =  0; 

man  setze 

y=Po+Pi^-\ h  PmX"^     (m  <  w); 

bilde  dann  die  successiven  Potenzen  von  y  und  mache  bei  der 
Entwickelung  dieser  Potenzen  mit  Hülfe  der  gegebenen  Gleichung 
den  höchsten  Exponenten  von  x  immer  kleiner  als  n. 
Man  erhält  so: 

y^=Po  +  pix  H 

y^  =  PÖ  +  pix  -\ 

Auf  diese  Art  kommt  man  zu  n  linearen  Gleichungen  für 
x^  ic^  •  •  •,  x^~~^.  Eliminirt  man  diese  Grössen,  so  ergibt  sich 
eine  Gleichung: 

worin  die  Grössen  q  rationale  Functionen  von  p  und  a  sind. 
Durch  dasselbe  Eliminationsverfahren  kann  man  x  rational 
mittelst  y  ausdrücken;  das  Eesultat  ist  daher,  dass  sich  die 
Wurzeln  der  Gleichung  für  x  und  der  Gleichung  für  y  (von 
demselben  Grad)  rational  die  ersten  durch  die  zweiten  und 
umgekehrt  ausdrücken  lassen.  Diese  Transformation  heisst  die 
Tschirnhausm'sche. 

Man  kann  die  Willkür  in  der  Wahl  der  Grössen  p  dazu 
benutzen,  einige  q  verschwinden  zu  lassen.  Soll  jedoch  die 
Gleichung  für  y  binomisch  werden,  so  sind  im  Allgemeinen  die 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Grössen  j^  algebraisch  nicht 
auflösbar.  Auf  diese  Transformation  gründen  sich  die  Unter- 
suchungen von  Jerrard  und  Bring  (siehe  Klein,  Ilwsneäcr 
et«.,  S.  143). 

Gleichung  für  die  Quadrate  der  Differenzen   der    Wurzeln 

heisst  diejenige  Gleichung  vom    -^^-r ten  Grad,  deren  Wurzeln 

die  Gestalt  (a,-  —  ce/f  haben,  wenn  man  unter  «i,  •  •  •,  Un  die 
Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  versteht. 

Die  Coefficienten  einer  solchen  Gleichung  sind  symmetrische 
Functionen   der  Wurzeln   der  gegebenen   Gleichung  und  lassen 


§  8.   Die  ErniedriguDg  des  Grades  der  Gleichungen.  83 

sich  mithin  rational  durch  die  Coefficienten  der  letzteren  aus- 
drücken. Das  Verfahren  zur  Ermittelung  solcher  Ausdrücke 
ist  nach  Lagrange  das  folgende.  Man  hezeichne  mit  St  die 
Summen  der  i^^  Potenzen  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
und  mit  Si  die  Summen  der  i^^^  Potenzen  der  Wurzeln  der 
transformirten  Gleichimg;  man  erhält  dann  die  Formel: 

2«/  =  ^i-  1)'  (^;)SrSu-r    (r  =  0,  1,  •  • .,  20- 

r 

Hat  man  die  St  ermittelt,  so  ergeben  sich  mit  Hülfe  der 
Newton 'sehen  Formeln  die  gesuchten  Coefficienten. 


§  3.    Die  Erniedrigung  des  Grades  der  Gleichungen. 
Beciproke  Gleichungen. 

Wenn  man  durch  eine  mit  der  Variabelen  x  vorgenommene 
Substitution  die  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  auf  die 
Auflösung  einer  anderen  von  geringerem  Grade  zurückführen 
kann,  so  sagt  man,  die  Gleichung  lasse  sich  erniedrigen. 

Eine  Gleichung  heisst  reciprök,  wenn  die  Wurzeln  sich  in 
Paare  ordnen  lassen  und  dabei  die  beiden  Wurzeln  eines  Paares 


(".+3 


sind. 


Bei  einer  reciprokcfi  Gleichung  von  paarem  Grad  sind  die 
von  den  Endiermcn  gleichweit  abstehenden  Coefficienten  ein<jind^ 
gleicli  und  haben  dasselbe  Vorzeichen, 

Wenn  die  reciproke  Gleichung  von  unpaurem  Grad  iM,  so 
sind  die  CoefficitfUen ,  die  von  den  Enden  gleichweit  abst^heti, 
entweder  gleich  und  von  demselben  Vorzeichen  oder  gleich  und 
von  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Alsdann  hat  die  Gleichung 
entweder  x  =  —  1  oder  x  =  -{-  1  zur  Wurzel,  je  nachdem  das 
ersterc  oder  letztere  der  Fall  ist.  J>ividirt  man  die  linke  Seite 
durch  Ä?  +  1 1  so  wird  sie  auf  eine  reciproke  Gleichung  von 
paarem  Grad  reducirt. 

Dividirt  man  in  einer  reciproketi  Gleichung  von  dem  paaren 
Grad  2«  die  linke  Seite  durch  x"  und  setzt  dann 

80  erhält  fnan  eine  Gleichung  für  y  vom  n**°  Grad. 
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Bei  einer  solchen  Umformung  hat  man  die  Grössen  Xr 
X.=  x^  +  ^ 
durch  y  mit  Hülfe  der  Recursionsformeln 

Xr-f-i  =  yXr Xr—i 

auszudrücken. 


Die  Geschichte  der  Lehre  von  den  Gleichungen  ist  in  ihren 
Anfängen  die  Geschichte  der  Algebra  selbst. 

Die  ersten  Versuche,  die  cubischen  Gleichungen  zu  lösen,  hat 
Fibonacci  angestellt,  gewöhnlich  Leonardo  Pisano  genannt, 
(Liher  ahaci,  1202,  1228);  die  richtige  Auflösung  der  Gleichung 
2/'  +Py  +  3  =  ö  wurde  nach  dem  Bericht  Cardano's,  Ars 
tna{jffia  de  regulis  algebraicis,  1545,  von  Scipione  del  Ferro, 
1515  gefunden,  welcher  sie  seinem  Freunde  Floridas  mittheilte. 
Anlässlich  eines  wissenschaftlichen  Wettstreites  legte  Floridus  dem 
Nicola  Tartaglia  Probleme  vor,  die  den  letzteren  angeblich  zur 
erneuten  Auffindung  der  Lösung  der  cubischen  Gleichung  fahrten. 
Tartaglia  theilte  seine  Arbeiten  dem  Cardano  mit,  welcher 
sie  wider  den  Willen  des  Tartaglia  in  seiner  Ars  magna  ver- 
öffentlichte und  neue  Eesultate,  unter  Anderem  die  Weg- 
schaffung des  quadratischen  Gliedes  einer  cubischen  Gleichung 
hinzufügte.  1546  machte  Tartaglia  in  seinen  Qucsiti  cd 
invenzmii  diverse,  Venezia,  seine  Ansprüche  geltend;  ob 
Tartaglia's  Ansprüche  überhaupt  gerechtfertigt  sind  oder  ob 
nicht  bei  ihm  Aneignung  fremden  geistigen  Eigenthums  vorliegt, 
ist  zweifelhaft.  Li  Kap.  39  der  Ars  magna  wird  auch  die  von 
Cardano's  Schüler  Ludovico  Ferrari  gefundene  Auflösung 
der  biquadratischen  Gleichungen  ohne  cubisches  Glied  gelehrt. 
Vergl.  M.  Cantor,  Vorlesungen  Hier  Geschichte  der  Mathnnatik, 
Bd.  2,  Leipzig  1892,  S.  442—499. 

Ein  vollständiges  Verzeichniss  aller  älteren  und  neueren 
Werke  über  die  Gleichungen  findet  man  am  Ende  des  werth- 
vollen  Matthiessen'schen  Buches,  Grundeüge  der  Alg.  der 
litt.  Gleich,,  Leipzig  1896.  (Ueber  die  älteren  Arbeiten  vergl. 
Moritz  Cantor's  eben  citirte  Vorlesungen.)  Wir  geben  nur 
die  wichtigsten  an  und  ordnen  sie  nach  der  Zeit:  Vieta,  Opera 
mutheniatica,  edirt  von  F.  van  Schooten,  Lugd.  Batav.,  1646; 
in  Bezug  auf  seine  algebraischen  Leistungen  vergl.  Cantor,  Bd.  2, 
S.  577 — 588;   Cartesius,  Göomärie,  Leyden  1637,  lateinisch 
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mit  Commentar  von  F.  van  Schooten,  Lagd.  Baiav.  1649 
(Cantor,  Bd.  2,  S.  722);  De  la  Hire,  Cofistruction  oh  effftih» 
des  equatians,  Paris  1679:  Tschirnhausen,  Adu  Erudit  Lips,, 
2,  1683  (Cantor,  Bd  3,  S.  108);  Halley,  Phil.  TraH.<.,  1687 
(Cantor,  Bd.  3,  S.  114);  Roberval,  MthH,  de  Paris,  6,  1693; 
Bolle,  Alg..  Paris  1690;  Jfew.  de  Paris,  1708,  1709,  1711 
(Cantor,  Bd.  3,  S.  115);  Isaac  Newton ^Ärithmrtica  umversalis, 
Cambridge  1707,  3.  Aufl.  von  C.  J.  s^Gravesande,  Leyden  1732 
(Cantor,  Bd.  3,  S.  378  xl  ff.  eingehend  besprochen);  Nicole, 
Mem.  de  Paris,  1738,  1741,  1743;  Euler,  Comm,  Petr,,  1739; 
Nävi  Comm.  Petr.,  9,  14:  Mrm.  de  Berlin,  1764  etc.  ^bei  Cantor, 
Bd.  3,  S.  554—556,  564,  565,  575—579,  580—584  betreffs 
seiner  algebr.  Leistungen  behandelt ) ;  B  e  z o u  t ,  Mthn.  de  Paris,  1762, 
1764,  1765,  1768;  Theorie  desequat,  Paris  1779;  Waring, 
Mise,  anal.,  Medit.  alg.,  Cantabrigiae  1762,  1770;  Lagrange, 
Tratte  de  la  resol.  des  equat.,  Paris  1798;  Mem.  de  Berlin, 
1768—1773;  Vandermonde,  Metn.  de  Paris,  1773,  1774: 
Buffini,  Teoria  generale  delle  equaz.  etc..  Bologna  1798;  Jfewi. 
Soc.  Ital,  1803,  1805;  Mem.  Ist.  Nasionale,  1806  etc.;  Budan, 
Nouvelle  methode  pottr  la  resol ution  des  equations  numeriques 
d'un  degre  queleonque.  Paris  1807;  Fourier,  Analyse  des  equa- 
tions, Paris  1831;  Gauss,  Bisquisitiones  ariüimeticae ;  Auflas, 
der  hinoM.  Gleich.,  Gott.  Abb.,  1849;  Abel,  Oeuires  eonipletes, 
Bd.  1  u.  2,  Christiania  1881;  von  seinen  hierher  gehörigen 
Abhandlungen  fuhren  wir  an:  Demonstration  de  Vimpossihilite  de 
la  resölution  algebriquc  des  equations  generales  qui  depassent  Ic 
quatrieme  degre,  Crelle^s  Journal,  Bd.  1,  1826;  Memoire  sur 
une  elasse  particuliere  des  equatiofis  resolubles  alge7>riquenhent, 
Crelle's  Journal,  Bd.  4,  1829;  Sur  la  resölution  algebriquc  des 
equations,  aus  dem  Nachlass;  Galois,  Journ.  de  Liou rille, 
Bd.  11,  1846;  Cauchy,  Sur  la  resolut  des  equat.  numniques 
etc.,  Paris  1829;  Compt.  Eend.,  1836,  1840  etc.;  Sturm, 
Sur  la  resol.  des  equat.  numeriques,  Paris  1835;  Leopold 
Kronecker,  von  dessen  zahlreichen  wichtigen  Arbeiten  wir  nur 
citiren:  Ueber  die  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen,  Monats- 
berichte der  Berl.  Akad.,  1853,  1856;  EnticicMungen  aus  der 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,  ib.  1879;  G^undzüge  einer 
arithmetischen  TJieorie  der  algebraischen  Grössen,  Crelle's  Journal, 
Bd.  92.  Dazu  kommen  noch  alle  Arbeiten  der  verschiedenen 
Autoren  über  die  Theorie  der  Invarianten,  von  welcher  in 
Kapitel  12  die  Rede  sein  wird. 

Neuere    Werke,    die    sich    speciell    mit    der    Theorie    der 
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Gleichungen  befassen,  sind:  Matthiessen,  siehe  oben;  Petersen, 
Theorie  da'  algeh'uischen  GL,  Kopenhagen  1878,  in  deutscher 
Uebersetzung;  Todhunter,  Theory  of  equaiions,  2.  ed.,  London 
1875;  von  Büchern  über  Algebra  im  Allgemeinen  citiren  wir: 
Serret  a.  a.  0.,  Bertrand,  TraUS  d'algebre,  Paris  1878; 
Cesaro;  Capelli,  Lezioni  di  algebra  complementare,  Neapel  1898, 
2.  Aufl.;  das  ausgezeichnete  bereits  citirte  Buch  von  Weber,  und 
Netto,  Vorlesungen  über  Algebra^  2  Bde.,  Leipzig  1896,  Bd.  1. 
Das  vortreffliche  moderne  Werk  Matthiessen's  über  diese 
Theorie  enthält  alle  nur  wünschenswertheü  Einzelnheiten. 


§  4.    Besultanten  und  Discriminanten. 
Wenn  die  beiden  Gleichungen 

(p  =  a^x""  +  a^x"^-^  -| [-  am  =  0 

^  =  b^x""  +  &ia;»-^  -| [-bn  =0 

gegeben  sind,  so  besteht  die  noth wendige  imd  ausreichende 
Bedingung,  damit  sie  wenigstens  eine  Wurzel  gemeinschaftlich 
haben,  darin,  dass  eine  ganze  rationale  Function  der  Coefßcienten, 
welche  die  EesuUante  der  beiden  Gleichungen  heisst,  verschwinde. 
Die  Besuitante  ist  in  den  Coefficienten  von  q>  vom  n^^^ 
in  denen  von  -?/;  vom  m^^  Grad,  Man  kann  ihr  die  Form  einer 
Determinante  vom  (n  -f-  »w)*®**  G~rade  gebeti: 


B  = 


In  dieser  Form  erhält  man  die  Resultante  mittelst  der 
Eul er' sehen  oder  der  dialytischen  Methode  Sylvester' s. 

Folgt  man  dagegen  der  Methode  Bezout's,  so  konmit 
man  zu  einer  Resultante,  welche  die  Form  einer  Determinante 
von  dem  n^^^  Grad  hat,  wenn  man  annimmt,  n  sei  der  grössere 
der  Grade  n  und  m  der  beiden  Gleichungen. 

Setzt  m<in 

(ij)  =  üibj  —  ajbi, 

so  ist  diese  Determinante  für  m=  n 


§  4.   Besnltanten  und  Diacriminaaten. 
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(10),         (20),  (30),  ••-,       («0) 

(20),    (30)  +  (2l),         (40)  +  (31),        •..,       (nl) 
(30),    (40)  +  (3l),  (50)  +  (4l)  +  (32),  •••,       («2) 

(«0),  («1),  («2),  •••,  (w,n  — 1) 

Wenn  dagegen  «» <  n  ist,  so  sind  die  ersten  m  Zeilen  die 
nämlicJten,  die  n  —  m  übrigen  aber  werden  aus  den  Coefficienten 
der  GUicltung  niedrigeren  Q-rades  auf  die  folgende  Art  gebildet: 


«0 

«1 

a, 

0 

«0 

«1 

... 

0 

0 

«0 

m 

+ 

n  — 

A; 

Wenn 


die  CJiardktcristik  der  Determinante  R  ist  (vergl.  §  5),  d,  h.  wenn 
cXle  Minoren  von  Mherem  G-rad  als  dem  (m  -f-  w  —  k)^^  Null 
sind,  ohne  dass  alle  von  dem  G-rad  w  +  «  —  k  verschwinden, 
so  haben  die  beiden  Gleidiungen  k  Wurzeln  gemeinschaftlich. 

Wenn  i^  =  0  ist,  so  sind  die  Adjungirten  der  Elemetitc 
einer  ihrer  ReiJien,  wenn  sie  nicht  verschwinden,  den  successiven 
Potenzen  derselben  Variabden  proportional. 

Damit  die  Gleichungen  p  Wurzeln  gemeinschaftlich  haben, 
ist  es  nothwendig  und  ausreichend,  dass  die  Matr^ix  der  Determi- 
nante  B  zur  Charakteristik  n — p  habe  (das  Darboux'sche 
Theorem,  Bulletin  des  sciences  math.,  1876,  1877). 

Man  nennt  Discriminante  (Sylvester,  Phil,  Magaz.,  1851, 
2,  S.  406)  einer  Gleichung  diejenige  ganze  und  rationale  Function 
der  Coefficienten  dieser  Gleichung,  welche  durch  ihr  Verschwinden 
die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  angibt,  unter 
welcher  die  Gleichung  wenigstens  zwei  gleiche  Wurzeln  hat. 

Setzt  man 

/  =  «^  +  <  +  ...  +  <, 

worin  die  a  die  Wurzeln  der  Gleidiung  bedeuten,  so  hat  die 
Discriminante  die  Form 


2n  — 2 


So  Si     Ss 

Si  Si     Ss 

Sn-l    5«     Sn^i 


Sn-i 
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fvorin  »ich  die  Grössen  s  durch  die  Coefficienten  der  Crl^ichung 
ausdrücken  lassen. 

Nimmt  man  die  Wurzdn  zur  Bildung  der  Elemente,  so  ist 
die  l>iscriminantei 


«1 


«2 
2 


n— 1       n—1 


Die  Biscriminante  einer  Gleichung  n*®^  Grades  ist  eine  ganze 
rationale  Function  vom  (2w  —  2)*®"^  Grad  der  Coefficienten, 

Drückt  man  sie  direct  durch  die  Coefficienten  aus,  so  er- 
hält sie  die  Gestalt: 


D  = 


0 


"1 

«0 


n    (n  —  l)ai    (n  —  2)«2 
0         nüQ  (n — l)rtj 


D  ist  die  xlurch  a^  dividirte  Resultante  von  f(x)  und  f  (x). 

I)rs  Product  aus  allm  Summen  (cci  -j-  aj)  ist,  wie  jede 
symmetrische  Function  der  Wurzeln,  rational  durch  die  Coeffi- 
cienten ausdrückhar.  Wenn  diese  Function  Null  ist,  so  hat  die 
Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  von  verschiedenem   Vorzeidien. 

Weitere  Angaben  über  die  Resultante  und  Discriminante 
findet  man  in  Kap.  12  über  die  Invarianten,  Die  Resultante 
wurde  zuerst  von  Euler,  Mem.  de  Berlin,  1748,  1764; 
B e z 0 u t ,  Mein,  de  Paris,  1764  und  Lagrange,  M em,  de  Berlin, 
1769  construirt;  Jacobi,  Grelle,  15  wandte  dazu  die  Determi- 
nanten an.  Ein  Verzeichniss  der  Arbeiten  über  die  Resultante 
wird  in  Pascal,  Deteim.,  S.  267  gegeben.  Als  geradezu 
classisch  vom  Standpunkt  der  Invariantentheorie  aus  verdient 
die  Arbeit  Gordan's,  Math.  Ann.,  Bd.  3   genannt  zu  werden. 

Andere  Methoden  zur  Ermittelung  der  Resultanten  sind 
von  Cayley,  Crelle,  53;  Rosenhain,  Crelle,  30  und  Borchard, 
Crelle,  hl. 


§  5.    Systeme  yon  linearen  Gleichungen. 
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Die  Besultante  und  Discriminante  genügen  gewissen 
Differentialgleichungen  auch  ausser  denen,  die  sie  schon  dadurch 
erfüllen,  dass  sie  Invarianten  sind.  Solche  Gleichungen  hat 
Brioschi  gefunden,  Crelle,  Bd.  53;  siehe  auch  Faa  di  Bruno, 
Grelle,  Bd.  54  und  die  Binären  Formen,  Leipzig  1881. 


§  5.    Syateme  von  linearen  Gleichungen. 

Man  habe   das   System   von  m  Gleichungen  mit  n  Unbe- 
kannten 


Die  Matrix  aller  Coefficienten  a  soll  die  Matrix  des  Systems 
heissen.  Wir  wollen  annehmen,  alle  Determinanten  vom 
{p  +  l)***^  Grad,  die  in  dieser  Matrix  enthalten  sind,  und  da- 
her auch  alle  Determinanten  von  höherem  Grad  seien  Null  und 
nicht  alle  Determinanten  vom  p^^^  Grad  seien  Null.  Die  Zahl  p 
heisst  dann  die  Clmrakterisfik  der  Matrix.  Rouche,  Can^pt. 
Rend.,  1875. 

Damit  eine  Matrix  zur  Charakteristik  p  habe,  ist  es  noth- 
wendig  und  ausreidiend,  dass  sie  wenigstens  eine  Determinante  A 
vom  p^^  Grad  enthalte,  welche  nicht  Null  ist,  und  dass  alle 
diejenigen  Determinanten  vom  (p  -f-  1)**°  Grad  verschwinden, 
die  »ich  aus  A  durch  Hinzufügen  einer  neuen  Zeile  und  einer 
neuen  Columne  hUden  lassen. 

Die  Matrix  des  gegebenen  Systems  habe  zur  Charakteristik  p 
und  A  sei  eine  in  ihr  enthaltene  Determinante  vom  p^^^  Grad, 
welche  nicht  verschwindet: 


A  = 


an 


dip 


ötpi   •  •  •    dpp 

Sollen  sich  die  gegebenen  Gleichungen  nicht  widersprechen, 
so  ist  es  nothwendig  und  ausreicJiend,  dass  alle  Determinanten  Ar 


Ar  = 


Null  sind. 


«11, 


Pi 


*i  ^pp^  Vp 


*rp^ 


Vr 
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Alsdann  reducirt  sich  das  System  der  m  gegebenen  Gleichungen 

auf  das  System  der  p  ersten  unter  ihnen. 

Man  kann  den  Satz  auch  anders  ausdrücken: 

Sollen  die  gegebenen  Gleichungen  miteinander  vereinbar  sein, 

d.  h,  sollen  sie  eifie  oder  mehrere  Lösungen  zulassen,  so  ist  dazu 

nothwendig  und  ausreicliend,  dass  die  Matrix  der  Coefficienten 

und  die  Matrix 

«11»   •  •  •>  «Im   yi 


«ml»    •  •  *,    flmn,   2/i 

dieselbe  Charakteristik  haben.    Capelli,  Rivista  di  mat.^  2,  1892. 

Wenn  n  +  1  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  gleichzeitig 
bestehen  sollen,  so  muss  die  Determinante  der  Coefficienten  und 
der  bekannten  Tei-me  Null  sein. 

Die  Werthe  von  Xi,  x^^  •  •  •,  Xp,  welche  den  gegebenen 
Gleichungen  genügen,  sind  durch  die  Formel  (die  Cramer'sche 
Formel,  Introduction  ä  Vanalyse  des  lignes  courbes  älgebriques, 
Geneves  1750): 

gegeben,  in  welcher  Ai  die  Determinante  bedeutet,  die  man  aus 
A  erhält,  wetm  die  ^  Columne  weggelassen  und  an  die  Stelle 
ihrer  Elemente 


yi 


-■  y\  —  flip+iÄ^p+i 


a\nXn 


Vp  =  Vp ^pp  +  l^p+1  •••  Clpn^n 

gesetzt  wird. 

Ist  p  =  n^  so  sind  die  y'  die  y  selbst  und  die  rechte  Seite  ist 
von  den  x  unabhängig.  In  diesem  Fall  erhält  man  für  iCi ,  •  •  • ,  rc« 
ein  einziges  System  von  Werthen,  die  den  Gleichungen  genügen. 

Ist  p  <.n^  so  ist  die  Zahl  der  Lösungen  des  Systems 
(n — p)  facti  unendlich. 

Wenn  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  für  ^i,  •  •  •,  y^ 
sämmtlich  Null  sind,  so  erhält  man  homogene  Gleichungen. 

Soll  ein  Systetn  homogener  Gleichungen  eine  von  der  selbst- 
verständlichen Auflösung  Xi  =  Xi  =  -  •  -  =  Xn  =  0  verschiedene 
Lösung  zulassen,  so  muss  die  Charakteristik  der  Matrix  der 
Coefficicfiten,  d.  h.  p,  kleiner  als  n  sein. 

Soll  einem  System  von  n  homogetieti  Gleichungen  mit  n  Unbe- 
kannten durch  Werthe  der  Unbekannten  genügt  werden,  die  nicht 
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sämmtlich  NM  sind,  so  muss  die  Determinante  des  Systems 
verschwinden. 

Wenn  man  n  —  1  lineare  liomogene  Gleichungen  mit  n  Un- 
bekannten und  einer  Matrix  von  der  Charakteristik  n  —  1  hat, 
so  sind  die  Unbekannten  den  in  dieser  Matrix  enthaltenen  Unter- 
determinanten  vom  (n  —  !)*•"  Grad  proportional. 

Es  kann  nicht  mehr  als  n  homogene  lineare  Gleichungen  mit 
n  Unbekannten  gehen,  die  voneinander  unabhängig  sind. 

Mit  dem  Problem  der  Auflösung  der  linearen  Gleichungen 
beschäftigten  sich  Euler,  Mdm,  de  Berl.,  1764;  Bezout, 
Yandermonde,  Laplace,  Mcm.  de  Paris,  1764,  1772.  Der 
Begriff  der  Charakteristik  wurde  erst  neuerdings  eingeführt. 


§  6.    Auflösung  der  Gleichungen. 

Die  cubische  Gleichung.     Die  Gleichung 

x^  -\-  a^x^  -\-  a^x  +  «3  =  0 

reducirt  sich  bei  der  Substitution 

x  =  y  —  ^a^ 
auf 

Ist  4-  4"  07  ^  ^>  ^^  s^^^  ^^^  ^®^  Wurzeln  zwei  imaginär 
und  conjugirt  und  eine  reell. 

Ist    4  +  27  ''^  ^'  ®^  ^^^^  *^^®  Wurzeln  reell. 

Ist  -^  +  IV  *=  ^1  so  sind  von  den  Wurzeln  zwei  ein- 
ander gleich. 

Die  Wurzeln  g  werden  durch  die  Cardanische  Formel 
(von  Tartaglia,  vergl.  oben  S.  84) 

bestimmt,  wobei  man  beachten  muss,  dass  jede  der  beiden  Cubik- 
wurzeln  zwar  drei  Werthe  hat,  man  aber  stets  einen  solchen 
Werth  der  ersten  mit  einem  solchen  der  zweiten  verbinden 
muss,  dass  ihr  Product  reell  und  genau  gleich 
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Die  Formel  hat  den  Uebelstand,  dass  sie  die  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung,  wenn  ihre  sämmtlichen  Wurzeln  reell  sind,  in 
imaginärer  Form  gibt  (der  irreducibele  Fall).  Sie  hat  weiter 
den  Missstand,  dass  sie  die  rationalen  Wurzeln  meistens  in 
irnitionaler  Form  liefert  Die  rationalen  Wurzeln  lassen  sich 
jedoch  auf  andere  Art  ermitteln  (siehe  unten,  §  10). 

Setzt  man 

_|  =  ^cosö,     ^  =  y— ^', 

so  sind  die   Wurzeln  der  Gleidiung: 
Vi  =  2(>*  cos-, 

,,  =  2,^03(1  +  ^), 

t/3  =  2p»  cos(|  +  ^). 

Von  anderen  Lösungsarten  heben  wir  hervor:  die  auf 
Hubstitutionentheoretischer  Grundlage  beruhende  von  Lagrange, 
JivtU'xions  sur  la  resolution  algehrique  des  eqiiati&ns,  Nouv. 
Mom.  de  TAcad.  de  Berlin,  1770  und  1771,  abgedruckt 
in  Ocurres  conipletes,  Paris  1869,  Bd.  3,  S.  205  und  die  durch 
Invariantentheorie  vermittelte  Lösungsmethode  von  Cayley; 
vergl.  in  Bezug  auf  die  letztere  Faa  di  Bruno,  deutsch  von 
Walter,  Einleitung  in  die  Theorie  der  binären  Formen, 
Leipzig  1881,  S.  211;  C  leb  seh,  Theorie  der  binären  algebraisehen 
Formen,  Leipzig  1872,  S.  127;  Gordan,  Vorlesungen  über  In- 
rarinntefitheorie,  Bd.  2,  S.  175. 

Die  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  wurde  femer 
behandelt  von  Eisenstein,  Grelle,  27;  Eisenlohr,  Grelle,  42; 
(Hausen,  Astron,  Nachriehten,  446;  Grunert,  Archiv,  2, 
8.  446;  Reidt,  Schlö7nilch's  Zeitschr,  17;  Weichold,  Amcric. 
Journ.,   1 ;  etc. 

Die  Gleichungen  vierten  Grades.     Die  Gleichung 
x^  +  ttiX^  +  OgX*  +  a^x  +  a^  =  0 
wird,  wenn  man  x  *=  y  —  j«i  setzt: 

/  +  py^  +  Qy  +  r  =  0. 


§  e,    AnBömmg  der  Gleiciiu9ge&. 
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Man   löse   mit   Hülfe   der  obigen   Formeln   die   Gleicbung 
dritten  Grmdes  fJifsoirrmte) 


+  1--*  +  ^ 


-4r 


^' 


16 


64 


=  0 


auf,  nnd  es  seien  r,,  z^^  r,   ihre   drei  Worzeln.     Man   nehme 

nim  die  Werthe  +V^7  ±V-i-  ±V^   ™«^   ^^^^   ^^  j^<* 
dieser  Wurzeln  das  positive  oder  n^fatire  Voneichen  so  aus, 

dass  das  Prodnct  der  drei  Wnrzelgr5ssen   —  '   wird. 

Diese  Wahl  lasst  sich  auf  vier  verschiedene  Arten  treffen; 
d.  h.  wenn  Z^,  Z^,  Z^  drei  Werthe  der  Radicale  sind,  ftbr  welche 


Zy^Z^Z^     


9 


ist,    so    wird    diese   Bedingung   offenbar  auch   durch   die   Com- 
binationen 

Zj,         Zj,         Zj 
—  Zj ,         Zj ,    —  Zj 

erfüllt.     Die   vier  Wurzeln   der   biquadratischen  Gleichung  sind 
dann 

«1  =        ^1  +  ^s  +  ^s 

«2    =  Zj    Zj    Z3 

«4    =    —   Zj Z,    +    Zj. 

Andere  Methoden  hat  Lagrange,  Oettires,  Bd.  3  a.  a.  0. 
angegeben;  femer:  Euler,  Comm.  Petr.,  6;  Ampere,  (rrunni\^ 
Archiv,  1;  Aronhold,  Crelh,  52;  Eisenstein,  Crclfe,  27; 
Hermite,  iquations  modulaires,  Paris  1859;  Matthiesseu, 
ScJUämilch's  Zeiischr,,  8;  Faa  di  Bruno,  Ämeric.  Joyni.,  3. 
Die  Auflösung  mittelst  Invarianten  findet  man  in  den  Werken 
über   die  Theorie   der  Invarianten  von   C  leb  seh  und  Gordan. 


Gleichungen  fünften  und  sechsten  Grades.  Die  Gleichung 
5**°  Grades  lässt  sich  algebraisch  nicht  auflösen  (vergl.  §  12), 
d.  h.  es  lässt  sich  keine  Formel  ermitteln,  in  welcher  nur  algebra- 
ische, irrationale  Ausdrücke  vorkämen,  und  welche  die  Wurzeln 
der  Gleichung  lieferte;  diese  Wurzeln  hängen  von  ikosaedrischen 
irratiomüen  ÄusdrücJcen  ab,  die  mittelst  der  elliptischen  Functionen 
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berechnet  werden.  Es  wurde  von  Galois  1846  behauptet  und 
1853  von  Betti  bewiesen,  dass  sich  die  Modulargleichung 
6*®°  Grades,  auf  welche  man  bei  der  Transformatidti  5**'  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen  kommt,  auf  eine  solche 
5teii  Qrades  erniedrigen  lasse.  Es  war  aber  Hermite,  dem  es 
im  März  1858  glücklich  gelang,  diese  Reduction  auszufahren 
und  so  die  entsprechende  Gleichung  5****  Grades  zu  construiren. 
Er  brachte  sie  auf  die  sogenannte  Bring'sche  oder  Jerrard'sche 
Form  (mit  nur  drei  Gliedern),  auf  welche  sich  jede  allgemeine 
Gleichung  5*®°  Grades  zurückfahren  lässt.  Damit  war  das 
Problem  gelöst,  weil  die  specielle  Gleichung  6*^  Grades,  von 
welcher  man  ausgegangen  war,  sich  ihrer  Beschaffenheit  nach 
unmittelbar  durch  elliptische  Modulfonctionen  auflösen  Hess. 
Vergl.  Kap.  14. 

In  demselben  Jahr  (Juni  1858)  kam  Kronecker  auf  den 
Gedanken,  von  der  Gleichung  5**"  Grades  auszugehen  und  für 
sie  eine  Resolvente  6*®°  Grades  zu  suchen,  die  auflösbar  wäre. 
Diese  Resolvente  ist  eine  sogenannte  Jacobi'sche  Gleichung, 
weil  sie  bez.  ihrer  Wurzeln  Eigenschafben  hat,  die  denen  der 
Gleichung  des  Multiplicators  für  die  Transformation  jener  ellip- 
tischen Functionen  ähnlich  sind,  welche  Jacobi  seit  1829  unter- 
sucht hat.  Durch  das  Studium  dieser  Jacobi^schen  Gleichungen 
wurde  Brioschi  gleichzeitig  mit  Kronecker  auf  einem  anderen 
Weg  zu  demselben  Resultat  geführt,  das  vor  ihm  schon  Her- 
mite gefunden  hatte.  In  den  Ist  Lonih.,  1858  lieferte  Brioschi 
auch  einen  bemerkenswerthen  Beitrag  zu  dem  neuen  Resultat 
Kronecker's. 

Die  Arbeiten  über  die  Gleichungen  5*®°  Grades  sind,  nach 
der  Zeit  geordnet:  Jacobi,  Crelle,  3,  13;  Cayley,  Phil.  Trans,, 
151;  Galois,  Jouifi.  de  LiouviUe,  Bd.  11,  S.  412;  Betti,  Ann. 
di  TortoUni,  1853;  Hermite,  Conipt  Bcful,  1858,  Bd.  46; 
Brioschi,  Ann.  dl  TorioUni,  1858;  Ist  Lomh.,  Nov.  1858; 
Kronecker,  Conipt  Bend.,  1858,  Bd.  46;  Bcit  Monatsher., 
1861;  CrcUe,  54;  Joubert,  Compt  Bend.,  1859,  Bd.  48; 
Hermrite,  Compt  Bend.,  1866;  Roberts,  Ann.  di  mat,  2.  Serie, 
Bd.  1;  Brioschi,  Compt  Bend.,  1866;  Ann.  dimat,  2.  Serie,  1, 
1867;  Aggiunta  al  tratfato  dellc  fxmz.  eUit.  di  Cayleg.  Mailand 
1880,  Abdruck  eines  Aufsatzes  in  den  Math.  Ann.,  13;  Compt. 
Bend.,  Bd.  63,  73,  80,  Accad.  NapoU,  1866;  Klein,  Vort  ühcr 
das  Ikosaeder  etc.,  Leipzig  1884. 

In  der  letzten  Arbeit  befindet  sich  auch  eine  Uebersicht 
über  die  Geschichte  des  Problems. 
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Die  Gleichungen  6**°  Grades  lassen  sich  auch  mit  Hülfe 
der  elliptischen  Functionen  nicht  auflösen.  Man  hat  dazu  die 
bjperelliptischen  Functionen  nöthig. 

Bezügliche  Arbeiten  sind:  Maschke-Brioschi,  Äcc.  Lincei, 
1888;  Brioschi,  Acta  math.,  12,  1888.       / 

Aeltere  Untersuchungen  sind  von  Brill,  Math.  Ann,,  20; 
Cole,  Americ.  Journ,,  8,  1886. 

Ueber  die  Gleichungen  7**°  und  8**"  Grades  existiren 
Untersuchungen  von  Klein,  Noether,  Gordan,  Math.  Ann., 
14,  15,  20. 

Ueber  die  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  «*•**  Grades 
durch  transcendente  Functionen  vergl.  Lindemann,  Nachr. 
der  Kgl,  Gesellsch.  der  Wiss.  zu  Göttingen,  1884  und  1892 
und  die  Vorlesungen  von  Klein  über  die  hyperelliptiscJien  Func- 
tionen, Göttingen  1888. 


§  7.    Die  binomisohen  Gleichungen. 

Jede  Gleichung  vom  Typus  (Binom) 

x"  —  A==0 

lässt  sich  durch  geeignete  Umformung  auf 

yn  —  1=0 

zurückführen. 

Alle  Wurzeln  der  Gleichung  a:"*  —  1=0  sind  durch  die 

(trigonometrische)  Formel 

2k7t    ,     .    .     2kn 

X  =  cos h  *  sin 

n      '  n 

bestimmt,  in  weleher  k  die  Werthc  0,  1,  2,  •••,  n  —  1  haben 
kann. 

Die  Wurzeln  einer  binomischen  Gleichung  werden  also 
durch  Punkte  der  Ebene  dargestellt  imd  entsprechen  denjenigen 
Punkten,  welche  einen  Kreisumfang  in  n  gleiche  Theile  zer- 
legen; man  hat  daher  die  binomische  Gleichung  x^  —  1  =  0 
auch  Krcisthcilungsgleichung  genannt.  Durch  geometrische  Con- 
struction  der  Wur/eln  wird   die  Theilimg  des   Kreises   bewirkt. 

Ist  a  eine  Wurzel  einer  binomisdtcn  Gleichung  von  dieser 
Gestalt,  so  ist  auch  a^  eine  Wurzel,  wenn  man  unter  m  eine 
beliebige  ganze  Zahl  versteht. 

Wenn  n  eine  PrimzaJd  ist  und  a  eine  Wurzel  von 
y"  —  1  =  0    mit    Ausnahme    der    Einhdt    vorstellt,    so    sind 
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er,  a*,  a^,  •  •  •,  a**  die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser  Gleicfmng; 
wenn  n  keine  Primzahl  ist,  eine  Wurzel  a  aber  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  man  durch  Potenziren  derselben  sämmtliche 
Wurzeln  der  Gleichung  y^  —  1  =  0  erhält,  so  heisst  a  eine 
primitive  Wurzel.  Es  gibt  ihrer  q>  (n),  wenn  q>  (n)  die  Anzahl 
der  ganzen  Zahlen  bedeutet,  die  kleiner  als  n  und  zu  n  prim  sind. 
Um  eine  primitive  Wurzel  von  x^  —  1  =  0  zu  finden, 
wobei  n  =  pl^p'^pl*  -  •  •  p"*  ist  und  die  jp^,  j)g,  p^,  •••,!),.  lauter 
voneinander  verschiedene  Primzahlen  sind,  bestimme  man  eine 
primitive  Wurzel  u^  von  a?^»"*  =  1 ,  eine  primitive  Wurzel  u^ 
von  x^***  =1    u.  s.  w.,    schliesslich    eine   primitive   Wurzel   Ui 

von  xPi  *  =  1 ;  dann  ist  t^^  •  «g  •  ti,  •  •  •  Ui  eine  primitive  Wurzel 
von  x^  —  1  =  0. 

Um  eine  primitive  Wurzel  von  xp"  ^  1  zu  finden,  wobei  p 
eine  Primzahl  bedeutet,  hat  man  je  eine  Wurzel  g>i  ,  ot)2 )  o>3 )  "  *  w« 
der  a  Gleichungen 

xP=l^   xP  =  G}^^    a:^  =  Wg,    •  •  •,    xP  =  (Oa—i 

zu  suchen;  ist  coi  eine  primitive  Wurzel  von  x^  =  1,  d.  h.  ist 
(Ol  von  der  positiven  Einheit  verschieden,  so  ist  Wi  •  Wg  •  cog  •  •  •  co^ 
eine   primitive  Wurzel   von   x^"  ^  1. 
Die  Gleichung 

-^=---  =  a:^"-'(P-i)  +  xP^'-^^P-')  H h  ^^""'  =  0 

xP''       —  1 

ist,  wenn  jf;  eine  Primzahl  bedeutet,  irreducibel,  d.  h.  nicht  in 
rationale  Factoren  zerlegbar.  (Für  a  =  1  zuerst  von  Gauss 
in  den  Disq.  ariikmeticae  bewiesen.) 

Die  Lösung  der  binomischen  Gleichungen  lässt  sich  auf 
algebraischem  Wege  finden. 

Nimmt  man  an,  n  sei  eine  Primzahl,  so  muss  man,  um  die 
Gleichung  a;«— i-|-a;"~"^  +  ---  -{-x-\-l=0  aufzulösen,  n  —  1 
in  sein-e  Primfactoren 

w—  1  =i)ii?2--- 

zerlegen  und  die  Gleichungen 

zP^  —  1  =  0,     zP^  —  l  =  0,    •  •  • 
auflösen. 
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Damit  die  Gleichung  jer*  =  1  durch  Quadratwurzeln  lösbar 
sei,  muss  n  entweder  gleich  2  oder  gleich  einer  höheren  Potenz 
von  2  oder  eine  Primzahl  von  der  Form  2"*  +  ^  o^®^  ^^  Product 
mehrerer  verschiedener  Primzahlen  dieser  Art  oder  das  Product 
aus  einer  oder  mehreren  verschiedenen  Primzahlen  dieser  Art  mit  2 
oder  mit  einer  höheren  Potenz  von  2  sein.  Kürzer  ausgedrückt: 
Damit  die  Gleichung  ;?*  =  1  durch  Quadratwurzeln  lösbar  sei, 
ist  nothwendig  und  ausreichend,  dass  n  keine  ungerade  Primzahl 
als  Theiler  enthalte,  die  nicht  von  der  Form  2'"  +  1  ist,  und 
auch  keine  Primzahl  von  der  Form  2"*+^  mehrfach.  Gauss, 
Disgu,  arithmety  Art.  566,  Ges.  Werke,  Bd.,1,  Göttingen  1876. 
lieber  die  Primzahlen  von  der  Form  2*^-1-1  vergl.  Kap.  20,  §  1. 

Lässt  sich  die  Gleichung  durch  Quadratwurzeln  auflösen, 
so  kann  die  Theilung  des  Kreisumfanges  mit  Zirkel  und  Lineal 
allein  ausgeführt  werden. 

a;»  — 1  =  0  hatdie Wurzeini,  — 1+il^,  _i_fl^, 

X  1=U    „      „  „  1,  1,    l,  i, 

^'-1  =  0  „     „         „         l,j(-l-'|/5  +  iKlO  — 2}75), 


i(— 1+1/5  — »1/10  +  21/5), 
i(-l+l/5  +  il/l0  +  2i7f), 
j  ( —  1  —  1/5  —  2  VlO  — 2l7?)  . 


Ueber  die  Werthe  der  Wurzeln  für  «  =  17  siehe  den 
ersten  Band  der  Werke  von  Gauss.  Genaueres  über  die  Lehre 
von  den  binomischen  Gleichungen  findet  man  bei  Bachmann, 
Die  Lehre  vofi  der  Krcistheilung,  Leipzig  1872. 

Die  Construction  bez.  der  Kreistheilung  gibt  in  den  ersten 
Fällen  Bachmann,  a.  a.  0.  an;  für  «=17  hat  diese  Con- 
struction Staudt,  Crelle,  24  und  Schröter,  Grelle,  75  auf 
elegante  Art  ausgeführt.  Gerard,  Math,  Ann.,  Bd.  48;  F.  Klein, 
Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementargeometrie,  aus- 
gearbeitet von  F.  Tägert,  Leipzig  1895. 

Für  n  =  257  hat  den  analytischen  Theil  Richelot, 
CreUe,  9,  und  den  geometrischen  Pascal,  Äcc.  Napoli,  1887 
entwickelt;  über  andere  nicht  mittelst  des  Zirkels  und  Lineals 
zu  erledigende  Fälle,  nämlich  7,  13,  97  vergl.  Pascal,  Giorn, 
di  Batt,,  25;  über  19  und  37  siehe  Amaldi,  ib.,  30. 

Paioal,  Bepertoriam.  I.  1 
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§  8.   Vielfache  Wurzeln  der  Gleichungen. 

Damit  eine  Zahl  a  eine  r- fache  Wurzel  ton  f(x)  =  0  sei, 
ist  es  nothwendig  und  ausreichend,  dass  a  eine  Wurzel  der 
Glekhung  und  iJirer  ersten  r —  1  Derivirt^n  sei,  (Siehe  Kap.  6, 
§2.) 

Soll  eine  Gleichung  Jceine  vielfachen  Wurzeln  haben,  so  ist 
dazu  nothwendig  und  ausreichend,  dass  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Theiler  von  f{x)  und  ihrer  ersten  Ableitung  eine  Constante  sei. 

I>imdirt  ma/n  f(x)  durch  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Factor  von  f  und  f\  so  erhält  man  eine  Function,  deren  Wurzeln 
allen  Wurzeln  von  f  gleichwertig  sind,  aber  nur  einfach  auftreten. 

Nennt  man  J)^  den  grössten  gemeinschaftlichen  Factor  von 
f  und  /"  und  D^  den  grössten  gemeinschaftlichen  Factor  von  D^ 
und  seiner  Ableitung  Di,  so  gelten  die  Sätze: 

D^  =  Const.  ist  die  nothwendige  und  ausreichende  Be- 
dingung, damit  f  "keine  dreifaclien   Wurzeln  hahe,  etc. 

Bildet  man  die  Quotienten 

f  A  A 

so   hohen  die  Gleichungen  —  =  0,  —  =  0,   •••   zu    einfallen 

Wurzeln  bezüglich  i  alle  einfachen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung, 
alle  doppelten  Wurzeln,  alle  dreifachen   Wurzeln,  etc. 


§  9.    Beeile  und  complexe  Wurzeln  der  Gleichungen 
mit  reellen  Cocfficienten. 

Zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  reellen  Wurzeln  einer 
Gleichung  f=0  ist  eine  ungerade  Anzahl  von  Wurzeln  der 
derivirten  Gleichung  /*'  =  0  enthalten  (der  Bolle' sehe  Satz). 
Vergl.  auch  Kap.  6,  §  4. 

Zwischen  zwei  consecutiven  Wurzeln  von  /"  =  0  liegt  nicht 
mehr  als  eine  Wurzel  von  /*=  0. 

Wenn  alle  Wurzeln  von  f  =  0  reell  und  einfach  sind,  so 
gilt  dasselbe  für  die  Wurzeln  v&n  /*'  =  0. 

Sind  die  Glieder  einer  Gleichung  nach  ihrem  Grad  geordnet, 
so  sagt  man,  zwei  sich  folgende  Glieder  bilden  einen  Wechsel 
oder  eine  Folge,  je  nachdem  sie  verschiedene  oder  gleiche  Vor- 
zeichen haben. 


§  9.    Beeile  und  complexe  Wurzeln  der  Gleichungen.         99 

In  jeder  Gleichung  ist  die  AnzM  der  reellen  positiven 
Wurzeln  nicht  grösser  als  die  Anzahl  der  Wechsel  von  f(x) 
und  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  nicht  grösser  als  die  der 
Wechsel  von  f( — x)  {das  Cartesius'sche  oder  Harriot'sche 
Theorem,  Buch  3  der  Cartesius' sehen  Geometrie,  S.  70  der 
Amsterdamer  Ausg.,  1683  und  früher  in  Harriot,  artis  anal, 
praxis  ad  aequ.  alg.  resolv,,  London  1631.  Vergl.  Lagrange, 
Oeuvres,  8,  S.  196  und  Gauss,  Crelle,  3,  S.  1). 

Der  Ueberschuss  der  Anzahl  der  Wechsel  über  die  Anzahl 
der  positiven  Wurzeln  von  f(x)  =^  0  ist  immer  eine  gerade  Zahl, 

Wenn  f(x)  nur  einen  Wechsel  hat,  so  hesUzt  f(x)  =  0 
nur  eine  einzige  positive  Wurzel. 

Ein^  Gleichung,  deren  sämmtliche  Wurzeln  reell  sind,  hal 
so  viele  positive  Wurzeln  wie  Wechsel. 

Eine  Gleichung  besitzt  wenigstens  2k  complexe  Wurzeln, 
wenn  2  k  consecutive  Glieder  fehlen,  oder  wenn  2  k —  1  consecu^ 
tive  Glieder  zwischen  zwei  Gliedern  von  demselben  Vorzeichen  fehlen. 

Die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von  f(x)  =  0,  welcfie 
grösser  als  die  positive  Zahl  a  sind,  übersteigt  nicht  die  Anzahl 
der  Wechsel,  welche  die  folgende  Beihe  von  Grössen  für  x  =  a 
besitzt: 

f,      =  f^x^-i  +  aia?«- «  H h  «n-i, 

/i      =  ttox"""^  +  aix"*-^  H 1-  a„_2. 


fn-l=  «oÄJ  +  «1» 
fn         =  ÖfO  , 

auf  jeden  Fall  aber  ist  die  Differenz  zwischen  den  beiden  Zahlen 
eine  gerade  Zahl  (der  Laguerre'sche  Satz,  Compt.  retid.,  89 
und  91). 

Die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln,  welche  f{x)  =  0  zwischen 
X  =^  a  und  x  =  b  (a  <  &)  besitzt,  übersteigt  nicht  die  Anzahl 
der  von  der  Aufeinanderfolge  von  successiven  Berivirten 

I  y      I     y      I       ^      f        >      *    '    * 

beim  Uebagang  von  x  =  a  zu  x  =  b  verlorenen  Wecfisel  und 
jedenfalls  ist  die  Differenz  zwiscfien  den  beiden  Zahlen  eine  gerade 
Zahl  (der  Budan'sdie  Satz,  Nouvelle  meth.  etc.,  Paris  1807).^) 

1)  Der  Satz  wird  auch  Jonrien  zugeschrieben,  Analyse  des 
iquat.  diterm.,  Paris  1831,  der  ihn  schon  vor  Budan  in  seinen  Vor- 
lesungen auseinandersetzte. 

1* 
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Man  dividire  f  durch  ihre  erste  Derivirte  f\  gebe  dem 
Best  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  und  bezeichne  ihn  mit  /*s; 
alsdann  dividire  man  f  durch  f^  und  nenne  den  Best  mit  ge- 
ändertem Vorzeichen  f^  u.  s.  w.;  die  Beihe 

A  /  >  /  2 1  fit  '  '  ' 

pflegt  man  eine  Sturm' sehe  ReUie  zu  nennen. 

Die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln,  welche  f(x)  =  0  zwischen 
X  =  a  und  x  =  h  (a  <  6)  besitzt,  ist  der  Anzahl  der  von  der 
Stürmischen  Reihe  hei  dem  Uebergang  von  x  =  a  zu  x  =  h  ver- 
loreneti  Wechsel  genau  gleich  (das  Stürmische  Theorem,  BuUeän 
deFSrussac,  11, 1829;  MSm. pr6s. par  divers  sav.,  6,  S.  271, 1836). 

Setzt  man  a  =  —  oo,  &  =  -|-(X),  so  erhält  man  die 
Anzahl  aller  reellen  Wurzeln. 

Bezeichnet  man  mit  5^,  5^,  Sji  '  *  '  ^^  Summe  der  0**", 
1*®**,  2*®°,  •  •  •  Potenzen  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
imd  setzt 


öl    =^07 


<f9  = 


er«  = 


^1  y    ^2 

^0^    ^11    ^2 
^1»    ^it   H 


SO  erhält  man  das  Theorem: 

Die  AnzaJd  der  Paare  von  imaginäreti  Wurzeln  der 
Gleichung  f(x)  =  0  ist,  abgesehen  von  den  vielfachen  Wurzeln, 
der  Anzähl  der  Zeichenwedisd  in  der  Aufeinanderfolge  a^^  (r^, 
(Tj,  •••  gleicJi.  Das  Borchardt'sche  Theorem,  J.  de  Liouville, 
12,  1846,  S.  58  und   WerJce,  S.  24  u.  469. 

Sollen  alle  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  mit  reellen 
Coefficienten  reell  sein,  so  ist  dazu  nöthig  v/nd  ausreichofid,  dass 

(Tj  >  0,  ^3  >  0,  •  •  •,  cr„  >  0     sm. 

Berühmt  ist  das  Problem  gewesen,  die  genaue  AnzaJd  da' 
redien  Wurzeln  einer  gegebenen  algebraischen  Gleichung  zu  ermitteln, 
welcfie  ztv^ischen  gegebenen  Grenzen  speciell  zwischen  —  oo  und 
-(-  cx)  liegen.  Dieses  Problem,  welches  den  Bemühimgen  der 
grössten  Mathematiker  Widerstand  geleistet  hatte,  wurde  auf 
elegante  Art  von  Sturm  mit  Hülfe  des  obigen  Theorems  gelöst. 
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Vergl.  Sylvester,  Fhil  Mag,,  1839,  15,  S.  428;  ib.,  1853, 
S.  456;  Cayley,  /.  de  Liouv,,  11,  13;  PliiJ.  Trans,,  1857  und 
Hermite,  Campt  Rand,,  36,  1853  etc. 


§  10.    Bationale  Wurzeln  der  Gleichungen« 

Damit  eine  ganze  Zahl  a  die  Wurzel  einer  Gleichtmg  mit 
ganzen  Coefficienten  sein  könne  i  ist  es  nöthig  und  ausreißend, 
dass  sie  entweder  den  letzten  Coefficienten  an  theüe,  oder  dass  a, 
wenn  man  mit  p^  das  Residt^it  dieser  Division  hezeicfinet,  den 
Coefficienten  a«_i,  um  p^  vermehrt,  theile;  oder,  wenn  man  unter 
p^  den  Quotienten  der  letzten  Division  versteht,  0^—29  um  p^ 
vermehrt,  u.  s.  w. 

Eine  ganzzahlige  Gleichung,  hei  welcher  der  Coefficient  der 
höchsten  Potenz  von  x  gleich  1  ist,  besitzt  keine  rational  gebrochenen 
Wurzeln. 

Wenn  eine  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  nur  eme 
einzige  vielfache  Wurzel  von  der  Yielfachheit  k  hat,  so  kann  diese 
nur  rational  sein, 

§  11.    Annähernde  Bestimmung  der  rellen  Wurseln 
einer  Gleichung. 

Eine  obere  Grenze  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  ist 
eine  Zahl,  die  grösser  als  alle  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung 
ist;  ähnliches  gilt  for  die  untere  Grenze, 

Wenn  eine  Zahl  x  =  a  die  Functionen  /",  /" ,  f\  •  •  • 
positiv  macht,  so  ist  sie  eine  obere  Grenze  der  reellen  Wurzeln 
der  Gleidiung  f=0  (Newton). 

Um  eine  obere  Grenze  zu  ermitteln,  bestinmie  man  zuerst 
die  ganze  Zahl,  die  unmittelbar  grösser  als  die  Wurzel  der 
Gleichung  /*(»— i)  =  0  ist,  setze  diesen  Werth  in  /'(«—*)  und 
addire,  wenn  das  Resultat  negativ  ausfällt,  soviel  Einheiten,  dass 
das  Resultat  gerade  positiv  wird.  Fährt  man  so  fort,  so 
kommt  man  zu  einer  ganzen  Zahl,  welche  alle  Derivirten  po- 
sitiv macht. 

Andere  obere  Grenzen  erhält  man  aus  den  folgenden  Formeln : 

Wenn  at  ufiter  den  negativen  Coefficienten  derjenige  ist, 
welcher  den  grössten  absoluten  Werth  hat,  so  ist  eine  obere 
Grenze  durch 

X  =  1 (Maclau rin)  gegeben. 
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Versteht  man  unter  a,   den   ersten  negativen  Coefficienten, 
so  erhält  man  eine  obere  Grenze  am: 

X  =  1  +  1/ -     (Lagrange). 

Or  sei   der  grösste  von  den  Coeffidenten,   die  dem   ersten 
negoHven  Coeffidenten  vorangehe;  eine  obere  Grenze  ist  dann: 


X  =  l  +  |7_^     (Tillot). 


Mittelst  des  Stürmischen  Theorems  kann  man  die  Wurzeln 
trennen,  d.  h.  Intervalle  finden,  innerhalb  deren  je  eine  einzige 
reelle  Wurzel  der  Gleichung  liegt. 

a  und  b  seien  die  beiden  Enden  eines  Intervalls,  in  dessen 
Innerem  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  enthalten  ist,  und  o 
sei  ein  Ende,  fCir  welches  f{a)  und  f"{a)  dasselbe  Vorzeichen 
habeyi. 

Bildet  man  die  Reihenfolge  von  Grössen 


fl,       =  a 


/•(«) 


«2 


=  a. 


fM 
r{a,y 


«n  +  l  =  «n 


SO  nähern  sich  die  Zählen  a»-f.i  rascli  dem  Werth  der  Wurzel 
von  f,  die  zti^isdien  a  und  b  liegt  (das  Newton'sche  Theorem). 
Bildet  man  ferner  die  Reihenfolge 


bn-{-i  = 


f(%)  -  fiK) 


(::::)' 


so  convcrgiren  die  Zahlen  6n-f  i  g^gen  dieselhe  zmschen  a  und  b 
liegende   Wurzel  (Fourier). 

Bldbt  man  bd  einem  beliebigen  Index  n  stehen,  so  ist  der 
beaangene  Fehler  kidner  als  a»  —  bn- 

Andere  Annähenmgsmethoden ,  die  sich  auf  geometrische 
Betrachtungen  gründen,  findet  man  bei  Catalan,  Mclanges 
maih.,  Lüttich  1868,  Bd.  1,  S.  79.  Die  Lagrange'sche  Art 
der  Annäherung   gibt   die   Entwickelung    der   Wurzel    in    einen 
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Kettenbruch,  Berl.  Mem.,  1769;  Sur  la  resolutiofi  des  equafions 
numeriques  et  additions,  Oeuvres,  Bd.  2,  S.  539 — 655,  Paris  1868; 
Tratte  de  Ui  resolution  des  equations  numeriques  de  tous  les 
deg^res,'  Oeuvres,  Bd.  8,  Paris  1879.  Andere  Methoden  sind  von 
Euler,  Cak.  Diff.,  Bd.  2,  §  234,  1755,  deutsch  von  J.  A.  C. 
Michelsen,  Berlin  1790—1793;  Cauchy,  Werke,  Bd.  4, 
S.  42—99,  Paris  1884;  Jacobi,  Crelle,  Bd.  6,  S.  257;  Heis, 
Sammlung  v.  Beisp,  und  Äufg,  aus  der  allg.  Arithmetik  und 
Algebra,  Köln  1882,  §  102.  Eine  praktische  Methode  zur  an- 
genäherten Berechnung  der  Wurzeln  rührt  von  Horner  her; 
vergl.  die  auf  S.  86  citirten  Werke  über  Algebra. 


§  12.    Die  GaloiB*BOhe  Theorie. 

Es  sei  f(x)^0  eine  algebraische  Gleichung  mit  lauter 
verschiedenen  Wurzeln  x^,  x^,  •  •  •,  Xn-  Bei  jeder  Gleichung 
sind  dann  im  Allgemeinen  die  symmetrischen  Functionen  der 
Wurzeln  die  einzigen  rationalen  Functionen  der  Wurzeln,  welche 
sich  rational  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
ausdrücken  lassen.  Existiren  noch  ausserdem  andere  rationale 
Functionen  der  Wurzeln  —  (unter  einer  rationalen  Function 
der  Wurzeln  soll  stets  eine  solche  verstanden  werden,  deren 
Coefficienten  auch  rational  aus  den  Gleichungscoefficienten  ge- 
bildet sind)  — ,  die  sich  rational  durch  die  Coefficienten  der 
Gleichung  ausdrücken  lassen,  so  ist  die  Gleichung  specieU  oder 
sie  hat,  wie  man  sagt,  einen  Affect. 

Die  Gesammtheit  von  Vertauschungen  zwischen  den  n  Wur- 
zeln Xi^Xi^  •  •  'j  ^n,  welche  jede  rationale  Function  der  n  Wurzeln, 
die  sich  rational  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  aus- 
drücken lässt,  numerisch  ungeändert  lassen,  bildet  eine  Gruppe, 
Diese  Gruppe  heisst  die  Galois'sche  Gruppe  der  Gleichung. 

Von  einer  Vertauschung,  welche  die  Wurzeln  iCi,  a?2,  •  •  •  Xn 
in  eine  andere  Reihenfolge  a:,^,  X;,,  •  •  •,  Xi^  überführt,  sagt  man, 
sie  lasse  eine  rationale  Function  Ii(xi^  X2,  •  •  •,  Xn)  numerisch 
ungeändert,  falls  B(xij  Xi^  •  •  •,  Xn)  und  B(xi^^  x,-^^  •  •  •,  XiJ 
bei  Einsetzung  der  Wurzeln  Yonf(x)  =  0  denselben  Werth  erhalten. 
Bei  numerischer  Unveränderlichkeit  brauchen  B(xi^  X2^  •••,  Xn) 
und  B{xi^,  a;^,  •  •  •,  Xt)  nicht  formal  gleich  zu  sein. 

Für  die  Galois'sche  Gruppe  einer  algebraischen  Gleichung 
f(x)  =  0  gilt  der  Doppelsatz: 

Jede  rationale  Gleichung,  die  zwisdien  den  n  Wurzeln  von 
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f(x)  =  0  besteht  und  deren  Coeffidenten  rational  aus  den 
Coefficienten  vofi  f{x)  gebüdd  sind,  bleibt  richtig,  wenn  die 
Wurzeln  eina'  Substitution  der  Galois' sehen  Oruj^pe  unterwarfen 
werden. 

Jede  rationale  Function  der  Wurzeln  von  /'(x)  =  0,  die 
numeriscJi  ungeändert  bleibt,  wenn  man  sämmtliche  Substitiäionen 
der  Galois'sclien  Gruppe  ausführt,  ist  rational  durch  die 
Coefficienten  der  Gleichung  ausdrückbar. 

Die  Gruppe  der  allgemeinen  Gleichung  ist  symmetrisch. 

Eine  Gleichung  ist  irreducibel,  wenn  sie  keine  Factoren 
hat,  deren  Coefficienten  sich  rational  durch  diejenigen  der 
Gleichung  selbst  ausdrucken  lassen. 

Die  Gruppe  einer  irreducibelen  Gleichung  ist  transitiv  und 
umgekehrt. 

Die  Ordnung  der  Gruppe  einer  irreducibelen  Gleichung  vom 
^ten  QyQ^^  deren  Wurzeln  rationale  Functionen  einer  einzigen 
Wurzel  sifid,  i^t  die  «*•  und  umgekelirt. 

Wir  wollen  mit  n  unbestimmten  Coefficienten 

die  Function 

?  =  mXi  +  CLiX^  H h  UnXn 

bilden,  worin  a;i,  •••,  Xn  die  Wurzeln   der  Gleichung  bedeuten. 
Führt    man     nun     an    dieser    Function    die    sämmtlichen 
r  Substitutionen  der  Gruppe  der  Gleichung  aus,  so  erhält  man 
r  Werthe 

Slj    ht'i    •  •  •,    fr- 

Die  Gleichxing 

F{i)  =  (?-?j  a— ?,)•••  a-fr)  =  0 

heisst  alsdann  die  Galois'sche  Besolvente  der  gegebenen  Gleichung. 

Alle  Wurzeln  von  F sind  rationale  Functionen  einer  von  ihnen; 
mit  ihrei'  Hülfe  lassen  sich  alle  Wurzeln  von  f(x)  =  0  ausdrücken. 

Im  Allgemeinen  nennt  man  jede  Gleichung  eine  Besolrenfe, 
durch  deren  Wurzeln  sich  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
ausdrücken  lassen. 

Die  allgemeine  Gleidiung  vom  «*®°  Grad  (n  >  4)  lässt  sich 
mittelst  der  Auflösung  einer  Resolvente  von  einem  höheren  als 
dem  2*®"  Grad  lösen;  es  gibt  aber  keine  Resolvent c  von  geringerem 
als  dem  n**°  und  zugleich  grösserem  als  dem  2*®°  Grad;  wenn 
n  von  6  verschieden  ist,  so  exisHrt  auch  keine  Besolvente  vom 
^ten  Qra^^  ^iß  versMedemmtijgi/^d^iidmng  f{x)  =  0  selbst 
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wäre;  ist  n  =  ß,  so  gibt  es  eine  solche  Resolvente  vom  6**^  Grad; 
die  allgemeine  Gleichung  vom  5^^  Grad  hat  eine  Resolvente 
vom  e*®'*;  die  Gleichungen,  für  welche  w  ^  4  ist,  haben  Resol- 
venten  von  geringerem  Grad. 

Wenn  G  die  Gruppe  einer  Gleichung  ist,  so  bilde  man  eine 
Reihe  der  Zusammensetzimg  von  G,  d.  h.  man  construire  die 
Reihe  von  Untergruppen  G^  J,  /',  •  •  •,  von  denen  jede  der 
grösste  NormaltheUer  (vergl.  S.  30)  der  vorhergehenden  ist.    Wenn 

r        r 
alsdann  diese  Untergruppen  die  Ordnung  r,  — ,  ,  •  •  ■  haben, 

so  hängt  die  Äuflösu/ng  von  f  von  den  Äußösungen  anderer 
Gleichungen  ab,  deren  Gcdois'schen  Gruppen  von  der  Ordnung 
**! )  ^2 »  •  '  '  ^**^  einfach  sind. 

Die  aMgemeinen  Gleichungen  von  einem  höheren  als  dem 
4}^^  Grad  sind  algebraisch  nicJit  auflösbar  (das  Ruffini'scJie 
Jlteorem).  üeber  die  Geschichte  dieses  Theorems  siehe  H.  Burk- 
hardt,  Äbh.  z.  Gesdi,  d.  M.,  Schlömilch's  Zeitschr.,  6,  1892; 
ital.  üebers.  von  Pascal,  Ann.  di  mat.,  1894. 

Damit  eine  GleicJiung  vom  Grad  w  >  4  durch  Wurzel- 
ausdrücke  (algebraisch)  lösbar  sei,  ist  es  nothwendig  und  aus- 
reichend, dass  die  Factor en  der  Zusammensetzung  der  Gruppe 
sämmüich  Primzahlen  seien. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit  eine 
irreducibde  Glnchung  vom  Primzahlgrade  durch  Wurzelziehen  lösbar 
sei,  besteht  darin,  dass  alle  Wurzeln  der  Gleichung  sich  rational 
durch  zwei  von  ihnen  ausdrücken  lassen  (Galois'sche  Gleichungen). 

Abel'sche  Gleichungen  nennt  man  diejenigen  irreducibelen 
Gleichungen,  bei  welchen  alle  Wurzeln  sich  rational  durch  eine 
unter  ihnen  ausdrücken  lassen,  und  bei  welchen  die  Symbole  diesei' 
rationalen  Functionen  vertauschbar  sind;  d.  h.  wenn 

Xi  =  Ri  (a;i) ,      xj  =  Rj  (xi) , 

so  muss 

Ri{Rj{x{))  =  Rj{Ri{x{)), 

sein. 

Solche  Gleichungen  lassen  sich  algebraisch  auflösen. 

rc"  —  1 
Die  Gleichungen  vom  Typus   — ZTT^^^'  ^^  denen  n  eine 

Primzahl  bezeichnet,  (Kreistheilungsgleichungen,  siehe  §  7),  sind 
AbeVsche. 

Die  Substitutionen  der  Gruppe  einer  AbeV sehen  Gleichung 
sind  miteinander  vertauschbar  (vergl.  S.  30). 
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Die  Auflösung  einer  irreducibden  Abd'schen  Gleichung  vom 
Grad  n  =  p^qß  -  • .,  teorin  p,  q,  -  -  •  Primzahlen  sind,  reducirt 
sich  auf  die  anderer  ÄbeVscher  Gleichimgen  vom  Grad  |>",  g^,  •  •  •. 

Die  Auflösung  einer  Abduschen  irreducibden  Gleidiung  vom 
Grad  p"^  worin  p  eine  Primzahl  bedeutd,  reducirt  sidi  auf  die- 
jenige anderer  Abd'sdier  Gleichungen,  deren  Gruppen  nur  Sub- 
stitutionen  von  der  Ordnung  p  enthäUen,  wenn  die  SuhstituHon  1 
nicht  gezäJüt  ivird. 

Die  Auflösung  einer  irreducibden  AbeVsdien  Gleichung  vom 
Grad  p^y  deren  Gruppe  nur  Substitutionen  von  der  Ordnung  p 
enthält,  reducirt  sich  auf  diejenige  von  a  irreducibden  AbeVschen 
Glddiungen  von  der  Ordnung  p. 

Genaueres  findet  man  in  den  Werken  über  Substitutionen 
von  Netto  und  Jordan,  vor  Allem  auch  in  Weber' s  Algebra 
und  den  übrigen  in  Kap.  2  citirten  Arbeiten. 


Kapitel  VI. 
Die  Differentialrechnung. 

§  1.    Das  Unendliohkleine  und  das  Unendliohgrosse. 

Eine  Variabele,  die  zur  Grenze  Null  hat,  ist  ein  Un^mdUch- 
Meines;  hat  sie  zur  Grenze  das  TJnendHchgrosse,  so  heisst  sie 
ein   Unendlichgrosses. 

Sind  a  und  ß  zwei  TJnendlichkleine,  und  ist  lim  -^  =:  0, 

so  sagt  man,  a  sei  von  höherer  Ordnung  als  ß\  ist  lim  =  cx), 

so  ist  a  von  niedrigerer  Ordnung  als  ß  und  ist  lim  -^  =  A  (einer 

endlicl^en  Grösse),  so  heissen  a  und  ß  von  derselben  Ordnung. 

Für  die  Unendlichgrossen  bleibt  die  dritte  Definition  be- 
stehen und  sind  die  Vordersätze  der  beiden  ersteren  zu  ver- 
tauschen. 

Ist  cc  von  höherer  Ordnung  als  ß  und  lim  —  eine  endliche 

Grösse,  so  sagt  man,  a  sei  in  Bezug  auf  ß  von  der  Ordnung  n, 
wobei  n  eine  beliebige  positive  ganze  oder  nicht  ganze  Zahl 
sein  kann. 

Wenn  cc  unendlich  gross  oder  unendlidi  Mein  ist,  so  hleiht 
es  dies  und  behält  dieselbe  Ordnung,  auch  wenn  es  mit  einer  end- 
lichen von  Null  verschiedenen  Grösse  multiplicirt  oder  dividirt  unrd. 

Die  algebraische  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Unendlich- 
Meinen  ist  wieder  ein  UnendlichMeines  von  der  Ordnung,  welche 
das  UnendlichMeine  von  der  niedrigsten  Ordnung  hat. 

Wenn  ein  UnendlicfiMeine^  a  die  algebraisdie  Summe  einer 
endlidien  Anzahl  anderer  UnendlichMeinen  ist, 

«  =  «1  +  «2  H h  «m, 

worin  a^  die  niedrigste  Ordnung  habe,  so  lässt  sich  immer  eine 
Umgebung   der   Grrenzwerthe   der    Variabelen^    von   denen   diese 
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TJnendlictiMemen  abhängen,  derart  finden,  dass  für  jeden  ihrer 
Punkte  das  Tor  zeichen  von  a  dasselbe,  wie  das  von  a^  ist. 

Die  Grenze  des  Verhältnisses  zweier  Unendlichkleinen  ändert 
sich  nicht,  wenn  man  zu  ihnen  ünendlichkleine  hez,  von  höherer 
Ordnung  hinzufügt. 

Aehnliche  Theoreme  gelten  für  die  ünendlichgrossen;  man 
braucht  nur  die  Worte  niedriger  in  höher  und  höher  in  niedriger 
zu  verwandeln. 

Wenn  die  Differenz  zweier  Unendlichgrossen  einer  endlichen 
Grösse  zustrebt,  so  sind  die  beiden  Unendlichgrossen  von  der- 
selben Ordnung  und  die  Grenze  ihres  Verhältnisses  ist  die  Einheit. 

Man  sagt,  unendlich  viele  ünendlichkleine 

«1,  «2»  «8»  •  •  •»  «m,  •  •  • 

convergiren  gleichmässig  gegen  Null,  wenn  bei  beliebig  klein 
gegebenem  (S  sich  eine  solche  ümgebimg  der  Grenzwerthe  der 
Variabelen,  von  denen  diese  ünendlichkleinen  abhängen,  finden 
lässt,  dass  für  die  Punkte  dieser  Umgebung  alle  a  kleiner  als 
a  sind. 

Sind  zwei  Reihen  von  imendlich  vielen  ünendlichkleinen 

ofi,  of2,  •  •  •,  cf«,  •  •  • 

^1»  ft?  •  •  •»  ß'in  '  '  '  • 

gegeben,  in  denen  jedes  j^i  von  höherer  Ordnung,  als  das  zu- 
gehörige ai  ist,  so  sagt  man,  die  /3  seien  gleichförmig  von  höh^'er 
Ordnung  als  die  entsprechenden  a,  wenn  die  Verhältnisse 

gleichmässig  gegen  Null  convergiren. 

Wenn  die  Summe  der  Ünendlichkleinen 

«1  +  «2  +  ■  •  •  +  «m  +  •  •  • 

einer  endlichen  Grösse  zustrebt  und  wenn  die  Unendlichkleinen 

gleichföm^  von  höherer  Ordnung  als  die  entsprechenden  a 
sind,  so  näJiert  sich  die  Summe  der  ß  der  Null  und  ist 

OD  OO 

lim  ^cci=  lim  ^(«i  +  ßi), 
1  1 

d.  h  die  Summe  der  a  ändert  sieh  nicht,  wenn  man  zu  jedem  at 


^^^^^v 

■ 

^p^ 

^  ^^                II 
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das  ünendlkMleine  von  höherer  Ordnung  ßi  himufügt  (der  Satz 
Über  die  Substitution  der  UnendlichJUeinen).  Beispiele  von  Fällen^ 
in  welchen  dieser  Satz  nicht  gilt,  findet  man  in  Pascal,  Note 
iriticJie  etc.,  S.  47  u.  ff. 


§  2.    Die  Lehre  von  den  Derivirten  der  reellen  Functionen 
einer  oder  mehrerer  reellen  Variabelen. 

Wenn  y  eine  Function  von  x  ist,  und  wenn  man  dem  x 

einen  heliehigen   Zuwachs   gibt,   den   wir   mit  Jx   bezeichnen 

wollen,  so  erfährt  im  Allgemeinen  auch  y  einen  Zuwachs,  der 

Jy  sei.  ^ 

Die  Grenze  des  Verhältnisses  -r^  heisst,  wenn  sie  existirt, 

Jx  '  ' 

endlich  und  imabhängig  von  dem  Vorzeichen  von  Jx  ist,  die 

Derivirte  (Ableitung,  Differentialquotient)  der  Function  im  Punkt  x. 

Wenn  eine   solche  Grenze  nur  für  ein  positives  Jx  und  nicht 

für  ein  negatives  Jx  existirt  oder  umgekehrt,  oder  wenn   sie 

7.war  in  beiden  Fällen  vorhanden  ist,  aber  nicht  denselben  Werth 

hat,   alsdann    unterscheidet   man    zwischen    der  Derivirten   zur 

Bechten  und  der  zur  Linken  des  Punktes  x. 

Nothwendige  Bedingu/ngefi  für  die  Existenz  der  Ableitung 
sind,  dass  die  Function  1)  in  dem  Punkt  stetig  und  zugleich 
2)  in  einer  Umgehung  des  Punktes  und  im  Punkt  selbst  efidlich  sei. 

Wenn  f{x)  eine  stetige  Function  ist  und  sich  für  jedes 
zwischen  a  und  h  liegende  x  ein  solches  //  finden  lässt,  dass 
für  es  selbst  sowohl,  wie  fttr  jede  Zahl,  die  kleiner  als  h  ist, 
mit  Ausnahme  von  ä  ==  0  der  Ausdruck 

f(x  +  h)  +  f(x  —  h)-2f(x) 

von  Null  verschieden  ist,  so  existirt  unter  allen  Umständen  eine 
rechts-  oder  eine  linksseitige  Derivirte  der  Fimction  f{x).  Vergl. 
Stolz,  Grundzüge  etc.,  S.  35;  Arithm,,  I,  S.  195. 

Wenn  der  Zuwachs  Jy  in  irgend  einer  Umgebung  des  be- 
trachieten  Punktes  unendlidi  oft  das  Vorzeichen  wechselt,  so 
existirt  die  Derivirte  in  diesem  Punkt  entweder  nicJit  oder  ist 
gleicJi  Null. 

Beisp.:   Die  Function  f(x)  =  a;  sin  — ,  f(0)  =  0  hat    im 

Punkt  X  =  0  keine  Derivirte;  die  Function 

f(x)  =  xUm^,  f{0)  =  0 
bat  im  Punkt  x  ^  0  zur  Derivirten  0. 
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Die  Fimdionen  ohne  Derivirfe  werden  in  des  Verfassers: 
Note  critiche  äi  calcoh,  Mailand  1895,  S.  85 — 128  besprochen; 
vergl.  Dini,  Grimdlagen  etc.,  Leipzig  1892. 

Man  hat  eine  Zeit  lang  geglaubt,  jede  stetige  Function 
sei  differenzirbar;  vergl.  z.B.  Ampere,  Journ.  de  Vicöle pohft,, 
cah.  13,  S.  148. 

Riemann  ist  der  erste  gewesen,  welcher  in  seiner  Ab- 
handlung über  die  Fouri er' sehen  Reihen,  Ahh,  der  Grött.  Ge- 
sellsck.,  1867  das  Beispiel  einer  Function  anftQirte,  welche  un- 
endlich oft  unstetig  ist  und  sich  doch  integriren  lässt.  Dieses 
Integral  war  mithin  eine  in  unendlich  vielen  Punkten  nicht 
differenzirhare  Ftmctiofi.  Das  von  Riemann  angegebene  Beispiel 
veranlasste  Hankel  zu  dem  sogenannten  Princip  der  Condenr 
sation,  mit  dessen  Hülfe  man,  wenn  eine  Function  mit  einer 
Singularität  in  einem  Punkt  gegeben  ist,  eine  andere  Function 
bilden  kann,  welche  dieselbe  Singularität  in  unendlich  vielen 
Punkten  hat.  Hankel,  Untersuchungen  über  die  unendlich  oft 
oscillirenden  tmd  unstetigen  FtmcHonen,  Tübingen  1870;  Math. 
Ann,,  20,  S.  63.  Mittelst  dieses  Princips  lassen  sich  Functionen 
aufstellen,  die  in  unendlich  vielen  Pimkten  (aber  nicht  in  allen 
Punkten)  keine  Derivirte  haben. 

Das  berühmteste  Beispiel  einer  stetigen  nicht  differenzir- 
baren  Fimction  gab  Weierstrass,  der  damit  das  Problem  löste, 
eine  stetige  Function  zu  bilden,  die  in  allen  Punkten  eines 
Intervalles  keine  Ableitung  besitzt. 

Die  Function  lautet: 


f(x)  =  ^g"*  cos  (5"7ra), 

n=0 

worin  0  <  a  <  1 ,  h  ungerade  und  ganz,  femer 
ah>l  +  1%    ist. 

Sie  hat  an  keiner  Stelle  eine  Derivirte.  Das  Beispiel 
wurde  zuerst  veröffentlicht  von  Du  Bois-Reymond,  Cr  eile, 
79,  S.  21;  vergl.  Wiener,  Crelle,  90,  S.  221,  252  und  Weier- 
strass, Functionenlelire,  1886,  S.  100. 

Später  fand  Dini,  Ann.  dl  mat.,  8,  2.  Ser.;  Grundlagefi 
etc.,  §  119  viele  andere  Fimctionen,  die  in  allen  Punkten  keine 
Ableitung  besitzen;  die  folgenden  sind  die  einfachsten: 
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2t 


3  .  6  . . .  (2n  —  1) 


3-^-.  cos  [1  •  3  . 5  .  • .  (2w  —  1)  x] 


2'l.5.9..'.^(4n+l)^^"[^-'-^-('^+^)"J 


fftr 
a>l+|7r. 


Weitere  in  unendlich  vielen  aber  nicht  in  allen  Punkten 
eines  Intervalls  nicht  difFerenzirbare  Functionen  hat  H.  A.  Schwarz 
gefunden,  Ges.  ÄbhundL,  11,  S.  269,  femer:  Darboux,  Ann,  de 
Vicole  norm,,  1875,  4,  S.  57  und  112;  Kopeke,  Math,  Ann., 
29,  S.  123,  34,  S.  161,  35,  S.  104;  Lerch,  Crdle,  103. 

Wie  aus  den*  Beispielen  Kopeke 's  hervorgeht,  ist  es, 
damit  die  Derivirte  in  unendlich  vielen  Punkten  nicht  existire, 
nicht  ausreichend,  dass  die  Function  unendlich  viele  Oscülationen 
in  jedem  endlichen  Intervall  mache. 

Die  Function 


"S^-j  }/sin*  n%x  +  Ax^ 


worin  A  hinreichend  gross  genommen  werden  muss,  ist  ein  Bei- 
spiel für  eine  immer  wachsende  oder  immer  abnehmende  (mono- 
tone) Function,  uelche  in  allen  rationalen  Funkten  keine  Deri- 
virte besitzt  (Dini). 

Bei  einer  Function,  die  sich  geometrisch  darstellen  lässt, 
ist  die  Derivirte  in  einem  Punkt  die  trigonometrische  Tangente 
des  Winkels,  den  die  geometrische  Tangente  an  die  Büdcurve 
mit  der  x-Axe  macht. 

Wenn  die  Grenze  des  Zuwachsvefhältnisses  -^  für  x=^(x> 

Ax  ' 

existirt  und  für  jeden  Werth  von  Ax  constant  ist,  so  kommt  sie  dem 

fix) 
Grenzwerth  lim  -^  gleidi  (das  Cauchy'sche  Theorem). 

Darüber  siehe  Du  Bois-Reymond,  Ann.  di  mat,  4; 
Math.  Ann.,  16;  Stolz,  Math.  Ann.,  15;  Rouquet,  Nour. 
Ann.,  16  und  S.  67  u.  ff.  der  Note  critiche  etc. 

Wenn  die  Derivirte  einer  Function  für  x  =  a  einen  Grenz- 
wertJi  hat,  so  ist  sie  für  x  =  a  stetig. 

Die  Ableitung  einer  Constanten  ist  Null. 

Die  Ableitung  einer  algebraischen  Summe  von  Functionen 
ist  der  algebraischen  Summe  der  Ableitungen  der  Functionen  gleich. 

Die  Derivirte  eines  Productes  ist  der  Summe  der  Producte 
der  Ableitung  eines  jeden  Factors  mit  allen  übrigen  Factoren  gleich. 
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Die  Derimrte  des  Qmüenten  zweier  Functionen  ist  einem 
Bruche  gleich,  dessen  Zähler  die  Differenz  zwischen  den  Froducten 
der  Ableitung  des  Zählers  mit  dem  Nenner  und  der  Ableitung 
des  Nenners  mit  dem  ZäMer  ist,  und  der  zum  Nenner  das 
Quadrat  des  Nenners  des  gegebenen  Bruches  hat.  

Ist  y  eine  Function  von  z  und  z  eine  Function  von  x,  so 
ist  die  Ableitung  von  y  nach  x  dem  Produd  aus  der  Ableitung 
von  y  nach  z  und  der  Ableitung  von  z  nach  x  gleich. 

Die  Ableitung  einer  inversen  Function  ist  dem  arithmetischen 
reciproken  Werifi  der  Ableitung  der  directen  Function  gleich. 

Wenn  die  Reihe  der  Derivirten  der  Glieder  einer  Reihe  von 
Functionen  (vergl.  Kap.  4,  §  3)  eine  glei(^mässig  convergente 
Reihe  vorstellt,  so  ist  ihr  Werth  genau  die  Derivirte  der  ge- 
gebenen Reihe  (die  gliedweise  Differentiation  der  Reihen).  Bei- 
spiele von  Fällen,  in  denen  die  gliedweise  Diflferentiation  der 
Reihen  nicht  anwendbar  ist,  findet  man  in  den  Note  critiche, 
S.  78  u.  ff. 

Die  Derivirte  einer  Potenzreihe  erhält  man  durch  Bildung 
der  Reihe  der  Derivirten  der  verschiedenen  Glieder  der  gegebenen 
Reihe.  

Die  Derivirte  von  y  nach  x  wird  durch   das  Symbol  ^ 

dargestellt.    Die  Fundamentalformeln  für  die  Differentiation  sind 
die  folgenden: 

y  =  yx,  T^  =  7^, 

^  '^      '  dx  2|/i 

dy 

w  =  sm  a;,       t^  =  cos  x , 
^  ^       dx  ' 

dy 
w  =  COS  0?,      j-^  =  —  sinx, 
^  ^      dx  ' 


2/  =  tg  a;, 


dy^     1 


2/  =  cotg:r,    g  = 


y  =  sec  aj,     -,-*'-  =  tg  a;  •  sec  a; , 

y  =  cosec  a?,  ^  =  —  cotg  x  •  cosec  x , 
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2/  =  ^, 

y  =  <^'^ 

^^  =  aMog,a, 

y  =  log,  X 

(?y  _  1 
dx        a:  ' 

y  =  Yoga  X 

y  =  arc  sin  ir, 

c/i/  _        1                    ^ 

dx        yi  — a:*' 

4i    ^^— •    o  «•/»    nf\a    /k* 

dy  _              1 

y  —  arc  cos  x, 

f/x              yi_a;«' 

2/  =  arc  tg  a^, 

(7y             1 

für  ein  zwi- 
schen 0  und 

y  =  arc  cotg  X , 

dy                   1 

-    gelegenes 

y» 

dx~        1  +  a;»' 

y  =  arc  sec  x , 

dy  _          1 

dx        x^x^-l' 

1/  =  arc  cosec  a: 

dy                       1 

y  =  ^, 


g  =  a;- (log  0^+1). 


CT»»  die  Derivirte  einer  Determinante  zu  erhalten,  deren 
Elemente  Functionen  von  x  sind,  bilde  man  die  Summe  der 
Determinanten  von  demselbcti  Grad,  welche  sich  ergeben,  ivenn 
man  den  Elementen  einer  Zeile  nach  der  anderen  die  Deriviiien 
dieser  Eleni^ite  substituirt. 


Hat  man  eine  Function  f^x^^  x^j  •  •  •)  von  mehreren 
Variabelen  und  setzt  für  x^,  x^^  •  •  •  ein  System  von  Werthen 
Oj,  Oj,  •  •  •  und  bildet  alsdann  die  Ableitimg  von  f  nach  x^^ 
so  erhält  man  die  partielle  Derivirte  1*®'  Ordnung  oder  die  erste 
partielle  Ableitung  von  f  nach  or^ .  Gleiches  gilt  von  den  übrigen 
Variabelen. 

Die  partiellen  Düferentialquotienten  bezeichnet  man  nach 
Jacobi  mit  o^       o^- 

dxy '  dx^ ' 

Pascal,  Bepertorium.  I.  8 
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Eine  Function  van  n  Variabelen  hat  n  partielle  Ableitungen 
erster  Ordnung, 

Wiederholt  man  an  den  ersten  Ableitungen  die  Operation 
des  Derivirens,  so  ergeben  sich  die  Derivirten  2**',  3**',  •  •  • 
Ordnung  oder  die  zweiten,  diitten,  •  •  •  Derivirten.  Man 
bezeichnet  sie  mit 


•,  wenn  p  die  Function  von  x  allein  ist,  und  mit 


d*y         c*y  


c*y 


•,  wenn  g  eine  Function  von  meh* 
reren  Variabelen  vorstellt. 


Wenn  die  beiden  ersten  Derivirten  ^ ,  -^  einer  Function 

dx^ '   dx^ 

f  von  zwei  Variabelen  in  einer  ganzen  Umgebu/ng  des  Punktes 
mit  den  Coordinaten  a.  und  cu  endlich  sind,  und  wenn  eine  der 

beiden  zweiten  Derivirten  ^ — ^ — ,  ö — 4 —  in  dem  Punkt  stetig 

vX-^  vX^      vx^  coc^ 

ist  und  in  einer  ganzen  Umgebung  des  Punktes  existirt,  alsdann 

sind  diese  beiden  zweiten  Ableitungen  einander  gleich;  es  ist  also 

dann  die  Reihenfolge,    in  der  die  Ableitungen  gebildet  werden, 

gleichgültig  (der  Satz  von  der  Umkehrung  der  Differentiationen). 

Vergl.   darüber:   Blanchet,  J.   de  Liouville,   6,   S.  65,    1841; 

Lindelöf,  Acta  Soc.  Fennicae,  8,  Tbl.  1,  S.  205;   Genocchi, 

Acc.  Torino,  4,  S.  327,  1869;  Schwarz,  Abhandl,  2,  S.  275; 

Peano,  Mathesis,   1890,  S.  153;    Stolz,    Grundziige  etc.,   1, 

S.  146  und  Pascal,  Note  critiche,  S.  164. 

Die    wichtigsten    Formeln     in    Bezug     auf    die     höheren 

Differential  quo  tienten  sind: 


dx"" 


x"'  =  m(m — 1)  •••  (m  —  w+  l)  a;'"-". 


—  sm:r  =  sm(-  +  x), 

d"  ftm    ,      \ 

—  cos;r==cos(— +  x], 

Jacobi,  Crelle,  Bd.  15,  S.  3;  Hermite,  Math.  Ann,,  Bd.  10, 
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(c*  sin  ar)  =  — 


•     n   ^ 


sin 


(•  +  t). 


— -  (c'  cos X)  = cos  (a;  +  -r)  • 

^^"  sin«  J        V    ^   ^  / 

Weitere  Angaben  über  diesen  Gegenstand  findet  man  auf 
S.  148  der  Note  critiche  etc. 

Wenn  y  eine  zusammengesetzte  Function  ist,  z.  B.  eine 
Function  von  x^^  oTj,  Xj,  •  •  •  und  diese  ihrerseits  Functionen 
von  X  sind,  so  ist  die  Ableitung  von  y  nach  x: 

^  =  ^  ^    I    ^y  ^^t    I 
dx        dx^    dx     '    dx^   dx    ' 

Ist  y  ah  implicite  (unentwickelte)  Function  von  x  durch 
die  Gleichung  f{x^y)=^0  gegeben,  so  ergibt  sich  die  Derivirte 
von  y  nach  x  aus: 

dy dx 

dx  cf 

Ist  aber  y  aU  implicite  Function  der  beiden  Varlabelen 
a-j,  x^  durch  die  Gleichung  /*(«/,  aj^,  a-^)  =  0  gegeben,  so  erhält 
man  dh  partiellen  Ableitungen  aus  den  Formeln: 

K  IL 

cy dx^  dy dx^ 

ex,  ~       TT'         dx^  ~       TT' 
dy  cy 

Die  partiellen  Derivirten  einer  homogeneti  Function  sind 
ebenfalls  homogene  Functionen,  deren  Uomogenitütsgrad  um  eine 
lAfäieit  geringer  ist. 

Die  Summe  der  Produkte  aus  den  partiellen  Derivirten  einer 
homogenen  Function  und  den  beziiglkhefi  Variabelen  ist  der 
mit  dem  Grad  der  Homogenität  multiplicirten  Function  gleich 
(das  Euler'sche  Theorem): 

df         ,     ^Z*        ,  _    r 

dx,  ^i  "*"  ^.r/«"^         ~*^' 

worin  r  den  Grad  der  Homogenität  bedeutet.  Diese  Eigenschaft 
ist  eine  noth wendige  und  ausreichende  Bedingung,  wenn  die 
Function  f  homogen  sein  soll. 
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§  3.    Die  Lehre  von  den  Differentialen  der  Functionen 
einer  oder  mehrerer  Vaxiabelen. 

Differential  einer  unabhängigen  Variabelen  x  nennt  man 
einen  beliebigen  dieser  Variabelen  gegebenen  Zuwachs  und  be- 
zeichnet ihn  mit  dem  Symbol  dx, 

DifferefUicU  der  Function  y  von  x  heisst  das  Product  aus 
der  Ableitung  von  y  mit  dem  Differential  der  unabhängigen 
Variabelen.     Man  bezeichnet  es  mit  dy\  es  ist  also 

dy  =  f'{x)dx. 

Das  Differential  der  Function  unterscheidet  sich  um  Unend- 
Uchkleine  höherer  Ordnung  von  dem  Zuwachs,  welchen  die  Function 
erleidet,  ivenn  man  der  unabhängigen  Variahelen  den  Zuwachs 
dx  gibt. 

Wenn  man  das  erste  Differential  der  unabhängigen  Varia- 
helen für  jeden  Werth  von  x  als  constant  annimmt,  so  ist  das 
«*®  Differentinl  der  Function  dem  Product  der  n^^^  Derimrten  der 
Function  mit  der  n^^  Potenz  des  Differentials  der  unahhängigen 
Variahelen  gleich. 

Man  bezeichnet  als  totales  Diffei'ential  einer  Function  von 
mehreren  Variabelen  die  Summe  der  Producte  der  partiellen 
Derivirten  der  Function  mit  den  Differentialen  der  imabhängigen 
Variabelen: 

Wenn  die  ei'sten  partiellen  Derimicfi  da'  Function  stetig 
sind,  so  unterscheidet  sich  das  totale  Differential  von  dem  Zu- 
wachs der  Function  um  Unendlichkleinc  von  höherer  Ordnung 
(der  Satz  ühir  das  totale  Diffei'ential).  Beispiele,  für  welche 
dieses  Theorem  nicht  gilt,  findet  man  bei  Thomae,  Äbriss  einer 
Theorie  der  complcr.  Funct.,  S.  17  und  in  des  Verfassers  Note 
critiche,  S.  159. 

Wenn  man  die  Differentiale  der  Variabelen,  von  denen 
die  Function  f  direct  abhängt,  als  constant  annehmen  kann  — 
und  dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  sie  entweder  unabhängig  oder 
sämmlich  lineare  Fimctionen  einer  oder  mehrerer  unabhängiger 
Variabelen  sind  —  alsdann  lässt  sich  das  n^  Differential  der 
Function  f  durch  die  Formel 
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ausdrücken,  in  welcher  da^  Symbol  auf  der  rechten  Seite  eine 
symbolische  Potenz  bezeichnet;  d.  h.:  man  soll  die  n**  Potenz  auf 
die  gewöhnliche  Art  entwickeln  und  dann  die  Exponenten  an  den 

Ausdrücken  g — ,  g—  ^  -  -     als  Di/ferentiationszeichen  ansehen. 

Im  anderen  Fall  werden  die  höheren  Differentiale  von  f 
nach  demselben  Gesetz  gebildet,  wie  das  erste  Differential, 
vorausgesetzt,  dass  dx^^  dx^^  •*•  bestimmte  Functionen  aller 
Variabelen  sind. 


§  4.    Die  Lehre  von  den.  in  einem  gansen  Bereioli 

derivirbaren  Fonotionen.    Die  Theoreme  von  Bolle,  vom 

Mittelwerth  und  Folgerungen. 

Wenn  die  Function  einer  Variabelen  in  einem  ganzen 
Intervall  von  a  bis  b  immer  endlich  und  derivirbar  ist  u/nd  an 
den  beiden  Endpunkten  denselben  Werth  hat,  so  gibt  es  wenigstens 
einen  Punkt  des  Intervalls,  für  welchen  die  Derivirte  der  Function 
NuU  ist  (das  Rolle'sche  Theorem), 

Wenn  f(x)  in  aUen  Punkten  des  Intervalls  von  a  bis  b, 
in  dessen  Enden  sie  den  Werth  NuU  hat,  immer  endlich  und 
derivirbar  bleibt  und  wenn  ein  beliebiger  WerOi  k  gegeben  wird,  so 
existirt  in  dem  Innern  des  Intervalls  immer  ein  Putüct,  in  welchem 


f¥) 


=  k  ist  (das  Waring'sche  Theorem). 


Macht  man  in  Bezug  auf  die  Function  f(x)  dieselben  Voraus- 
setzungen in  dem  ganzen  Intervall  von  x^  bis  Xq  -f"  Ä*  ^^  besteht 
die  Formel 

fi^o  +  Ä)  —  /(^o)  =  hf'(xQ  +  0h)  (der  MUtelwerthsatz) 
(0  ^  ö  ^  1). 

Wenn  die  Derivirte  einer  Function  in  einem  ganzen  Inter- 
vall beständig  Null  bleibt,  so  ist  die  Function  constant. 

Eine  Function,  deren  Derivirte  in  einem  ganzen  Intervall 
constant  bleibt,  ist  eine  lineare  Function  von  x. 

Wenn  drei  Functionen  (p{x),  t(;(a:),  x{^)  ^**  einem  ganzen 
Intervall  («,  b)  endlich  und  derivirbar  sind,  so  existirt  in  ihm 
ein  Punkt  x\  in  welchem 


<p  (o),     i|;  (a)       X  (a) 
VQ>),     ^(b)       xQ>) 


=  0  ist. 
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Wenn   ({x^i  a-j,  a^s,  •••)    eine  in   einem  ganzen  Bereid^ 
endlicfie  und  derivirhare  Function  ist,  und  wenn 

K»  ^87  •  •  •)>     («1  +  ^1»  «2  +hi  •  •  •) 
die   Coordinaten  zwei^  in   dem  Bereich  gelegener  Punkte  sind, 
welche  die  Beschaffenheit  haben,  dass  die  sie  verbindende  Gerade 
vollständig  in  dem  Bereich  enthalten  ist,  (dutös  also,  anäl^isdi 
ausgedrückt,  im  Allgemeinen,  wenn  man 

a?!  =  «1  +  xh^,    ajj  =  a,  +  xh^,    x^  =  a^  +  xh^,  •  •  • 

setzt,  aucJi  die  den  Werthen  0  <  o?  <  1   entsprechenden  Funkte 
sämmtlicli  in  dem  Bereidi  liegen),  alsdann  hcU  die  Formel  Gültigkeit: 


=  (*iÄ  +  ^«ä|  +  "^a, 


(0  ^  e  ^  1). 


+  •*! 


Eine  Function,  für  welche  dieselben  Bedingungen  wie  w 
dem  vorigen  Satz  gelten^  und  deren  Derivirte  in  dem  ganzen 
Bereich  immer  NM  bleibt,  ist  eine  in  dem  ganzen  Bereich  coyx- 
stante  Function. 


§  5.    Die  Lehre  von  der  Taylor-Maclaurin*BClien  Formel; 
die  Entwiokelbarkeit  der  Fonotionen  in  Belhen. 

Wenn  äne  Function  f{x)  in  einem  ganzen  Intervall  von  x^ 
bis  Xq  -\-  h  endlich  und  derivirbar  ist  und  es  zugleich  ihre  n  —  1 
ersten  Derivirten  sind,  so  besteht  die  Formel-. 

fiH  +  *)  =  /-(^o)  +  n/"  W  +  2T^"(^..)  +  ••■ 


+  (^-l)7/^"->W  + 


—  öl*~^ 


i)(n-l)! 


■/•(")(xo+ÖÄ), 


worin  p  eine  beliebige  positive  Zdfd  und  0  ^  ö  <;  1  ist. 

Für  p  =  n  oder  jp  =  1  nimmt  der  letzte  Tenn  die  beiden 
specialen  Formen  an: 

12,  =  ^  /•(»)  {x^  +  eh)     (Lagrange), 

I^n  =  ^^^^^P  /-^"^  (^0  +  6h)     (Cauchy). 
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Die  obige  Formel  ist  unter  dem  Namen  der  Taylor'scheti 
Formel  bekannt  und  der  letzte  Term  wird  der  Best  der  Formel 
genannt.  Setzt  man  Xq  =  0  und  h  =  x^  so  ergibt  sich  die 
Maclaurin'sche  Formel, 

Sind  f{x)^  ^W  ^^^^  *^  ^^w*  gangen  Intervall  (x^,  x^-^h) 
endliche  und  derivirbare  Functionen  und  wird  die  Derivirte  voti 
F  in  diesem  Intervall  niemals  Null,  so  besteht  die  Formel: 

f{x,  +  h)^f(x,)  _  r(x,  +  eh) 

F(x,+h)^F{x,)        F'(x,  +  eh)' 

Wenn  eine  Function  fix^tX^^x^^  •  •  •)  mehrerer  Variabden 
in  einem  ganzen  Bereich  endlich  und  derivirbar  bleibt  und  es 
gugldch  ihre  sämmtlichen  Ableitungen  bis  zur  (n  —  1)*^  Ordnung 
bleiben,  und  wenn  (oj,  Oj,  •••),  (oi+Äi,  o,  +  ^?  •'*)  ^^^ 
solche  Punkte  des  Bereiches  sind,  dass  die  Zwischenpunkte  der 
Geraden,  welche  sie  verbindet,  d.  h,  aUe  Punkte  mit  den  Coordi- 
naten  a^  +  Oh^,  o,  +  öä,,  ...  (O  ;^  ö  ^  1)  ebenfalls  dem  Be- 
reich angMren,  alsdann  gut  die  Formel: 

/'(■h+»i. «.+»..  •■•)-^(».,«i.-)+(^*.+i^  »,+■•■) 

in  welcher  unter  ^ — ,   « — ,   •  •  •   die  Derivirten  für  den  Punkt 

(^19   ^9    '  '  ')    verstanden    sind    und    durch    die    symbolischen 
Klammem 

angegeben    wird,    dass    man    die    t^   Potenz    dieses    Polynoms 
auf  die  gewöhnliche  Art  entwickeln  und  alsdann  den  t^*^  Po- 

tenzen  oder  Producten  der  i  Derivirten  « — »   ö — »   •  •  •  die  ent- 

spret^enden  t**"  Derivirten  von  f  substituiren  soll,  und  in  welcher 
schliesslich  i?.  eine  der  beiden  Formen 


oder 
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hat. 

Diese  Formel  ist  die  sogenannte  Taylor'sck^  Formel  für  die 
Functionen  mehrerer  Variäbden, 

Wenn  die  för  die  Taylor'sche  Formel  angegebenen  Be- 
dingungen für  jeden  beliebigen  Werth  des  Index  n  gelten  nnd 
wenn  die  Grenze  von  i?„  für  n  =  oo  Null  ist,  alsdann  lassen  sicfai 

f{%  +  '0     oder     f{a^  +^1,0^  +  \,  -  •  •) 

in  eine  nach  Potenzen  (in  dem  ersten  Fall)  von  h  oder  (in 
dem  zweiten  Fall)  von  h^^  Äj,  •  •  •  geordnete  Reihe  entwickeln 
und  man  erhält  das,  was  man  im  eigentlichen  Sinn  die  Taylor^- 
sehe  Beihe  zu  nennen  pflegt. 

Soll  eine  Function  in  Taylor'sche  Reihen  enticicJcelbar  sein, 
so  muss  sie  und  alle  ihre  Derivirt^n  von  beliebiger  aber  endlicher 
Ordnung  für  jeden  wiUMrUchen  Punkt  des  Intervalls  d.  h.  für 
alle  Funkte  von  der  Form  x^  +  dh  oder  a^  +  öä^,  a^  +  ÖÄg,  •  •  • 
(0  ^  0  <  1)  stets  endlich  sein. 

Wenn  ir(«)(a?o  +  Oh)  oder  f<'^\a^  +  0\,  (h  +  ^h^  " ') 
für  jedes  beliebige  0  und  jedes  beliebige  n  stets  kleiner  als  eine 
endliche  Zahl  bleibt,  d,  h.  wenn  /^"^  nicht  zugleich  mit  n  dem 
Unendlicligrossen  zustrebt,  so  lässt  sich  die  Function  in  Taylor'- 
sehe  Reihen  entwickeln, 

jyie  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  unter  welcher 
eine  Fundion  einer  Variahelen  in  Taylor'sche  Reihen  entwickelt 
werden  kann,  besteht  darin,  dass 

für  n  =  cx)  gleichmässig  gegen  Null  convergire  (Pringsheim). 

Siehe  Pringsheim,  Math,  Ann,,  Bd.  44  und  Pascal, 
Note  critiche  di  calcolo,  S.  176 — 214  und  Rivista  dl  mat.,  5, 
S.  37,  1895. 

Lässt  sich  eine  Function  ein^  Variäbden  in  eine  nach 
aufsteigenden  ganzen  Fotenzen  der  Variäbelen  geordnete  Reihe 
entwickeln,  so  kann  diese  Reihe  nur  eine  Taylor'sche  sein, 

Soll  eine  Function  f(x)  in  Taylor' sehe  Reihen  entwickelbar 
sein,  so  ist  es  nothw endig,  dass  die  Derivirten  von  beliebige^' 
endlicher  Ordnung  für  jedes  zwisdien  Xq  und  Xq  +  h  liegende  x 
sämmtlich  endlich  sind,    Lagrange,  Oeuvr.,  9,  S.  65;  10,  S.  72 
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hatte  geglaubt,  dass  die  Bedingung  auch  aiisreichend  wäre; 
Cauchy  aber,  Legons  sur  le  calctd  infin,,  1823,  S.  152;  1826, 
S.  105  hat  zuerst  ein  Beispiel  gefunden,  bei  welchem  die  Deri- 
yirten  zwar  endlich  sind,  das  jedoch  diese  Entwickelbarkeit 
nicht  besitzt. 

Die  Cauchy 'sehe  Function  lautet 

rW  =  e",    /'(0)  =  0. 

Andere  Beispiele  sind  von  Du  Bois-Reymond,  Math, 
Ann,,  21,  S.  111;  Pringsheim,  Math,  Ann,,  42,  S.  161; 
44,  S.  41;  Mittag-Leffler,  Acta  math,,  15,  S.  279;  vergl. 
Note  crüiche,  S.  180—196. 


Die  binomische  Beihe 
(1  +x)"=.  1  +  (m),x  +  (m),x»+  ••• 

ist  gültig  für  ein  beliebiges  m  und  |  2;  |  <  1 , 


oder 
oder 


„    positives  m  und  x  =  -\-  1^ 

„    negatives  1»  >  —  1  und  x  =  -j-  1 

m  (m  —  1)  (m  —  2)  ■ . .  (m  --  t  +  1) 
1 .  2  .  3  . . .  i 


Die  geometrische  Reihe 

^     ^  1  +  a:  +  x*  +  •  •  •  gilt  für  |  a;  |  <  1  und  ist  ein  specieller 
Fall  der  vorigen. 

Die  Exponentialreihen 


^^+fi  +  h  +  h  +  - 

,   glogg    ,    x^  (log  g)'    ,    a?*  (loga)*    , 

■•^       I  1  f  "1"  Of  "1"  Qf  I 


1! 


3! 


gelten  für 

jedes   X  und 

jedes  a. 


Die  goniometrischen  Reihen 


sm  X ) 


COBX  • 


X'      ^^    X" 


3! 


1  — 


•     4!  ) 


gelten  für  jedes  x. 
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Die  logarithinische  Eeihe 

\og(l+x)  =  o;  -  y  +  y  -  ~  +  •••  gilt  für  -l<aj<+l 
und 

logx  =  {x  —  l)  —  i(x—iy  +  \{x—iy gilt    für 

0  <  X  ^  2. 

Die  cyclometrische  Reihe 

X  X*     .     X* 


arc 


tg:r  =  f-y  +  y gilt  für  -l^a?<  +  l. 


Ändere  Taylor^sche  Reihen  sind: 
tgx  =  x-\-\a^  +  ^,afi  +  i^x'  +  S^x^  +  .^x^^  +  ^.. 

=  y>jß2m  rQ^_iM>  welche  für  —7t<x<  +  7t  gilt,  und 

1 

worin  ß^m  =  — ^yz;^ ^9m  ist  und  die  B^m  die  sogenannten 

Bernoulli' sehen  Zahlen  sind  (Kap.  18,  §  3). 


i  ^» i-  *5 1-^7 2_.  ^9  . 


cotg  x  —  -=—ix  —  :^x^—^x^—:^x^—  ^,^^x' 
=  — ^ä^^s««»"'-!,  welche  far  —  «<a;<  +  3t  gut. 


seoa;  =  1  +  27  +  4!-  +  -ßj-  H •"  ^'"»  ä^i  +  ■■'  ^^^^^^ 

für  aj  <  I  gut, 
Tind  worin  die  JE^im  die  Euler' sehen  Zahlen  bedeuten  (Kap.  1 8,  §  3). 


1         X     ,     Ix'     ,    29a;»    , 
cosec  a:--  =  -  +  5-^  +  3^  +  ... 

+  ^^(2!  +  ^!'^-^»'"+«^°"^'+  •••  gültig  für  0<x<«. 
arc  sin  ä;  =  x  +  -|  a;*  +  ^  a?*  +  •  •  • 

^      2.4-6   -^n      2m +  1    *       «^  im   *   ^  x. 
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log  sin  x=\ogx  —  ^  — j^j—  -^,  a:*»»  gültig  für  —n<x<n. 


^^^ ,         .    X*        Sx*        Sx\       Sjc«    , 


-^ —  =  1  +  i  o;  H ~ 7^  +  •  •  •    ist    die    Fundim, 

welche  die  BernouUi* sehen  ZaJden  B^^  B^,  •  •  •  liefert. 


X  4  1  I      °^t  °^4  I 

-^— Y  =  1  —  50;  +  -2j  47-  i       . 


1   aj«     .    1  . 3  Ä» 


log  (x  +  1/1  +  o;«)  =  X  -  ly  +  i^l  y  -...  gUtför|xi<l 


cos*«  =  1  —  -^  +  -^ ^,-  -  -\ gilt  für  jedes  x. 


cos  (m  arc  sin  x)=  1  —  — -  x^  + 
+      ^  4, Ä* ^^ ßf^ ^a?«+--  giltftir|x|<l. 


« .        t            ^1                           I    ^'  cos* «     9    , 
«"'  cos  Da;  =  1  +  r  cos  9  •  a;  -| _-^— ^  a;*  +  •  •  •, 


2! 


worin    a  =  r  cos  9,    5  =  r  sin  qp    ist. 


§  6.    Die  Lehre  von  den  unbestiminten  Formen. 

Wenn  man  bei  der  Anwendung  der  gewöhnlichen  Theoreme 
über  die  Grenzen  und  bei  dem  Aufsuchen  der  Grenze  einer 
Function  zu  einem  Resultat  von  der  Form 

^,  ^,  O-oo,  cx)%   1*,  0^  00-00 

kommt,  so  sagt  man,  es  habe  sich  ein  Problem  der  unbestimmten 
Formen  geboten;  dieses  Problem  auflösen,  heisst  auf  irgend 
eine  Art  mittelst  irgend  eines  geeigneten  Verfahrens  ermitteln, 
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welchen  Grenzwertli ,  wenn  ein  solcher  existirt,  die  gegehene 
Function  hat. 

Das  Aufsuchen  der  Werthe  der  ohen  angegebenen  Formen 
lässt  sich  immer  auf  die  Ermittelung  des  Werthes  der  ersten 
Form  zurückfuhren. 

In  Bezug  auf  die  Werthbestimmung  des  vieldeutigen  Aus- 
drucks —  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Wenn  g>{x),'iff  (x)  in  einem  Punkt  a  und  in  einer  seiner  Um- 
gebungen definirt  tmd  in  a  NuU  sind,  wenn  sie  ferner  in  diesem 
Punkt  eine  Ableitung  besitzen,  alsdann  ist,  falls  (p'{a\  t(;'(o)  nicht 
beide  Null  oder  beide  <x)  sind  oder  falls  zwar  ^'  (a)  =  0  ist, 

aber         7^—    bei   dem    Variiren   von   h   das    Vorzeigten   nicht 

wechselt,  die  Grenze  lim  ^-j-r  gleich    ,,)  : ,  unter  der  Voraus- 

Setzung,  dass  fnan  -r-;:  =  +  <x)  und  -; =  0  setzt. 

±0       —  ±^^ 

Wenn  die  Grenzen  von  q>  und  tf;  für  rc  «=  a  Null  sindy 

wenn  die  Grenze  des  Verhältnisses  ihrer  Derivirten  für  x  =  a 

existirt  und  wenn  schliesslich  in  einer  ganzen  Umgebung  von  a 

die  Derivirte   von  t^  immer  von  Null  verschieden  ist,   alsdann 

existirt  die  Grenze  von  ~7-\  ww^  ist  der  Grenze  des  Verhältnisses 
der  Derivirten  gleich. 

Ueber  die  unbestimmte  Form  —  gilt  der  folgende  Satz: 

Wenn  die  Grenzen  von  g>  und  t^  für  jr  =  a,  oo  sind, 
wenn  die  Grenze  des  Verhältnisses  der  Derivirten  existirt  und 
wenn  t^'(^)  ***  ^^  ganzen  Umgebung  von  a  nicht  nur  niemals 
NuU  wird,  sondern  auch  immer  dasselbe  Vorzeichen  behält,  so 
existirt  die  Grenze  des  Verhältnisses  der  Functionen  und  ist  der 
Grenze  des   Verhältnisses  der  Derivirten  gleich. 

Ueber  die  Sätze,  welche  die  unbestimmten  Formen  betreffen, 
vergl.  Du  Bois-Reymond,  Ann,  di  mat,,  4,  S.  346;  Stolz, 
Math.  Ann.,  14,  S.  235;  15,  S.  568;  33,  S.  244;  Rouquet, 
Nouv.  Ann.,  16,  113  und  Stolz,  Grundzüge  der  Diff.-  u.  Integr.- 
Rechnung,  Leipzig  1893,  I,  S.  72 — 84.  Weitere  Angaben  findet 
man  in  Pascal,  Note  critiche,  S.  233 — 247. 

Es  folgen  hier  die  Grenzen  einiger  unbestimmten  Formen: 

x^  sm  — 
,.      Ä  —  Bin  Ä         ,  ,.  X  ^ 

lim  — i =  1,  lim  ^ — 77-1 — r  =  0, 

,=roc  3C  +  C0BX  '  ^^Q  I0g(l+X)  ' 
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lim -. —  =  1 ,  lim  0(5  =  1 , 

X  ,.      iaax  —  ax         a' 

lim  =  log  a  —  log  5,  lim  rc^  log  —  =  0       (i>  >  1), 

^  ar»0                 ^ 


jr=sO 


iim^-^  =  0       (m>0). 


§  7.    Waohsende  und  abnehmende  Fonotionen. 
Maxima  und  Minima  der  Functionen  einer  oder  mehrerer 

Variabelen. 

Eine  Function  einer  einzigen  Variabelen  f{x)  heisst  in 
einem  Punkt  Xq  wachsefnd,  wenn  immer  ein  solcher  Werth  Ä 
existirt,  dass  flu-  jedes  Ä  <  Ä  gleichzeitig  die  beiden  Ungleich- 
heiten 

/•(oTo  — Ä)-/'(a:o)<0, 

/'(^ö+Ä)-r(a?o)>0 
gelten. 

Abnehmend  dagegen  heisst  die  Function,  wenn  die  anderen 
Ungleichheiten  bestehen: 

f(x^  —  h)—f{x^)>0, 
/•(^o  +  Ä)  — /-(xoXO. 

Wenn  die  1*«",  2*«°,  •.-,  (n  —  l)^  Berivirfen  in  dem 
Punkt  Xq  Null  sind,  die  w**  Derivirte  dagegen  nicht,  so  wächst  in 
diesem  Punkt,  falls  n  eine  gerade  Zahl  ist,  die  Function  weder 
noch  nimmt  sie  ah;  ist  n  dagegen  eine  ungerade  Zahl,  so  wächst 
die  Function,  wenn  die  n^  Derivirte  in  Xq  positiv  ist,  und  nimmt 
ab,  wenn  die  n**  Derivirte  negativ  ist 

Eine  Function  einer  einzigen  Variabelen  (oder  mehrerer 
^1»  ^2>  •  •  •)  ^*^  ^  einem  Punkt  Xq  (oder  einem  Punkt  mit 
den  Coordinaten  o^,  Oj,  •  •  •)  einen  grössten  WerOi  oder  ein 
Maximum,  wenn  sich  eine  solche  Grösse  k  (oder  ein  solches 
System  von  Werthen  Aj^,  ä^,  •  •  •)  finden  lässt,  dass  für  jedes 
h<Ck  (oder  für  jedes  System  von  Werthen  Äi  <  Ar^,  /'2  <^s»  "  ') 
immer 
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oder 

/'(«i  +  ^'ii  «2  +  *2i  •  •  •)  —  fifhy  ^2>  '-)<0  ist. 

Sie  liat  dagegen  in  einem  solchen  Punkt  emen  kleinsten 
Waih  pder  ein  Mininmm,  wenn  das  Zeichen  >  in  den  Un- 
gleichheiten an  die  Stelle  des  Zeichens  <  tritt. 

Soll  eine  Ftmction  in  einem  Punkt  ein  Maximum  oder 
Minimum  haben,  so  mt^ss  die  !*•  Derivirte  (oder  alle  partiellen 
ersten  Berivirteti)  gleich  NuU  sein. 

Soll  ferner  eine  Function  in  einetn  Punkt  ein  Maximum 
oder  Minimum  haben,  so  muss  die  Ordnung  n  der  in  diesem  Punkt 
von  Null  verschiedenen  Ableitung  niedrigster  Ordnung  (oder  der 
partiellen  Ableitungen  niedrigster  Ordnung,  die  in  diesem  Punkt 
nicht  sämmtlich  Null  sind)  eine  gerade  Zahl  sein. 

In  dem  Fall  einer  Function  einer  einzigen  Variäbelen  er- 
hält man,  wenn  n  die  Ordnung  der  von  Null  verschiedenen  Ab- 
leiiung  niedrigster  Ordnung  angibt,  ein  Maximum,  wenn  f^^^i^o) 
negativ,  und  ein  Minimum,  wenn  /'^"^(xq)  positiv  ist. 

In  dem  Fall  einer  Function  mehrerer  Variäbelen  muss  man, 
wenn  ein  gerades  n  die  Ordnung  der  partiellen  Ableitungen  niedrig- 
ster Ordnu/ng,  welche  nicht  sämmtlich  Null  sind,  angibt,  den 
symbolischeti  Ausdruck 

(ß^  ''i  +  ^  ^8  H ))^"^'  ^^^^  ^*^  Taylor'sche  Form€h%b\ 

untersuchen,  welcher  bei  seiner  Entwickdung  eine  Form  von  der 
n^^  Dimensiofi  in  Bezug  auf  ä^,  h^,  •  •  •  liefert.  Wenn  diese 
Form  für  jedes  beliebige  System  von  Werthefi  h^^  \,  •  •  •  immer 
dasselbe  Vorzeichen  behält  und  für  keine  anderen  Wetihe  der 
Grössen  h,  als  für  //t^  =  /»^  :=••.  =  0,  Null  wird  (eine  defi- 
nite  Form  ist),  alsdann  tritt  in  diesem  Punkt  wirklich  ein 
Maximum  ein,  falls  die  genannte  Form  beständig  negativ  ist, 
und  im  entgegengesetzten  Fall  ein  Minimum. 

Wenn  die  genannte  Form  für  andere  von  Ä^  =  //g  ==•••==  0 
verschiedene  Werthe  der  Grössen  h  verschwindet  und  constantes 
Vorzeichen  hat  (also  eine  semidcfinlte  Form  ist),  alsdann  sind 
andere  specielle  Untersuchungen  zur  Entscheidung  der  Frage 
nöthig,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  vorliegt  oder  nicht. 
Wenn  dagegen  diese  Form  kein  constantes  Vorzeichen  hat  (eine 
imlefinitc  Form  ist),  alsdann  existirt  in  diesem  Punkt  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 


§  7.    Mazima  and  Minima. 


127 


Für  den  speciellen  Fall  n  =  2  und  für  zwei  Variahele  ist 
die  obige  Form 

soll  sie  eine  definUe  Form  sein,  so  ist  es  nothtvendig  und  genügt 
es,  wenn 

av    d*f      [  av 


positiv  und  von  Null  verschieden  ist;  in  einem  solchen  Fäll  tritt 

ein  Maximum  oder  Minimum  ein,  je  nachdem  g — j  negativ 
oder  positiv  ist,  ^ 

Die  Lehre  von  den  Maxima  und  Minima  der  Functionen 
mehrerer  Variabelen  hat  zu  wichtigen  Untersuchungen  die  Ver- 
anlassung gegeben.  Siehe  Scheeffer,  Math,  Ann,,  Bd.  35; 
Dantscher,  ebenda,  Bd.  42;  Stolz,  Wiener  Berichte,  1868, 
1890,  1891,  1893;  Grundzüge  etc.,  1,  S.  211—258;  Mayer, 
Leipzig,  Berichte,  1892,  S.  85;  Genocchi-Peano,  Differential- 
rechnung etc.,  Leipzig  1899,  S.  177 — 189  und  Pascal,  Not^ 
crit.  etc.,  S.  226. 


Kapitel  VU. 
Die  Integralrechnung. 

§  1.    Die  Integrirbarkeit. 

f{x)  sei  eine  von  x  =  a  bis  x  =  h  stets  endliche  Function. 
Wir  wollen  das  Intervall  (a,  5)  in  eine  Anzahl  n  von  Theil- 
intervallen  di,  ^2,  •  •  •,  in  zerlegen  und  fr  sei  ein  Werth,  den  f 
in  einem  beliebigen  Punkt  des  Intervalls  ör  annimmt  oder  auch 
die  obere  oder  untere  Grenze  der  Werthe,  die  der  Fimction  f 
in  6r  zukommen.     Wir  wollen  nun  die  Summe 


2f^^r 


bilden  und  die  Ausdehnung  aller  Theilintervalle  unbegrenzt  klein 
werden  lassen,  während  ihre  Anzahl  n  unbegrenzt  wachse. 

Wenn  f(ir  w  =  oo  ein  Grenzwerth  der  obigen  Sunune 
ezistirt  und  stets  derselbe  bleibt,  auf  welche  Art  man  auch  das 
Gesetz  bilden  mag,  nach  welchem  die  Intervalle  ör  gegen  Null 
convergiren  und  nach  welchem  der  Werth  fr  in  dem  Intervall 
$r  ausgewählt  wird,  alsdann  sagt  man,  die  Function  f  sei  in 
dem  Intervall  a,  b  integrirbar  und  dieser  Grenzwerth  sei  das 
bestimmte  Integral  der  Function  von  a  bis  b  geno^nmen.  Man 
bezeichnet  ein  solches  Integral  mit  dem  Symbol 


ff{x)dx. 


Die  Werthe  a,  b  heissen  die  untere  und  obere  Grenze  des 
Integrals. 

Die  Bezeichnung  der  Grenzen  des  Integrals  rührt  von 
Fourier  her,  Theorie  analyt.  de  la  chaleur,  S.  252,  1822; 
Oeuvres,  1,  S.  226. 
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Ueber  die  Definition  des  Integrals  siehe  Riemann,  Werke, 
S.  225;  Du  Bois-Reymond,  Zt^dir,  für  Math,  u.  Phys,,  20, 
S.  123;  Crdle,  79,  S.  259;  Darboux,  Ann.  J^c,  norm.,  4, 
1875;  Pasch,  Maih.  Ann.,  30,  S.  144;  Volterra,  Giom.  di 
Batt.y  19;  Ascoli,  Acc.  lAncei,  2,  1878;  Ann.  di  mat.,  23; 
Peano,  Acc.  Torino,  1883;  Ann.  di  mat,  23. 

Die  Definition  erfordert  in  zwei  Fällen  Modificationen : 

1)  wenn  es  einen  oder  mehrere  Punkte  des  Intervalls  gibt, 
in  denen  die  Function  unendlich  gross  wird; 

2)  wenn  eine  der  Integrationsgrenzen  unendlich  gross  ist. 
Wird  f(x)  für  x  =  c  unendlich  gross,  a<ic<Cb^  so  nennt 

man  den  Ausdruck 

c  —  *'  b 

lim    I  f{x)  dx  -f-  lim     1  f{x)  dx 

das  bestimmte  Integral  von  a  bis  h  der  f{x)j  wobei  natürlich 
vorausgesetzt  wird,  dass  diese  Grenzwerthe  existiren  und  immer 
dieselben  bleiben,  auf  welche  Art  man  auch  e'  und  e"  unab- 
hängig von  einander  gegen  Null  convergiren  lassen  mag. 

Ein  solches  Integral  heisst  ein  wneigenÜiches  bestimmtes 
Integral. 

Tritt  der  Fall  ein,  dass  die  Grenze  der  Summe  der  beiden 
Integrale  nur  dann  existirt,  wenn  man  sich  c",  b'  durch  eine 
Beziehung  verbunden  denkt,  so  erhält  man  die  singxdären  im- 
eigentUcken  Integrale  (Cauchy). 

Wenn  eine  der  Grenzen  oder  beide  das  Unendlichgrosse 
sind,  so  heisst  der  Grenzwerth 


lim    /  f(x)  dx 
oder 

a  x" 

lim   j    Cf{x)dx+  ff{x)dx\ 

x"  =-{-CK)     x'  a 

das  uneigentticfie  bestimmte  Integral  von  f{x\  vorausgesetzt,  dass 
diese  Grenzwerthe  unabhängig  von  der  Art  existiren,  auf  welche 
x'  und  x"  gegen  oo  convergiren. 

Falls  die  Grenze  nur  dann  existirt,  wenn  man  sich  x' 
und  x"  durch  eine  Bedingung  verbunden  vorstellt,  erhält  man 
auch  hier  ein  singuläres  tmeigentliches  Integral. 

Pascal,  Bepertoriam.  L  9 
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Ein  uneigentliches  Integral  heisst  absoltU  (unbedingt)  can- 
vergent,  falls  die  Grenze,  von  welcher  in  seiner  Definition  die 
Rede  ist,  auch  dann  existirt,  wenn  man,  statt  die  Function 
mit  ihrem  richtigen  Vorzeichen  zu  nehmen,  üiren  äbsakUen 
Werth  in  Betracht  zieht;  es  heisst  einfach  (bedingt)  cofwergent, 
wenn  dieses  nicht  der  Fall  isi 

Die  nothivendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  eine 
endlictie  Function  in  einem  ganeen  Intervall  integrirbar  sei,  be- 
steht darin,  dass  die  Grenee 


lim  ^Drdry 


worin  Dr  die  Schwankung  der  Function  in  dem  Intervall  Sr 
darstellt.  Null  sein  muss, 

Soll  eine  endliche  Function  integrirbar  sein,  so  ist  es  noth- 
wendig  und  ausreichend,  dass  lim  t  ==  0  sd,  wenn  man  mit  t 

MBS  00 

die  Summe  der  Intervalle  dr  bezeichnet,  in  denen  die  Schwankung 
der  Function  grösser  als  eine  beliebige  festgesetzte  Grösse  ist 

Jede  stetige  Function  ist  integrirbar. 

Jede  punktirt  unstetige  Function  (siehe  Kap.  1,  §  9)  ist 
integrirbar  (das  Biemann' sehe  Theorem), 

Der  Werth  des  bestimmten  Integrals  einer  integrirbaren 
Function  ändert  sich  nicht,  wenn  man  den  Werth  der  Function 
in  einenh  oder  mehreren  Funkten  oder  allgemeiner  in  unendlich 
vielen  Funkten  ändert;  doch  müssen  die  letzteren  so  angeordnet 
sein,  dass  sich  in  jedem  beliebig  kleinen  Intervall  immer  ein  Punkt 
befindet,  in  welchem  der   Werth  der  Function  unverändert  bMbt, 

Eine  endliche  Function,  tcelche  in  dein  ganzen  Inicgrations- 
intervall  immer  wächst  oder  immer  abnimmt,  ist  integrirbar. 

Jede  stetige  Functiofi  mehrerer  integrirbarer  Functionen 
(spcciell  die  Summe  oder  das  Product)  ist  aurJi  ihrerseits 
integrirbar  (das  Du  Bois-Beymond'sche  Theorem,  Math.  Ann., 
16,  20). 

Die  bestimmten  Integrale  haben  die  Eigenschaften: 

b  a  b  c  b 

ff  ix)  dx ff{x)  dx;    jf{x)  dx  =ff(x)  dx  +  ffix)  dx. 


§  1.    Die  Integrirbarkeit. 


Es  gilt  die  Farmd: 


j f{x)(lx-=(b  —  a)]im  -^' 
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Dem  bestimmten  Integral  des  Products  zweier  Functionen 
Mnn  man  die  folgenden  Formen  gehen  (der  Mittelwerthsatz)  : 

b  b 

1-     ff(^)fi{^)dx  =  f{a-^e{b-a)}ff,{x)dx, 


worin  O*  zwischen  0  und  1  liegt,  f  und  f^  stetig  sind  und 
vorausgesetzt  wird,  dass  /i  innerhalb  des  Integrationsintervalles 
niemals  das  Vorzeichen  wechselt; 


2.     ff{x)f,{x)dx  =  f(a)ff,{x)dx, 


wenn  man  voraussetzt,  dass  f(x)  und  /i(ic)  integrirbare  Func- 
tionen sind  und  f{x)  im  Int^grationsintervall  eine  beständig 
positive  und  durchweg  abnehmende  oder  eine  beständig  negative 
und  durchweg  zunehmende  Grösse  ist;  O  bedeutet  eine  zwischen 
0  und  1  gelegene  Zahl; 

b  a-\-&{b^a)  6 

3-     //•(*)  fi  (^)  ''^  =  /■(«)//■!  («)  <^=«  +  fQ>)  fh  W  rfx, 

a  a  a-|-.9(6  — a) 

wenn  man  annimmt,  f(x)  und  fi(x)  seien  integrirbare  Func- 
tionen und  f{x)  sei  eine  im  IntegrationsintervaU  entweder  stets 
abnehmende  oder  stets  zunehmende  Grösse. 

Man  beachte,  dass  in  den  vorstehenden  Formeln  der  Werth 
von  d  verschieden  ist,  je  nachdem  es  sidi  um  die  eine  oder  die 
andere  Formel  handelt. 

Ueber  diese  Mittel werthsätze  vergl.  Bonnet,  J.  de  Liou- 
ville,  14;  Du  Bois-ßeymond,  Crclle,  69,  79;  Math.  Ann.,  7; 
Meyer,  MaÜi.  Ann.,  6  etc.  Siehe  Harnack,  Die  Elemente  etc., 
S.  270  und  Stolz,  Grundzüge  etc.,  1,  S.  420. 

Die  folgenden  Theoreme  geben  die  Bedingungen  an,  unter 
welchen  die  uneigentlichen  Integrale  convergiren. 

Wenn  eine  Function  f{x)  gegeben  ist,  die  in  einem  Punkt  b 
unendlich  gross  wird  und  in  jedem  Intervall  von  a  bis  b  —  e 

9* 
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integrirhar  ist,  und  trenn  sich  eine  solche  positive  Zahl  v  <  1 

finden  lässt,  da^s 

für  X  =  b  einer  endlichen  Grösse  zustrebt  oder  zwischen  end- 
lichen Grenzen  schwankt,  so  genügt  dieses,  um  den  Schluss  zu 
ziehen,  dass  das  bis  b  erstreckte  Integral  absoltä  convergent  sei. 
Ist  die  f(x)  des  vorstehenden  Satzes  eine  Function,  die 
immer  dasselbe  Vorzeichen  behält,  so  besteht  die  notwendige 
Bcdingufig,  damit  das  bis  b  erstreckte  Integral  convergent  sei^ 
darin,  dass  die  Grenze 

lim  (x  —  b)  f(x) 

x=b 

entweder  verschtvinde  oder  zwischen  zwei  Grenzen  schwanke,  die 
nach  der  gemachten  Hypothese  kein  verschiedenes  Vorzeichen  haben 
können,  und  von  welchen  die  eine  Null  ist. 

Wenn  eine  in  jedem  beliebigen  Intervall  (bis  oo)  integrir- 
bare  Function  vorliegt,  und  sich  ein  v  >  1  von  der  Beschaffenheit 
finden  lässt,  dass  die  Grenze 

lim  x^f{x) 

endlich  (bez.  Null)  ist,  oder  dass,  wenn  diese  Grenze  nic^tt 
cxistirt,  das  Product  zwischen  endlichen  Grenzen  schwankt,  so  ist 
das  Integral  der  f(x)  von  a  bis  oo  absolut  convergent. 

Macht  man  dieselben  Voraussetzungen  und  fügt  noch  die 
Hypothese  hinzu,  die  f{x)  wechsele  vofi  einem  gewissen  Punkt 
an  bis  oo  niemals  das  Vorzeichen,  so  besteht  eine  nothwendige 
Bedingung,  damit  das  Integral  einen  endlichen  Grenzwerth  besitze, 
darin,  dass  das  Product  xf(x)  für  rr  =  cx)  entweder  zur  Chrenze 
Null  habe  oder  zwischen  ztvei  Grenzen  schwanke,  von  ivetchen 
die  eine  Null  ist. 

Die  uneigentlichen  Integrale  werden  behandelt  in  Riemann, 
Werke,  Leipzig  1876,  S.  229;  Dirichlet,  Grelle,  17,  S.  60, 
Anm.;  Du  Bois-Reymond,  Crelle,  76;  Math.  Ann.,  13; 
Pringsheim,  Math.  Ann.,  37  etc.  Siehe  auch  des  Verfassers 
Note  critiche,  S.  272. 

Das  bestimmte  Integral,  dessen  obere  Grenze  x  ist,  stellt 
eine  Function  von  x  dar  und  heisst  die  Integral functioti. 

Wenn  man  zu  der  Integralfunction  eine  beliebige  Comtanfe 
hinzufügt,  so  erhält  man  eine  Fundion,  die  sich  ebcf} falls  durch 
ein  bestimmtes  Integral  darstellen  lässt,  welches  zur  oberen  Grenze  x 
ttnd  zur  unteren  eine  von  der  fniheren  verscliiedene  Zahl  hat. 


§  1.    Die  Integprirbarkeit. 
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Bezeichnet  man  mit  (p{x)  die  Integralfunction,   so  drückt 
die  Formel  _.  v  /  \    •    ^t 

in  welcher  C  eine  unbestimmte  Constante  bedeutet,  ein«  unbe- 
stimmte Function  aus,  die  man  das  unbestimmte  Integral  der 
Function  nennt  und  mit 

bezeichnet 

Kennt  man  das  unbestimmte  Integral,  so  wird  das  bestimmte 

mittelst  der  Formel 

b 

ff{x)dx  =  F{b)-F{a) 

berechnet. 

Die  Integralfunction  ist  immer  eine  steige  Fimäion, 
Wenn  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Fu/nction  f(x) 
stetig  ist^  so  lässt  sich  die  Integralfunction  di/ferenziren  und  ihre 
Ableitung  ist  dem  Werth  der  Function  f{x)  gleich, 
Ist  fix)  stetig,  so  bestehen  die  Gleichungen 
b  b 

}f^ff{x)dx^m,    ^ffix)dx  =  -f{a). 


Transformation  des  einfachen  Integrals,     Es  sei 


ff{x)dx; 


J  = 


setzt  man  a?  =  tf;  (y)  und  versteht  dabei  unter  tf;  eine  soldte 
derivirbare  Function  von  y,  dass  sich  in  dem  Intervall  a,  b  au>ch 
y  als  einwerthige  Function  von  x  betrachten  lässt,  so  erhält  man 

b' 

a 

ivorin  a\  b'  die  Werthe  von  y  sind,  welche  sich  aus  den 
GMchungen  a=^  '^{y),  b  =  '^{y)  ergeben. 


Man  habe 


Hy) 


^{y)^ff{?^,y)^^^ 


«(y) 


worin  a(y),  b(tf)  zwei  Functionen  von  y  vorstellen. 
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Nimmt  man  nun  an,  f(xj  y)  sei  eine  stetige  FuncHon  der 
leiden  Variahelen,  die  Functionen  f{x,  y),  a(y),  h(ß)  lassen 
sich  nach  y  differenziren  und  die  Derivirte  fy  sei  in  Bezug  auf 
beide  Variabel cfi  stetig,  so  erhält  man  die  Formeil: 

H'j) 

Jj  =//;(.,,)ix-r(«..)  ^-2f>  +  fM  '-^f. 

a{y) 

Sind  a,  h  constant,  so  lässt  sich  das  Zeichen  für  das 
Differenziren  nach  y  mit  de^n  Integrationszeichen  vertauschen; 
d.  h.  die  Ableitung  des  Integrals  ist  dem  Integral  der  Ableitung 
gleich  (der  Satz  von  der  Differentiation  unter  dem  Integraleeichen). 

Dieser  Satz  besteht  immer  dann,  wetin 


F{x,y)=ff{x,y)dx 


eine  Function  vofi  x,  y  ist,  für  welche  das   Theorem  von  der 
Umkehrbarkeit  der  beiden  Ableitungen  naäi  x  und  y  gilt. 

Sind  sotcohl  die  Grenzen  a,  b  als  auch  c,  d  constant  und 
ist  f(x,  ?/)  eine  stetige  Function,  so  gilt  die  Gldchung 

d  b  b         d 

fdy  lf(x,  y)  dx  =  jdx  ff(x,  y)  dy  (da^  Theorem  von  der 

<^      ^  a       c     Integration  unter  dem  Integralzeichen). 

lieber  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Sätze  über  die 
DiflFercntiation  und  Integration  unter  dem  Integralzeichen  gelten, 
siehe  Dini,  Grundlagen  etc.;  Arzela,  Bend.  Lincei,  Ser.  4,  Bd.  1, 
S.  533;  Acc.  Bologna,  1888,  1889;  Meyer,  Math.  Ann.,  6; 
De  la  ValleePoussin,  Ann.  de  Bruxelles,  16,  Tbl.  2,  S.  171; 
Stolz,  Math.  Ann.,  26;  Grundzüge  etc.,  1,  S.  440  u.  ff.; 
3,  S.  1,  23;  Harnack,  Math.  Ann.,  26.  Vergl.  auch  die  Note 
critichc,  S.  299  u.  ff.,  in  denen  Beispiele  von  Ausnahmen  ange- 
geben sind.  

Gliedweise  Integi'ation  der  Beuten.  Wenn  eine  Bcihc,  dercfi 
Glieder  Functionen  einer  Variabelen  x  sind,  in  einem  ganzen 
Intervall  gleichmässig  cofirergirt,  so  ist  sie  eine  integrirbare 
Function  von  x  und  ihr  Integral  durcJi  die  Beihe  der  Integrale 
der  einzelnen  Glieder  gegeben. 

Speciell  gilt  der  Satz: 

Eine  FotenzreUie  (vergl.  S.  64)  ist gUediceise  integrirbar  in  einem 
Intervall,  welches  in  dem  Convergetizbereich  der  Beihe  enthalten  ist. 
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Man  hatte  früher  geglaubt,  eine  convergente  Reihe  sei 
immer  gliedweise  integrirbar.  So  hat  z.  B.  Cauchj  diese 
irrige  Meinung  gehabt.  Weierstrass  stellte  zuerst  das  für  die 
gliedweise  Integration  grundlegende  Theorem  auf,  CrdU,  71, 
S.  353.  Andere  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  sind  von 
Darbouz,  Mem.  sur  les  fonct.  discont,  Ann.  icole  norm.,  1875; 
Kronecker,  BerL  Berichte,  1878,  S.  54;  Dini,  Gnmdlctgen  etc., 
§  286  u.  ff.;  Arzela,  Bend.  Lincei,  1,  Ser.  4»,  S.  321,  532; 
Du  Bois-Reymond,  Berh  Berichte,  1886,  S.  359;  Math,  Ann,, 
22;  Ahh,  der  hayer,  Akad,,  12. 

§  2.    Unbestimmte  Integrale. 
Die  unbestimmten  Grund  integrale  sind: 

3ifn^x=  — i— V  für  ein  von 


fx  ^^  ^  ^^^  ^' 
jsmxdx  = 

/cosxdx  =  sinx.  / -=— ^— dx  = 

'  J  Bin'  X 

^x  =  arc  sin  a;  =  —  arc  cos  x  +  Const., 

yi-x* 

/  ,  dx  =  arc  tg  x  =  —  arc  cotg  x  +  Const., 

«/  1  -f-  x 


1  verschiedenes  m, 
fe'dx  =  e*, 

cotgx, 


flog  xdx  =  x  log  ic  —  a?,     f  tgx  dx  =  - —  log  cos  oj, 

j"secxc7a^=|log;  +  ;!;^, 

/arc  sin x  dx  =  x  arc  sin  a;  +  ]/l  —  x*, 

I  SLTC  ig  X  dx  =  X  dLTC  ig  X  —  |  log  (1  +  x^) , 

/  arc  sec  x  dx  =  x  arc  sec  x  —  log  (rr  +  ]/x*  +  l). 

Um  Integrale  auch  anderer  Functionen  zu  berechnen,  sucht 
man  sie  durch  ein  geeignetes  Verfahren  auf  einen  dieser  GrundtTpen 
zurückzufahren.     Solche  Yerfahrungsarten  sind  unter  anderen: 
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1.  Das  sogenannte  SubstiiuHonsverfahrm,  wobei  a?*»^(jp) 
gesetzt  und  die  Function  ^  so  gewäMt  wird,  dass  das  transfoxmirto 
Integral  (vergl.  §  1)  entweder  bekannt  oder  leichter  zu  ennitteln  ist. 

2.  Die  sogenannte  theüweise  Integration,  die  in  der  An- 
wendung der  identischen  Formel 


/*   dv   .  n  du 

u-j-  dx  ==^  UV  —  Iv-j- 
dx  J     dx 


dx 


besteht.  Man  denkt  sich  die  zu  integrirende  Function  in  das 
Product  zweier  Functionen 

dv 

«'  di 

derart  zerlegt,  dass  sich  aus  dem  Ausdruck  fOr  j-  leicht  der- 

du 
jenige  für  v  finden  lässt  und  dass  das  Product  v  -r-  leichter 

zu  integriren  ist,  als  die  gegebene  Function.  Manchmal  hat 
man  erst  dann  Erfolg  mit  dieser  Methode,  wenn  man  sie 
mehrere  Mal  anwendet.  Man  vergl.  die  Werke  über  Integral- 
rechnung, z.  B.  das  des  Verfassers,  Mailand  1895. 


Unbestimmte  Integrale  rationaler  Functionen, 

— r-i—m  =  l/-r  arc  tff  ( 1/—  a; ) ,    wenn  a   und    h    dasselbe 

Vorzeicnen  haben, 

=  1 1/ T  log  — — ,  wennaundftverschie- 

r   — ao         rjcy—h-ya    dene  Vorzeichen  haben. 


J  x{a 


dx  1    ,  X* 

=  97:  log ; 


,J  1 


+  hx^)        2a  ^^  a+  hx 

dx  1  ,       h  +  2cx  —  l/6*  —  4ac 

-r^ — i 1  =  —  log  — ' -, ^ ,     wenn 

+  hx  +  cx*        |/ft«  __  4ac     ®  h  +  2cx  +  yb*  —  4ac 

h^  —  4ac>  0  ist, 
2 

,,  wenn  5*  —  4ac  =  0,  und 


b  +  2cx' 

2  ,        b  +  2cx 

=  -  arc  ig  -T=rr  - ,  wenn 

V4«c  -  ft«  l/4ac-&«    52_4ac<0ist, 

J  a«  —  a;«  ~  6a»  ^^^  a»  —  ä»  " 

Z7n»  das  /n^^ra2  einer  rationalen  Function  zu  finden,  zer- 
lege man  zuerst  die  Function   in   elementare  Brüdie  (siehe  die 


§  8.    UnbestimiKite  Integrale. 
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Zerlegung  rational  gebrochener  Functionen,  Kap.  1,  §  6,  S.  14 
nnd  15)  und  führe  dann  die  Integration  aus. 


Die  Integration  einer  rationalen  Function 


F(x) 
fix) 


lässt  sich  auf 


diese  Art  auf  die  Integration  der  Functionen  vom  Typus  (vergl. 
die  eben  citirte  Stelle) 
dx 


P^  +  Q 


dx 


(«>1) 


zurückfahren.  Dabei  bedeutet  a  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
/*(x)  =  0  und  ic*  +  i>x  +  g  einen  Factor  mit  conjugirt 
complezen  Wurzeln  von  f(x)  =  0. 

Die  erste  dieser  beiden  Functionen  wird  integrirt,  indem 
man  sie  mittelst  der  Substitution  x  —  a  =^  y  auf  einen  der 
Qrundtypen  (siehe  oben)  reducirt. 

Bei  der  zweiten  setzt  man 

wobei  a  +  *i3,  a  —  iß  zwei  conjugirt  compleze  Wurzeln  von 
/•(x)  =  0  sind,  und  erhält  so 

p  C ^^^ZJL dx  +  (Pa  +  Q)   f — 

Es  ist  aber 

f ^-^ dx ^,  f ^ .färn>l 

=  i-  iog[(x  —  ay  +  ß*)]  fttrn  =  1 

dx  X    —    U  y^ 

[(«-«)•  +  <»']-  ""  (2n-2)P'[(a;-«)'  +  p']-"* 

,        2h-  3        r d£ 

-•-  (2n  -  2)  p»  J  [(a:  _  „).  +  ^.]»-»   «^  «  >  1. 


und 


/i 


1         .    Ä- 
=  ^  arc  tg  -p- 


fÜr«  =  l. 


Diese  Formeln  sind  Eecursionsformeln,  aus  welchen  sich 
unter  allen  Umständen  die  Werthe  der  linken  Seiten  ableiten  lassen. 

Das  Integral  einer  reellen  rationalen  Function  besteht 
immer  lediglich  aus  den  drei  folgenden  Functionsformen. 
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1)  rationalen  Functionen, 

2)  logarithmischen  Functionen, 

3)  der  cjclometrischen  Function  arc  tg. 

Durch  die  Einführung  der  dritten  Form  wird  das  Auftreten 
complezer  Grössen  in  der  Rechnung  vermieden. 

Integrale  bratUmaler  Functionen, 

Die  Integrale  irrationaler  Functionen  vom  T^pus 

worin  f  das  Sjonbol  einer  rationalen  Function  ist  und  oc,  /3,  y 
gebrochene  Exponenten  sind,  werden  ermittelt,  indem  man 

setzt  und  dabei  unter  fc  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
aller  Nenner  der  Brüche  a,  j3,  y  versteht.  Auf  diese  Art  wird 
das  Integral  in  ein  solches  einer  rationalen  Function  von  y 
verwandelt. 

Ein  Integral  vom  Typus 


ff{x,  Vä  {x))  dx, 


worin  f  das  Sjonbol  einer  rationaleti  Function  zweier  Argumente 

bedeutet  und  ^  /  \  .    ,       •        9 

R{x)  =  a  -^  bx  -\-  cx^ 

ist,  wird  derart  integrirt,  dass  man 

yS  =  y  +  Ycx 
setzt.    Daraus  folgt 

y'  —  a 

^'~  2{b-ycy)' 

Bei  dieser  Methode  können  complexe  Grössen  auftreten, 
wenn  c  negativ  ist;  alsdann  müssen  aber,  wenn  f  für  jedes 
reeUe  x  eine  reelle  Function  sein  soll,  die  beiden  Wurzeln  a,  ß 
von  R  =  0  reell  sein .  und  man  kann  dann  stets  die  andere 
(reelle)  Transformation  machen: 

Ylt  =  fjXx  —  a), 
woraus  ^  ^ 

folgt.  '  -  y" 

Durcfi  jede  dieser  beiden  Substitutionen  wird  die  gegebene 
Ftmction  in  eine  rationale  reelle  Function  von  y  verwandelt, 
Ueber    die    Integrale    von   dem    hier   betrachteten    Typus    siehe 
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Hertens,  Monatshefte  etc.,  2,  1891  und  Stolz,  Gründende  etc., 
1,  S.  312  u.  ff. 

Integration  hinamischer  Differentiale, 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differentiale  versteht 
man  Ausdrücke  von  der  Form 

ir*"(rt  +  hx'')Pdx, 

worin  wt,  w,  p  beliebige  Zahlen  sind. 

1)  Wenn  p  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  ist,  so 
lässt  sich  das  Integral  leicht  auf  den  ersten  der  oben  be- 
sprochenen irrationalen  Typen  zurückführen. 

2)  Ist  — ^^^  eine  ganze  Zahl,  so  führt  die  Substitution 

a  +  ^ä;"  =  y 
auf  das  Integral  einer  rationalen  Function. 

3)  Ist  — — \- p   eine   ganze   Zahl,   so    kommt    man   zu 

dem  Typus  einer  rationalen  Function,  wenn  man 

ax~^  +  ^  =  y 
setzt.  

Bei  einer  Substitution  von  der  Form  x  =^yR{y),  worin 
B  eine  rationale  Function  bedeutet,  sind  die  Fälle  1,  2  und  3  die 
einzigen,  in  welchen  man  auf  das  Integral  einer  rationalen 
Function  kommt.    Kapteiyn,  Bull  de  Darboux,  12,  2.  Ser. 

In  anderen  Fällen  muss  man  suchen,  durch  theilweise  In- 
tegration das  gegebene  Integral  so  zu  transformiren,  dass  einer 
der  obigen  Fälle  zutrifft.     Solche  Bedtictionsformeln  sind  z.  B. 


Cx^{a  +  bx''ydx=^ 

= ,  ^  ^ ,  - -^  +   — r^ — r-7     x"'(a  +  bx'')P-^dx. 

m  +  jow  +  l        '    w+jpn  +  lj       ^      '  ^ 

Neuere  Arbeiten  über  die  Integrale  binomischer  Differentiale 
sind  von:  Hermite,  Ann,  di  mat,  1,  1867,  welcher  die  In- 
tegrale von  der  Form 

J  yr^^' 

untersuchte;  femer  von:  Cayley,  Messenger,  11;  siehe  auch 
Bulletin  de  Darboux,  10,  2.  Serie,  1886;  Combescure,  ib.,  11, 
2.  Serie,  1887;  Kapteiyn,  ib.,  12,  2.  Serie,  1888  etc. 
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/ ;=  =  +  —;=  arc  tg  1/ — ,    wenn  a  und  6  dasselbe 

J{a^-lx)yx       -V^         ^r    a^       Vorzeichen  haben, 

1              a  — 6a;  + 2yS"vCr^  , 

=  -—==  log '    i\^  '^ ,  wenn  a  und 

b  verschiedene  Vorzeichen  haben, 

/Yxdx  2}/x  0^    n       dx 
aJ^hx~     h  ^Jy^(a  +  bx)' 

I  - — ; -=  =  -7=  log     .  ^-pz  ,  wenn  a  >  0  ist, 

2  .     ya  +  hx  ^r^  '^ 

=    ■- —  arc  tg      ■  ,  wenn  a  <  0  ist, 

y—  a  Y —  « 

J  j/l  —  x^  dx=  "1  yi  —  x*  +  I  arc  sin  a;, 

fVi+V'  dx=^  yr+T«  + 1 1  og  (oj  +  yT+^) , 

/Yl+^  j:,  =  yrr^^  -  log  i±j^^ 


arc  cos  — , 


f  Ya  +  hx*  ^  Vt  ^^^  ^^^  "^  ya+hx^] ,   wenn   6  >  0  ist, 
=     .         arc  sin  (1/ •  ä;  j  ,  wenn  6  <  0  ist, 

/y^#^  =  yf '^«("  +  ''^  +  '1^^""^^    "^™ 


=  arc  sin  — ^ ,  wenn  &  <  0  ist. 


6  >  0  ist. 


Integrale  irigonometrisdier  Functionen. 
Ein  Integral  von  der  Form 


/• 


sin*"  X  cos"  X  dx 


§  2.    Ünbestdinmte  Integrale. 
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wird  mittelst  der  Substitution   sin  a?  =  ^  in  das  Integral   eines 
binomischen  I>ifferentials  verwandelt. 

Es  besteht  femer  die  bemerkenswerthe  Formel 


/" 


sin*"  X  cos"  xdx  = 


sin'^+^ajcos^+^a; 


+ 


tn  -^  n 
H ^—  isia^  X  coH^-~^xdx. 

Integrale    vom    Typus    jf{2mx^   cosx)dx,    worin   f  das 
Symbol  einer  rationalen  Function  zweier  Argumente  ist,  werden 

X 

auch   durch   die   Substitution   ig  —  =a  t  auf  das  Integral   einer 

rationalen  Function   gebracht.     Diese   Substitution   ist  meistens 
am  bequemsten. 

/•      dx  X 

1  -f  008  a;         '^  2  ' 

/sin  o: +  008  0:  =  y^  ^^^  *^  (I  +  I)  ' 

/X  +  BUiX    ^  ,       X 

/  sin^x  dx  =  —  ^  sin2aj  +  yo;, 
/  sin  ax  cos bx  dx  =  ,,__  ,  { b sin bx sin aX'\-  a cos bx cos ax ] , 


==  —  tg  — ,  wenn  a  =  6  ist, 


a>b  ist, 


v^ 


=,log 


Vb-äi^-  +  Vb+^ 


siehe 

Lobatto, 

Grelle,  9. 


wenn  a<&  ist, 


A       ,,  .  ,     =        ^        arc  tg  (yi  — /t'  tgx). 


yi 


jBa//.,  7 


/8in"*"^^a; 
da?  siehe  Besso,  Giorn.  di 
X 
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Integrale  von  Functionen  mit  LogarUhmen, 

schieden  ist, 

/log  X  dx loga; , 
(a  +  hxf  ~       (m  — l)6(a  +  6«)"»-^  "^ 

+ ^ I ?^ + 

•    (m— l)a6  l(,H  — 2)(a  +  6a;r-*    ' 

+ \ +  ...  + ^— )   -f. 

'    {m--Z)a{a-^bxf-^    '  1  .a"-*(a  +  5a?)  i    ^ 

"^(m— l)a'"-^5   ^^a  +  ft«' 
/sin  (log  x)dx=  —  [  sin  (log  a:)  —  cos  (log  x) } , 

/cos  (log  x)  <f  ic  =  —  { sin  (log  x)  +  cos  (log  x) } , 
y log  (loga;)  ^^  ^  j^^^  log  (log x)  —  loga?, 

/  log  (a  +  cos  x)  dx  =  — -. 

J     ^  ^      '  ^  a  +  co8x 

Ueber   die  Integrale    j  F(x)\ogf(x)dXj  worin   F  und   /* 

rationale  Functionen  bezeichnen,  siehe  Besso,   GRom.  di  Batt,, 
12,  15. 


Integrale  von  Functionen  mit  Exponeniidtgrössen, 

Eine  Function  von  der  Form  /"(e*),  worin  f  eine  rationale 

Function  bezeichnet,   wird  integrirt,  indem  man   e*  =  y   setzt; 

man  erhält  so  das  Integral  einer  rationalen  Fimction  von  y. 

r  n  T,  «*^"         na'^c**""^     ,    n(n  — l)a'a;""-* 

/  x^a'dx  =  -. i — i 1 — i •  •  • 

J  loga  log'a        '  log'a 

I    n(n-l).-2.1 

±         log-+»a  ' 


§  2.    ünbeeümmte  Integrale. 
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dx 


=  — —  log 


J  (1  +x)«""l  +  «* 
JxeFdx  =  ^{x—l), 

yV_ ,   .    ,      -           c"*(a  sindx  4-  6  cosbx) 
<f"smhxdx „.  +  ft. > 

f^'cosbxdz  =  iüC^f^y  «i^M . 


üeber  das  Integral    fe'^dx  siehe   Stieltjes,  ilda  maf/^., 
9,  1886. 

Integrale  von  Ausdrücken  mit  cydometrischen  Functionen: 
J'^^^dx=^x-Vl 
arcBinx 


.  — x^  arcsinx, 
X  arc  sin  x 


n   arc  Bin  x      ,  x  arc  sin  rc    ,     ,  .      /  ^  «v 

I  V  ,  ,^  cfa?  =     ^  +  i  log  (1  —  ^  )> 


1— a; 


/x  arc  sin  x    ,  arc  sin  o;    ,     ,  . 

y^^S^  ^^  =  ^  ^^^^  —  T  log(l  +x>)  —  J  (arctgÄ?)», 

/jcarctgo;   ,  ^7:^ \        ,         , 

^^  eia;  =  —  yl — x^arctgo?  + 

+  1/2  arc  ig   ,  —  arc  sin  x. 

^        ^yi  —  x* 

p     &rcigx        ,    X  arc  tg  x  1 

J  (yö+fea;*)*        ""  ayä~+bx*         a^b  —  a 


wenn  a  <  6  ist. 


aiarctga;  1         .       ya  +  bx^  —  "[/a  —  6 

o  y ö'+üä;*        a  }/a^  6         l/ö+Tä*  +  yä  ^^b  * 

wenn  a  >  6  ist. 
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Integration  durch  Reihen, 

J  -T"^'  =  ^—  3T3  +  6T6 • 

Die  durch  diese  Beihe  definirte  Function  von  x  ist  eine 
neue  transcendente  Function,  welche  der  Integrälsinus  heisst, 
und  mit  Si(x)  bezeichnet  wird.    Vergl.  Dienger,  Jf9^«^.-i2edbi., 

/C08  X 
dx   der   Int^grcd- 

cosirn^  genannt  und  mit  Ci(x)  bezeichnet. 

/?  «^^  =  ^°^^  +  *  +  Ä  +  sTl  +  •••• 

Auch  diese  Function  ist  eine  neue  transcendente  Function, 
heisst  der  IntegrMogarithiwus  und  wird  ■  mit  Li  (x)  bezeichnet. 
Soldner  hat  sie  untersucht  und  Tabellen  für  sie  zusammen- 
gestellt, Theorie  ä  tdbles  d'tme  nouvette  fonct,  transcend.,  München 
1809;  Mamtl  Carr,  von  Zach,  23,  1810,  S.  182—188;  eine 
spätere  Arbeit  ist  von  Bessel,  Ärch.  f.  Natu/rw,  u,  Math.,  1812. 
Ueber  die  sämmtlichen  Functionen  siehe  auch  Besso,  C^iom.  dt 
Batt.,  6;  Schlömilch,  Zeitschr,  f.  Math.,  10,  18;  Bachmann, 
MatJf.  Ami.,  15;  Kronecker,  Vorles.  über  die  Theor.  d.  einf. 
U7id  vielf.  Int<igi\,  hrsg.  v.  E.  Netto,  Leipzig  1894,  S.  199. 

Setzt  man  x  =  logy,  so  lässt  sich  der  Integrallogarithm'us 
auch  schreiben: 

/j^^=iog(iog.v) +i''?i' + 4  ^ + i  ^-^;^ + -.  ■ 

Mit   dem   Integrallogarithmus    in    dieser   Gestalt    hat    sich . 
schon  Euler,  Inst.   Calc.  Int,  1,   Kap.  4,  §  228   beschäftigt; 
später  benutzte   ihn    Gauss    zu   der  Theorie    der    sogenannten 
Frequenz  der  Primzahlen  (vergl.  Kap.  20,  §  1). 

/  log  (1  —  2  q  (to%  X  -{-  Q^)  dx  =^  —  2  ^  -^  sin  {nx\   wenn  ^  <  1 

-^^  **  ist, 

J  X <^^  =  ^^Sa\ogx+~x-^[^)  X    + 


3«   \b/    X*  ^ 


§  3.    Besimunte  und  aneigentliche  Integrale. 
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§  3.    Bestiiiimte  and  aneigentliohe  Integrale. 
Bestimmte  Integrale  zwischen  0  und  1  sind: 


j\ 


dx 


+  X  +  X*        3^3' 


/V^i«.-!^", 


/*        dx         

J  i"=:^~rjt  — 


2» 
3V3  ' 


/^»      dx 

I  v^ 


=  y«, 


,./  log  (log  x)  '  J  ^/x  4c       ' 


0 

r}2i^  dx  =  —  '* 


rMf.  dx  =  —  ^' 

Jl-a,**^—         6' 
u 


J        o;       <*^— ^V       i;    (2«  +  l)«' 

0  0 

i 
JV-»  (loga;)"dx  =  (-  1)-  ^  , 

1 

1  log(\ogx)dx  =  —  Ä^  «worin   Ä  die   Euler'sche    Constante 
'o  bedeutet,  vergl.  Kap.  18,  §  4, 

1 

0 

üeber  die  Integrale 


+  1  +1 

f-       ^-     und       /•-/ 


sin  a  dx 


X  cos  a  +  x* 
—  1  —  1 

siehe  Hermite,  Ann.  di  mat,  3,  1869   und   Bidl.  des  scietwes 
math,,  1870. 

Pascal,  Bepertorinm.  I.  10 
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Bestimmte   Integrale  zwischen   0   tmd    j  oder   0   und   -^ 
oder  zwischen  0  und  it  sind: 

rt 

~i 

J  tgxdx  =  \log2, 

n 

/tg"'a:d^  =  2'(-l)-^-^-,     . 

0  0 

7t 

2" 

r- -, =  (%  —  A)  cosec  A, 
1  —  sm  ic  cos  Z        ^  ^  ' 

n 
¥ 
r*        dx  1  g  ^       •  X 

/  — -, =  -7^-— r—  arccos  *  ,  wenn  7  <  P  ist, 

,/p  +  gco8aj        V^*— g*  JP  !«  ^-e'      ^ 

=  i^T^  1«» '^^ '  wenn  (z  >i>  ist, 

=    - ,  wenn  g_=  p  ist, 

I  X  igxdx  ==  (X>,  I  log  sin  .T  c?a;  =  —  -  log  2 , 


üeber  den  allgemeinem  Fall,  in  welchem  die  Klammer  im 
Nenner  nicht  in  das  Quadrat,  sondern  in  die  «*®  Potenz  zu  er- 
heben ist,  siehe  Tortolini,  Crcllc,  34. 


2 
/  logtgxdx  =  0, 


ß 


sin"  xdx  =  - 


(n  — l)(n— 3)---4-2 
n(»— 2)...5-3 


,  wenn  w  eine  gerade  Zahl  ist. 


(n  — l)(n  — .3)...3.1     tt  ,     .. 

;-^ — ^ --   -..  -»       *  rt  ?  wenn  w  ungerade  ist, 

n  (n  —  2)  •  •  •  4  •  2  2  '  °  ' 
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Ueber  diese  und  ähnliche  Integrale  vergl.  §  4. 

A  n 

I  sin  ax  sin  hxdx  =  j  cos  ax  cos  bxdx  =  0^ 


0 


,/    CDS  X  ' 


dx 

( 
0 

dx 


/  — j =  —~^ ,  wenn  p^  >  q^  ist, 

==  0,  wenn  /r  <  (^  ist, 

/  i =  — == ,  wenn  p^  >  er  ist: 

J  —p  +  qcosx        yp^-q*'  f-^^ 

=  0,  wenn  p"^  <  (2^  ist, 

/  1 s i — i  =  :; « i  wenn  p^  <  1  ist, 

,/  1  —  2pco8ic+P  1— P  V    ^  J 


Q 


Y_     ,  wenn  ^*  >  1  ist. 


/  log(l  —  2^  cosa;  +  Q^)dx  =  0,  wenn  ^  <  1  ist, 

^  =  2  TT  log  Q ,  wenn  ^  >  1  ist. 

l^a  cosar  j^  __.  ^j  j"  ^^^  __  ^jgj.  ßesscVschen  Function  mit  dem  Index 
0  Null.    Vergl.  Kap.  18,  §  9. 


UndgentUche  Integrale  mit  unendlich  grossen  Grenzen: 

/;r|^.  =  ^.  «>«'  ''>o. 


0 

r^-*'  cos  (2^;^")  f/x  =  ^  ß-^^'. 


10* 
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/  (y-x^n^.j,  ___  ^f^  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist, 

0 

fc^'x^'-^dx  =  r(n)  =  der  Euler'schen  Function  2*^  Art  («  ist 
•ü  beüebig).   VergL  Kap.  18,  §  5. 

CC  00 

/  sin^'a^do?  =  /  QO^^^xdx  =  cx), 
'o  0 

I  -. dx  =  0.    h  <a. 

0 

OO  00 

i^        X  ^  TT'  /^       X  .  TT* 

0         •  0 

-    — £ —  dx  =  — V i?2a?  worin  B  eine  Bemoulli'sche 

^     e'^'-e   "'  *«  Zahl  bedeutet,  vgl.  Kap.  18,  §3. 

/*sin  Qx   .  7t  ^   „ 

/  ^    dx  =  — ,  wenn  ^  >  0, 

f/X  "i 

Ü 

=  0,  wenn  ^  =  0, 
=  —  -^ ,  wenn  ^  <  0, 

0  0 

rcos  or  j:   _  :r    . 

u 

0 

CO 

/*  sin  ax  dx         1      n 

I  \,    i-o —     -     -  I — i  —  =  "«  r-i  -  ?  wenn  p  <  1, 

0 
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0 

u 

0  ' 

X 

le~'  logareiic  =  —  Ä 

U 

X 

/  sin  {px^)  dx  =  1/^  ==  /  cös  (i?ir^)  eia:, 

00  OD 

-f-OD 

/•sin  arc   , 


,  worin  A  die  Euler^sche 

Constante  bedeutet,  vergl. 

Kap.  18,  §  4, 


+*. 


+• 


+  » 


/•  sinp^    -  ^  C  sin  Od;    dx  rxcospx  . 

1     1   ,      1  dx  =  0  =    1  -,  -7^  —  =    /      .  ,     .  dx 
f    q*  +  x*  J   q*  +  x*  ^a,        J    g«  +  a;« 

—  ac  — OD 

H-OD 

'   ö*  4-  ic*  flr  ' 


+  » 


H-OD 

/.X8in|?.r 
3«  +  a;« 

00 

üeber  die  allgemeineren  Integrale 


dx  =  7tf-i"i. 


/*  cospx       .  (* 


dx,         I    ^,         c...  dx 


0  ö 

siehe  Bachmann,  Math.  Ann.,  15,  S.  428 
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j  e—e  y.fye^^  —,  —  ji^  ^QY  Euler'schen  Constante. 

Ueber  das  Integral   /    .    ,       —7- — ^  siehe  Schlaf  11,  Acta 

0  <x 

niath.,    7,    1885   und    über     / ,  ^     vergl.    Stieltjes, 

./     \   "*"  0/ 
i??<Z^.  (?e  Barhoux,  1885.     "* 

Eine  sehr  reiche  Sammlung  bestimmter  Integrale  findet 
man  in  dem  bekannten  Buch  Bierens'de  Haan's:  Nouveües 
fahles  (Vintegr,  def.,  Leiden  1867.  Die  Tafeln  wurden  zuerst  1868 
in  Bd.  4  der  Memoiren  der  Kgh  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Amsterdam  veröffentlicht  und  enthielten  etwa  7300  Formeln; 
in  den  Nauvellcs  fahles  sind  dagegen  8359  Formeln  aufgeführt. 

In  einer  Arbeit  desselben  Autors,  die  in  Bd.  8  der  Amster- 
damer Memoiren,  1862  erschien  und  den  Titel:  Expose  de  la 
fhcorie  des  projmcfes  des  formides  de  fransf.  et  des  methodes 
d'cvaluation  des  integral,  drf,  führt,  findet  man  eine  reichhaltige 
Zusammenstellung  von  Methoden  zui*  Ermittelung  der  Werthe 
bestimmter  Integrale. 

Andere  Bücher  über  die  bestimmten  Integrale  sind:  Meyer, 
Vorles.  über  die  Theor.  der  he^t.  Int,  Leipzig  1871;  Thomae, 
Einleitung  in  die  Theor,  der  best.  Inf.,  Halle  1875;  die  Vor- 
lesungen von  Kronecker,  Leipzig  1894  und  cZk*  bestimmt en 
Integrale  von  G.  Brunei  in  Bd.  2  der  Encycl.  d.  m.  W.,  S.  135. 


§  4.    Die  elliptisohen  Integrale. 

(Zum  besseren  Verständniss  dieses  Paragraphen  und  bez.  der 
Bedeutung  der  vorkommenden  Symbole  vergleiche  man  Kap.  16, 
über  die  elliptischen  Functionen.) 

Zwischen  den  beiden  Variabelen  x  und  y  bestehe  eine 
algebraische  Beziehung 

und  die  algebraische  Curve,  welche  durch  diese  Gleichung  dar- 
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gestellt  wird,   sei  von   dem  Geschlecht  p  =  1.     Vergl.   Bd.  2, 
Kap.  6,  §  1.     Das  Integral 


fF{x,y)dx, 


in  welchem  F  das  Symbol  einer  beliebigen  rationalen  Fimctiofi 
von  X  und  y  ist,  und  man  sich  ic,  y  durch  die  obige  Beziehung 
fi^Cj  y)  =  0  verbunden  zu  denken  hat,  ist  ein  allgemeines  etlip- 
üsches  Integral. 

Nimmt  man  an,  f  habe  die  specielle  Form 

worin  X^  ein  allgemeines  Polynom  4*®**  Grades  in  x  bedeutet, 
80  kann  man  dem  elliptischen  Ii^tegral  immer  die  Gestalt 

""   (1) 


/] 


yx:    

geben,    worin   B  eine   beliebige   rationale   Function   von   x  be- 
2eichnet. 

Mittelst   einer  linearen   Substitution   der  Variabelen,   d.  h. 

indem  man  x  =       ,  ^   setzt,    lässt   sich    ein    solches   Integral 

immer  in  der  Form 

Rydt 


/, 


)/(l  —  f«)  (1  _  kH^) 

ausdrücken,  worin  unter  B^  eine  rationale  Function  von  t  ver- 
standen wird. 

Das  Integral  (l)  nun  kann  stets  aus  einer  linearen  Comhi- 
nation  von  algebraischen  Functionen  und  von  Integralen  von  drei 
verschiedenen  Typen  zusammengesetzt  tverden.  Diese  drei  Fun- 
damentaltypen, von  welchen  jeder  andere  charakteristische  Eigen- 
schaften hat,  kann  man  in  der  Legendre' sehen  Gestalt  oder 
in  der  Wei er strass' sehen  darstellen. 

Die  Legcndre' sehen  Formen  der  drei  Typen  sind: 

/►  ß^x 

-— — ,  die  Integrale  erster  Gattung, 
y(l  —  x^  (1      k  x) 


h 


yr. 

dx 


2.       /  -—-       ■  -  dx^  diejenigen  zweiter  und 
J    y  1  —  ar* 

die  dritter  Gattung. 


+  nx^y{l  —  x*){l  —  k'^x*) 
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Man  kann  immer  annehmen,  in  diesen  Formeln  sei  Ä;  eine 
Zahl,  deren  Modul  kleiner  als  1  ist. 
Setzt  man 

a-  =  sin^), 
so  erhalten  die  drei  Integrale  die  Gestalt: 

0 

(p 

2.  ß/l—k^sin^(p  dtp  =  E{k,  tp), 

0 

3.  f ^"^^ =  n(n,  ÄS  q>\ 

J  (l  +  n8in»}/l  — Ä;«8in*g)  v  '    '  ^/ 

Die  Grössen  k  und  fp  heissen  der  Modul  hez.  die  Amplitude 
und  die  Zahl  n  der  Parameter  des  Integrals  3*®'  Gattung. 

Mit  der  Reduction  eines  allgemeinen  elliptischen  Integrals 
auf  lineare  Combinationen  der  drei  Fundamentalintegrale  be- 
schäftigte sich  Legendre,  Fond,  ellipt,  1,  Kap.  4,  5;  später 
Richelot,  Crelk,  34;  Plana,  Grelle,  36. 

Das  zweite  Integral  wird  mit  dem  Buchstaben  E  bezeichnet, 
weil  sich  mit  seiner  Hülfe  der  Ellipsenbogen  ausdrücken  lässt. 
Siehe  Bd.  2,  Kap.  17,  §  8. 

In  der  Weierstrass'schen  Form  lauten  die  drei  Typen: 

p 
1.       /     ... ,  die  Integrale  erster  Gattung, 

CO 

p 

dp 


ß 


yiF 


^=,  diejenigen  zweiter,  welche  man  mit 
9iP  —  96  Z  zu  bezeichnen  pflegt,  und 


:./ 


1    rV^P'  —  9iP-9s+VH''-9ta-9, 


dp 


P-^  V^-9,P-9s 

""  die  dritter  Gattung. 

In  dem  letzten  Integral,  für  welches  man  das  Sympol  Ilq 
benutzt,  ist  q  eine   willkürliche  constante  Grösse.     Statt  seiner 
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kann  man  auch  als  normales  Integral  dritter  Gattung  das  so- 
genannte Klein'sche  ansehen  {Math.  Ann,,  27,  S.  456): 


'-if 


\  p  —  a 


V^P''-9iP'-95-VHi  *--9iSi—9s  \       ^ 


9?\ 


P-qi  )    y4.p^-^g^p-g, 

welchem  man  auch  die  Gestalt  eines  Doppelintegrals 

U  H 

Q  =  Idu   jdup{u'  —  u) 

ui  0 

geben  kann,  indem  man 

q=p{u'),     q^=p{u[) 

setzt  und  unter  p  die  sogenannte  Weierstrass'sche  p-Fundiofi  ver- 
steht. Siehe  darüber  Kap.  16,  §  4  oder  Pascal,  Funz,  eUiüichc, 
Müano  1896,  S.  212. 

Die  elliptischen  Integrale  sind  ein  specieller  Fall  der 
AbeFsehen.  Vergl.  Kap.  15,  §  4  u.  ff.  Die  charakteristischen 
Eigenschaften  der  drei  Grundgattungen  der  elliptischen  Integrale 
sind  die  folgenden: 

Denkt  man  sich  die  bestimmte  Integralfunction  in  dem 
allgemeinsten  Sinn,  d.  h.  auch  auf  den  Fall  complexer  Variabelen 
ausgedehnt  (siehe  Kap.  13),  so  tvird  ein  Integra!  1*®'  Gattung 
niemals,  für  keinen  Punkt,  d,  h.  für  keinen  reellen  oder  eomplexen 
Werth  von  x  unendlich  gross;  ein  Integral  2*®'  Gattung  dagegen 
wird  nur  algebraisch  unendlich  gross,  d.  h,  derart,  dass  die 
Crrenee  seines  Verhältnissen  zu  einer  getvissen  algebraischen  Function, 
die  in  demselben  Punkt  ebenfalls  unendlich  gross  wird,  endlich 
bleibt.  Ein  Integral  3**"  Gattung  schliesslich  wird  nur  logarith- 
misch  unendlich  gross;  d.  h.  derart,  dass  die  Grenze  seines  Ver- 
hältnisses zu  dem  Logarithmus  einer  gewissen  algebraischen 
Functiofi,  welche  in  demselben  Punkt  unendlidi  gross  wird,  end- 
lich bleibt.  Des  besseren  Verständnisses  wegen  sehe  man 
Kap.  13  und  15  nach. 

Eine  wichtige  Eigenschaft  der  elliptischen  Integrale  ist  das 
sogenannt«  Ädditionstheorcm,  welches  ein  specieller  Fall  des  so- 
genannten Abel 'sehen  Theorems  in  Bezug  auf  die  allgemeinen 
Aberschen  Integrale  ist.  Vergl.  Kap.  15,  §  8.  Für  die  Integrale 
1*®'  GattuDg  lautet  das  Additionstheorem: 
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Jvi^ 


dx 


-x^{l    -k^x^ 


+ 


/[ dz 


k*z*) 


-/, 


dt 


>/(l  —  e«)  (1  —  kH*) ' 


wenn  zwischen  den   Variahclen  x,  z,  t  die  algebraische  Eelation 


xyi 


i/i .  k^z*  +  z  yi  ~-x*yi-  k^x* 


1  -  k*x^z* 
besteht. 

Dieser  Satz  stimmt  einerseits  mit  dem  Additionstheorem  für 
die  elliptischen  Functionen  sin  am,  cosaw,  J  am  (vergl.  Kap.  16, 
§  2)  und  andererseits  mit  jener  Integration  der  sogenannten 
Eul er' sehen  elliptischen  Differentialgleichung  (vergl.  Kap.  8, 
§  2)  überein,  deren  Resultat  die  Eigenschaft  hat,  algebraisch  zu 
sein,  während  die  unmittelbare  Integration  der  Gleichung  (in 
welcher  die  Variabelen  getrennt  sind)  ein  transcendentes  Integral 
liefern  würde. 

Für  die  Weierstrass'schen  elliptischen  Integrale  1*®'  Gattung 
nimmt  das  Additionstheorem  die  Form  an: 

r dp ^ dij  _  r^     dt ^ 

äc  X  OD 

u'imn  zwischen  p,  q,  r  die  Relation  besteht: 


1  1  1 

\V^P^  —  ff2P  —  </9  yW  —  9ia  —  9z  V^r^  —  g^r  —  g^] 


=  0. 


Die  ersten  Untersuchungen  über  dieses  Theorem  waren  von 
Eul  er,  Novi  Comm.  Petrop.,  1761,  6,  7.  Später  erschien  eine 
Arbeit  von  Lagrange,  Mise.  Taur.,  4,  1766,  1769  und  eine 
zweite  von  Eul  er.  Acta  Acad.  Imp.  Sc,  1778.  Wir  er- 
wähnen noch:  Richelot,  Crclle,  23,  44;  Liouville,  Compt. 
RefuL,  1856,  worin  eine  elegante  Methode  C.  Sturm's  zur 
Integi'ation  der  elliptischen  Differentialgleichung  besprochen 
wird,  und  Schellbach,  Crelle,  54.  Historische  Angaben  findet 
man  in  Genocchi,  Bollettino  di  Boncompngni,  3,  1870. 
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Das  Additionstheorem  für  das  elliptische  Integral  2^'  Gat- 
tung hat  Legendre,  Fond.  eUipL,  1  aufgestellt.     Es  lautet: 

E(k,  q>)  +  F(k,  1/;)  —  EQc,  x)  =  ä:^  sin  9?  sin  1/^  sin ;(, 

wenn  zwischen  9>,  if;,  %  eine  lidation  besteht,  die  man  aus  der 
oben  angegebenen  erhält,  falls,  wie  gewÖhnli<^h, 

ic  =  sin9,     z  =  sini(;,     ^  =  sin;f 
gesetzt  wird. 

Auch   das   Additionstheorem   für   die   elliptischen  Integrale 
3*®'  Gattung  ist  von  Legendre  a.  a.  0.: 

n{u,  Je,  q>)  +  n{u,  k,  t/;)  —  n(n,  Ä-,  x)  = 


V  (1  +  n)  (A:*  -f  *0  \1  +  w  8in*;|r  —  n  sing?  sini/)  C08;|r  -<i/;|r/  ' 

tcefin  man  -^^  =  V^l — k^  sin^;^  5e#^f. 

Will  man  in  dem  Gebiet  der  reellen  Grössen  bleiben,  so 
muss  diese  Formel  modificirt  werden,  wenn  n  negativ  und  kleiner 
als  1  ist.  Man  kann  auf  diese  Art  eine  Formel  erhalten,  in 
welcher  auf  der  rechten  Seite  direct  ein  Logarithmus  auftritt. 
Sollen  dagegen  imaginäre  Grössen  eingeführt  werden,  so  drücke 
man  den  arc  tg  durch  einen  Logarithmus  aus  mittelst  der 
Gleichung 

,  1    ,       i  —  ca 

arc  tg  CO  =  TT^  log    - , 

Die  Ausdrücke 

F{K   J), 

in  welchen  die  Integrationswege  als  geradlinig  angenommen 
werden,  heissen  bez.  vollständige  Legefidre'sche  Integrale  1*®'  Gat- 
tung und  werden  mit  den  Symbolen  Z,  K'  bezeichnet.  Vergl. 
Kap.  16,  §  2. 

Aehnlich  heissen 

rollständige  Integrale  2*®'  Gattung  und  werden  mit  i\  E'  bezeichnet. 
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Es  ist  (über  die  Symbole  sin  am t*,  cosawr,  J  amv 
vergl.  Kap.  16) 

7t 

/^^g8m|^^  ^9)  =  /log  sin  amvdv  =  -  JK'log  ^r  — ^  Ä", 
,7  }/l  —  Ä:*  sin'  fp  J  z  ü        4 

0  0 

K  

j  log  cos  am  vdv  =  E  log  1/-jl  —  j  ^Ä^'j 

0 

ilogJamvdv  ==  —  Z^logÄ;'. 

0 

Roberts,  J,  de  Liouvüle,  1.  Ser.,  19,  1854;  Schlömilch, 
Zätschr.  f,  Math,,  2,  1857;  Genocchi,  ib.;  Sylvester,  Phü. 
Mag.,  1860;  Brioschi,  Ann.  di  maf.,  1.  Ser.,  3,  1860  und 
W angerin,  Schlömilch' s  ZeUschr.,  34. 

JRdhmeYdmckelungen  für  die  Integrale  K  und  E  sind: 

r_f|.+(i)V+gi3V+(i^)V+...|, 

^  =  "2i^~l2J  r— I2T4J  3— IrnTej  6 1 

Andere  Entwickelungen  für  den  Fall,  in  welchem  k  der 
Einheit  sehr  nahe  kommt,  findet  man  bei  Legendre,  Mem,  de 
Pari^y  1780;  F(ynct.  ellipt,  1  und  Schlömilch,  Schlömilch' s 
Zmtschr.,  2,  S.  49. 

Zwischen  den  bestimmten  Integralen  A",  K\  A\  E'  be- 
stehen die  Beziehungen 


cK             K.E 

dk  ~        k  '^  kk'^  ' 

dK' 
Jk 

kK' 
~  k'^ 

E' 
kk'^ 

dE              K    ,     E 

dk  ~      ^-  +  ^• ' 

dE' 

dk 

kK' 

KE' 

k'^ 

KE'  +  K'E  —  KK'=^  (die  Legendre'schen  Beziehungen). 

Eine  voUstöndige  Theorie  der  Grössen  A,  K\  AJ,  E'  findet 
man  bei  Glaisher,  Quart  J,,  20,  1885.  Ueber  die  Gestalt, 
welche  diese  Formeln  im  Fall  der  Weierstrass'schen  elliptischen 
Integrale  annehmen,  siehe  Kap.  16,  §  3. 

Die  Integrale  2*®'  und  3'®'  Gattung  lassen  sich  durch  die 
elliptischen  d--  oder  <y-Functionen  ausdrücken,  wenn  man  das 
Integral   1*®'  Gattimg   zum  Argument  nimmt.     Vergl.  Kap.  16. 
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Diese  Formeln  werden  für  die  Weierstrass'schen  Integrale 
sehr  einfach: 

Setzt  tnan  nämlich 


9tP  -  9^ 


so  wird 


Z  =  — 


Hg  =  log 

Q  =log 


tpenn 


a{u  —  !♦,) ' 
q=p(uj)y     q^=p(u^)    ist. 

Die  L anden' sehe  Transformation,  PÄiZ.  Trans.,  1771,  1775 
kann  zur  angenäherten  Berechnung  der  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung  dienen  (siehe  Kap.  16,  §  6,  die  Transformation 
der  elliptischen  Functionen). 

Man  erhält: 


worin 


sm  q>^  = 


(1  -|-  k')  sin  qp  cos  g? 


y  1  —  Ä»  sin*  qp 
1  —  (1  +  k')  sin*  qp 


OOS  OPi  =  ;- ^-iir-- 


(9^1  >  9)  ist. 


j/l  —  ^•*  sin'qp 
Ist  A:  <  1,  so  ist  der  Modul  des  zweiten  Integrals,  d.  h. 

^^  —  l+k'' 

kleiner  als  Ä;;  bei  wiederholter  Anwendung  dieser  Formel  konunt 
man  daher  schliesslich  zu  einem  Integral  mit  sehr  kleinem  Modul 
und  sehr  grosser  Amplitude.  Verfährt  man  dagegen  umgekehrt, 
so  erhält  man  ein  elliptisches  Integral,  dessen  Modul  beliebig 
nahe  an  1   liegt  und  dessen  Amplitude  sehr  klein  ist. 

Bezeichnet  man  mit  1c ^ ,  \^  •  •  •  die  successiven  transformir- 
ten  Moduln,  mit  qp^,  qpg,  •••  die  successiven  Amplituden  und 
mit    Ä",    wie    gewöhnlich    (vergl.    Kap.    16),    das    vollständige 
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(complete)  Integral  Legendre's,  d.  h.  den  Werth  von  Fy 
wenn  qp  =  —  ist  und  die  Integration  auf  directem,  also  gerad- 
linigem Wege  ausgeföhrt  wird,  so  erhalt  man 

als  Annäheningsformel  für  ein  hinreichend  grosses  r. 

Zur  Berechnung  der  Grössen  g>r  kann  man  die  Recursions- 
formeln  benutzen: 

^^(^i  —  9^)  =  cos-^  tg9),      sin-^  =  k, 
*g  (9>2  —  9>i)  =  cos  'O'i  tg  9?i,     sin  ^O-^  =  k^, 
^g  (9>s  —  ^2)  =  cos  ^2  tg  qpg ,     sin  -^2  =  Ä-g , 


Kehrt  man   dagegen   die  Landen' sehe   Transformation  um, 
so  ergibt  sich  die  Formel 


in  welcher 


^(,,,)  =  l/^logtg(:-f5)' 


sin  (21^1  —  q>)    =ksm(p^ 
sin  (2 1/;2  —  tpi)  =  ^  sin  ti , 
sin  (2 1^3  —  i/;»)  =  ^2  s^^  ^'2  ? 


ist. 

Die  Gauss' sehe  Transformation,  Comment.  Gottim/.,  4,  1818; 
ircrÄ:c%  3,  S.  333  ist  die  folgende: 

Gibt  man  dem  elliptischen  Integral  die  Gestalt 


d(p 


=   0 


und  setzt 


ym^  cos*  (p -\- n-  sin^  (p 

=  — o-   »  '^    =ymn, 

n"  =  Yvi'n\ 


m'  -f  "' 
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^    =  y  mm  — j — -. 


r  w  -\- d  ' 


so  ist 

tg|[4(p  =  tg9) -, — r, —    (Jacobi,  Fundamcfita   fwva,   §  38; 

*^*^  "*    •"  TFerÄe,  1,  S.  152), 

worin  (i  die  gemeinschaftliche  Grenze  bezeichnet,  gegen  welche 
die  Grössen  ♦n^'')  und  n^''^  convergiren  (das  sogenannte  Gauss'- 
sche  arithmetisch  -  geometrische  Mittel,  siehe  Kap.  1,  §  7,  die 
Grenzen). 

Bei  der  Gauss' scheti  Transformation  reducirt  sich  die  Be- 
rechnung des  Integrals  einfach  auf: 


J  )/w*C08*qp  -j- n'sin'qp        J  ] 


üfqp  qp' 


)/;a*  008*  qp  -|"  ^*  ™*  9  ^ 

0  u 

worin  fi.  das  genannte  arithmetisch -geometrische  Mittel  und  9?' 
die  Grenze  der  Grössen  qp,  qpj,  qp^,  •  •  •  bedeutet,  welche  durch 
die  Formeln 

m  sin  qp, 

sin  «)  =  — j -^-^ — ^- — 

^  w  cos'  qpj  +  w  sin'  qpj  ' 

m  sin  qpg 

sm  Gpi  =  — /, « i —  7^-"« — % 

^^         m    cos*  qp,  +  wi   sm'  qp,  ' 


bestimmt  werden. 

Ueber  die  G a u s s ' sehe  Transformation  siehe  auch  Borchardt, 
Crellc,  58;  BerL  Monatsber.,  1876. 

Das  erste  sehr  umfangreiche  Werk  war  von  Legendre, 
Tratte  des  fonctions  ellipf.  etc.,  Paris  1825 — 1828.  Man  be- 
achte jedoch,  dass  Legendre  ellipf ischc  Fmietianeti  nannte,  was 
wir  jetzt  elliptische  Integrale  nennen;  den  Namen  eUiptisehe 
Functio7ien  hat  Jacobi  und  Abel  liir  andere  Functionen  benutzt. 

Ueber  die  elliptischen  Integrale  gibt  es  eine  ausgedehnte 
Literatur;  alle  Bücher,  welche  von  den  elliptischen  Functionen 
handeln,  beschäftigen  sich  selbstverständlich  auch  mit  diesen 
Integralen.  Wir  verweisen  daher  auf  die  betreffenden  Angaben 
in  Kap.  16. 
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§  5.    Die  mehrfachen  Integrale. 

Es  sei  eine  Function  e  zweier  Variabelen  »,  y  gegeben 
und  in  einem  begrenzten  ebenen  Gebiete  überall  bestimmt;  wir 
wollen  diese  Ebene  in  beliebig  gewählte  Flächenstücke  zerlegen 
und  in  einem  jeden  derselben,  die 


"17 


<^2. 


heissen  mögen,  willkürlich  einen  Punkt  auswählen,  in  dem  fr 
als  Werth  der  Function  z  berechnet  sei;  alsdann  bilden  wir 
die  Summe 

und  suchen  den  Grenzwerth  dieser  Summirung,  wenn  er  existirt, 
für  den  Fall,  dass  alle  Flächenstücke  tfi,  (Tg,  •  •  •,  <y«  unbegrenzt 
abnehmen,  während  ihre  Anzahl  ins  ünendlichgrosse  wächst. 

Wenn  eine  solche  Grenze  existirt  und  von  der  Auswahl 
der  Werthe  /V,  der  Wahl  der  a  und  der  Art,  auf  welche  diese 
der  Null  zustreben,  unabhängig  ist,  alsdann  sagt  man,  diese 
Grenze  sei  das  bestimmte  Doppelintegral  der  Fwiction  in  der  ge- 
gebenen begrenzten  Ebene  und  stellt  es  durch  das  Symbol 


fff^^ 


{x,y)dxdy 

dar. 

Aehnliche  Definitionen  gelten  für  die  dreifachen,  vier- 
fach Cfi  etc.  Integrale, 

Jedes  Doppelintegral  lässt  sich  durch  zwei  aufeinander  fol- 
gende einfache  Integrale  ausdrücken,  von  denen  das  erste  sich 
auf  die  eine  Variabele  bezieht  und  zwischen  Gretizen  genommen 
wird,  die  Functionen  der  anderen  Variabelen  sind,  wWirend  das 
zweite  sich  auf  die  letztere  Variabele  bezieht  und  constante 
Grenzen  hat.  Der  Beweis  dieses  Satzes  hat  eine  Controverse 
zwischen  Stolz  und  Harnack  hervorgerufen.  Vergl.  Math. 
Ann.,  26  und  Arzela,  Acc.  Bolognn,  1892. 

Eine  leicht  zu  beweisende  Formel  ist  die  sogenannte 
Dirichlet'sche,  Crclle,  17: 

a  X  a  a 

Jdxjf{x,  y)  dy  =^ßyjf{x,  y)  dx. 

ü  ü  u  J 

Man  sehe  darüber  Andrej ewsky,  Matll.  Ann.,  4,  S.  550. 
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Dcts  mehrfache  Integral  sei 

und  nian  denke  sich,  die  Grösseti  x  seien  Fundianen  van  an- 
deren n  Variaheleti  y^,  y^,  •  •  •,  y«.  ^ViH  '»nan  nun  dieses  In- 
tegral in  ein  solches  transfamiiren,  welches  die  Variaheleth  y 
enthält,  so  gestalte  man  zuerst  die  Functian  f  unter  dem 
Integraleeichen  so  um,  dass  nur  noch  die  neuen  Variahelen  y  in 
ihr  vorkommen,  und  multiplicire  sie  dann  mit  der  Functional- 
dderminante  der  früheren  Variabelcti  x  in  Bezug  auf  die  netten  y, 
Theorem  über  die  Transformation  der  mchrfadhen  Integrale  von 
Jacobi,  De  deteim,  funct.,  Crelle,  12,  22;  Werke,  3.  Für 
fi  =  2  hatte  schon  Euler,  für  n  =  3  Lagrange  die  Trans- 
formation ausgeführt.  Bemerkungen  über  diesen  Satz  findet 
man  bei  Kronecker,  Cr  eile,  72  und  Vorlesungen  zur  Theorie 
der  Integr,,  Leipzig  1894,  S.  235. 

Es  lässt  sich  immer  eine  Function  F  von  x  und  y  derart 
finden,  dass  der  Werth  des  in  einer  gegebenen  begrenzten  Ebene 
bestimmten  Doppelintegrals 

fff{x,y)dxdy 

nur  von  den  Werthen  abhängt,  tvelche  die  Function  F  in  der 
Umgrenzung  der  gegebenen  Ebene  und  nicht  in  den  Punkten  in 
ihrem  Inneren  annimmt. 

Die  Function  F  mrd  durch  die  Relation 

definirt;  die  Transformati&nsformel  lautet  dann 
fj'f{T,  y)  dx  dy  =y>  (a-,  y)  dy, 

wobei  das  Doppelintegral  auf  der  linken  Seite  über  die  einfach 
zusammenhängende  begrenzte  Ebene  A  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  18) 
und  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  über  die  Begrenzung  s 
dieser  Ebene  zu  erstrecken  ist;  d.  h.,  bei  der  Bildung  des 
Integrals  sollen  nur  solche  Werthepaare  x^  y  berücksichtigt 
werden,  welche  der  Gleichung  der  Begrenzungscurve  s  genügen. 
Sind  zwei  Functionen  F,  F^  von  x  und  y  gegeben,  so  er- 
hält man  ähnlich  die  Green* sehe  Formel  (1828): 

A  »  ■  ■■  ■ 

P»BC»1,  Bepertorlum.  I.  11 
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Wir    bemerken,     dass     sich     jeder    Function    die    Form 

-^ ^   ff  eben  lasst,   und  dass  man,  wenn   -^—  =  -7>-^   ist, 

dx         dy    ^  '  '  ex         cy       ^ 

aus   dieser  Formel  ein   Cauchy'sches  Theorem   ableiten  kann. 

Vergl.  Kap.  13,  §  5. 

Für  den   Fall   dreier  Variabelen  und  dreifacher  Integrale 

gilt  die  Formel 

R 

=  /  /  (Xcosa  +  Y(^osß  +  -^cosy)  dö, 

a 

worin  die  erste  Integration  über  einen  einfach  zusammen- 
hängenden Körper  B  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  18)  und  die  zweite 
über  die  diesen  Körper  begrenzende  Fläche  a  zu  erstrecken  ist 
und  <y,  j?,  y  die  Richtungswinkel  der  Normalen  zu  dieser  Fläche 
angeben.  Diese  Formel  rührt  von  Stokes  her,  Cambridge,  Univ.' 
Kalender,  1854;  über  andere  Erweiterungen  der  Green 'sehen 
Formel  siehe  Thomson  und  Tait,  Treatise  an  nat,  phil,,  1, 
S.  167,  2.  ed.;  C.  Neumann,  Zeitschr.  für  Math,,  12,  S.  117 
und  Beltrami,  Acc,  Bot,  8,  2.  ser.,  1868. 

Eine  wichtige  Arbeit  über  die  Doppelintegrale,  speciell  die 
uneigentlichen  Doppelintegrale  ist  von  C.  de  la  Vallee-Poussin, 
Journ,  d.  maÜu,  Paris  1892.  Wir  citiren  noch  in  Betreff  der 
Doppelintegrale  den  Cours  d'analyse  von  Jordan,  die  Vor- 
lesungen von  Kronecker,  Leipzig  1894  und  den  eben  erschie- 
nenen Bd.  3  der  Grundzüge  etc.  von  Stolz:  Die  Lehre  von  den 
Doppelintegralen,  Leipzig  1899,  Teubner. 


§  G.     BecUngungen  für  die  Integrirbarkeit  der  linearen 

Differentialformen.     Integrirende  Faotoren  und 

Multiplioatoren. 

Ein  in  den  ersten  Differentialen  von  n  Variabelen  homo- 
gener ganzer  rationaler  Ausdruck  mit  Coefßcienten,  welche 
Functionen  dieser  Variabelen  sind,  heisst  ein^  Differential  form 
erster  Ordnung,  Wenn  die  Differentiale  dx^^^  (Zxj,  •••,  dXn  darin 
linear  auftreten,  heisst  die  Form  linear  und  hat  daher  den  Typus 

Xj  dx^  +  Xzdx^-] }-  Xn  dXn, 

worin  die  X  Functionen  der  x  sind. 
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Es  handelt  sich  nun  um  die  Lösung  des  Problems:  Wann 
ist  eine  lineare  Differentialform  das  genaue  totale  Differential 
einer  Function  der  x? 

Die  — ^^-^ —    nothtvendigen  und  ausreicfienden  Bcdvngungen 

hierfür  sind  ^^         o  y 

Sind  diese  Bedingungen  erfiillt,  so  verfährt  man,  um  die 
Function  zu  ermitteln,  von  welcher  die  gegebene  Differential- 
form das  totale  Differential  ist,  auf  die  folgende  Art:  Man 
sucht  den  Werth  des  Integrals 


Jx^dx^, 


indem  man  nur  x^^  als  variabel  ansieht,  die  übrigen  x  dagegen 
als  Constante;  von  der  so  erhaltenen  Function  i^i(^i,  ^j,  •••  Xh) 
bildet  man  das  totale  Differential  und  zieht  es  von  dem  ge- 
gebenen ab;  man  findet  so  ein  neues  totales  Differential,  welches 
einen  Term  und  eine  Variabele  weniger  enthält,  also  nur  die 
Variabelen  iCj,  ir^,  •  •  •,  Xn-  Verfährt  man  mit  diesem  neuen 
Differential,  wie  mit  dem  früheren,  so  kommt  man  zu  einer 
Function  L^i^ii  ^8 »  * ' ' ?  ^«)   ^°^   schliesslich  zu  n  Functionen 

von  welchen  die  erste  alle  Variabelen  enthält,  die  zweite  alle 
mit  Ausnahme  der  ersten,  die  dritte  alle  von  x^  bis  Xn  u.  s.  w. 
Die  Summe 

Xi  -f  X^  H \'  L^  +  Consi 

ist  das  gesudite  Integral. 

Jedes  totale  Differential,  hei  welchem  n  gleich  2  ist,  lässt 
sicli  durch  Multiplication  mit  dem  Factor  (a,  einer  Function  der 
beiden  Variahelen,  auf  ein  genaues  Differential  mrücJcführen 
(vergl.  Kap.  8,  §  2,  der  integrirende  Factor), 

Für  w  =  3  kann  das  Differential 

Xi  dXj^  +  Xg  dx^  +  Xj  dx^ 

durdi  Multiplication  mit  einem  Factor  auf  ein  genaues  Differential 
gebracht  werden,  wenn  die  Bezießiung 

^.  ©  -  W)  +  ^  f#  -  w')  +  ^'(^-  n ■)  - » 

hesiefä. 

11* 
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Soll  für  n  >  3  ein  Factor,  welcher  das  gegebene  Differential 
genau  macht,  existiren,  so  müssen 

(n-l)(n-2) 
2 
Bezidiungen  bestehen,  die  der  obigen  ähnlich  sind  und  aus  ihr 
erhalten  werden,  itidetn  man  einen  der  Indices  unverändert  lässt 
und  die  übrigen  beiden  auf  jede  nur  mögli<ihe  Art  vertausdä. 

Es  gibt  unefidlich  viele  integrirende  Factor en;  ist  (i  ein 
solcher  von  der  Beschaffenheit,  dass  identisch 

(l  {Xy^dXj^  + f-  XndXn)  =  d(p 

ist,  so  hat  jeder  andere  iniegrirende  Factor  die  Gestalt 

fi'  =  fif{(p), 

ivorin  f  eine  beliebige  Function  bezeichnet. 

Die  Kenntniss  eines  integrirenden  Factors  hängt  von  der 
Integration  von  partiellen  Differentialgleichungen  1^'  Ordnung 
ab  (vergl.  Kap.  8,  §  2). 

Die  Lehre  von  den  integrirenden  Factoren  hat  Euler  ein- 
geführt. Neuere  Arbeiten  über  die  Integration  der  genauen 
linearen  Differentialformen  und  über  die  integrirenden  Factoren 
sind  von  De  Morgan,  Quart.  J„  2,  1858;  Natani,  Crelle,  58; 
Du  Bois-Reymond,  Crelle,  70;  3£ath.  Ann.,  12;  Collet, 
Ann.  de  Vicole  norm.,  1.  Ser.,  7,  1870;  Bertrand,  Compt, 
Itcful.,  83,  1876,  S.  1191.  Siehe  auch  das  erste  Kapitel  des 
Forsyth' sehen  Werkes,  Theorie  of  diff.  equat.,  1,  Cambridge  1800. 

Es  seien  tn  lineare  Differentialausdrücke  von  der  Form 


dXn 


-in-\-i 


■    ^,  X„  —  iu-^l,  idXi 


dx, 


—  ^Xn,idXi 


gegeben.  Wir  wollen  sie  bez.  mit  jlih,  •••,  fi,ni  multipliciren 
und  ihre  Summe  bilden,  sie  darauf  mit  fii2,  ••*,  (im2  multipli- 
ciren und  wieder  die  Summe  bilden  u.  s.  w.  und  schliesslich 
sie  mit  jtii,«,  •••,  fimm  multipliciren  und  sie  wieder  addiren. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  man  auf  diese  Art  m  genaue 
Differentiale  erhalten  könne,  weiden  durch 

F,(Fj,p)  —  Fj(F,,p)  =  0,         0-,j=  1,2,-,«—».) 
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ausgedrückt,  worin  im  AUgenieinen  unter  Fi  die  Operation 

n 

Die   vorstehenden   Beziehungen,    die   für  jedes    beliebige 
identiseh  erfüllt  sein  müssen,  zerfallen  in  die  folgenden: 

^,(x.,)-.,(x.,)-o  ejj-,":+/-o- 

Die  Determinante  ft  der  Coefficienten  ftn,  fti2,  • 


9> 


ihnm 


1^11 


•    film 


beisst  der  MuJtipUcator  des  gegebenen  Systems  von  linearen 
Differentialformen  (Lie);  vergl.  aucb  die  Darstellung  in  Jacobi's 
Vorlesungen  über  Dynamik,  herausg.  von  C  leb  seh,  Berlin  1866. 
JSs  gibt  unendlich  viele  Multiplicatoren  und  jeder  andere  ist 
durch  die  Formel 

f*'  =  f*/'(9n  9>2^  "'>  9>m) 
gegeben. 

Eine  lineare  Differentialform  lässt  sich  im  Ällgetneinen  in 
eine  andere  Irans farmiren ,  die  eine  Variabelc  weniger  enthält. 
Dieses  Problem  führt  zu  dem  sogenannten  Pf  äff 'sehen,  siehe 
Kap.  8,  §  8. 

Setzt  man  eine  Differentialform  gleich  Null,  so  ergibt  sich 
eine  sogenannte  Gleichung  totaler  Differentiale,  von  welcher  in 
demselben  Kap.  8,  §  8  die  Rede  sein  wird.  Der  Leser  findet 
dort  auch  Literaturnachweise. 

lieber  Sätze,  die  den  hier  behandelten  analog  sind,  aber 
für  Differentialformen  gelten,  die  nicht  linear  oder  nicht  van  der 
1^^  Ordnung  sind,  siehe  die  Arbeiten  von  Guldberg,  die  an 
dem  eben  angegebenen  Ort  citirt  werden. 


§  7.    Die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Ausdrücke 

mit    den   Ableitungen   einer   oder   mehrerer   Functionen 

einer  Variabelen  integrirbar  sind. 

Es  liege  eine  Function 
vor,  in  welcher  y   eine   Function   von  x  ist.     Wir   wollen  fest- 
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stellen,  unter  welchen  Voraussetzungen  sich  F  ohne  vorherige 
Kenntniss  der  Function  y  von  x  integriren  lässt,  d.  h.,  F  die 
genaue  Derivirte  einer  Function  von  x^  y,  y\  •••,  ^^^^^  wird. 
Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür  besteht 
darin,  dass 

dy        dxdy''^~dx^dy"        '"^        ^   doT  dy^""^ 
sein  muss. 

Enthält  F  noch  eitie  zweite  Function  e  und  ihre  Derivirten, 
$0  tritt  zu  der  vorstehenden  Bedingung  noch  eine  andere  ihr  ähn- 
liche hinzu,  die  nian  aus  dieser  erhält,  indem  man  y  mit  z  ver- 
tauscht u.  s.  w. 

Dieses  Problem  steht  in  Beziehung  zur  Variationsrechnung* 
Das  Theorem  ist  von  Euler,  1764;  der  erste  aber,  welcher 
es  bewies,  war  der  Marquis  von  Condorcet,  Mem,  de  VAc.  d, 
Paris,  1765.  Spätere  Arbeiten  sind  von  L exe  11,  NoH  Comm. 
Petrop,,  15,  16,  1771,  1772;  Lagrange,  Leqons  sur  le  cdlcul 
des  fonct.,  Paris  1806;  Poisson,  Mem.  de  VAcad,  d,  Paris,  12, 
1833  etc.  Vergl.  des  Verfassers  Variatiofisredmung,  Leipzig 
1899,  S.  132.  

Wir  fügen  hier  die  Angabe  einiger  Lehrbücher  über 
Differential-  und  Integralrechnung  hinzu: 

J.  A.  Serret,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung, 
deutsch  von  Harnack,  3  Bde.,  Leipzig  1885,  die  2  ersten  Bände 
in  2.  Aufl.  bearb.  von  Bohlmann,  1897,  1899;  C.  Jordan, 
Coxirs  d'analyse  etc.;  E.  Lipschitz,  Lehrbuch  der  Analysis,  2  Bde., 
Bonn  1877,  1880;  M.  Pasch,  Eihleitutig  in  die  Differential' 
und  Integralrechnung  etc.  ;Genocchi-Peano,  Differcfitialrechnung 
und  Anfangsgründe  de}'  Integralrechnung,  deutsch  von  Bohl- 
mann  und  Schepp,  Leipzig  1898,  1899;  Harnack,  Elemente 
der  Differential-  und  Integralrechnung  etc.;  Stolz,  Grundzüge 
der  Differential-  und  Integralrechnung,  3  Thle.,  Leipzig  1893, 
1896,  1899;  Pascal,  Cälcolo  infinitesimale,  3  Thle.,  Mailand 
1895 — 1897;  Gomes  Teixeira,  Analyse  infinitesimal  (portu- 
giesisch), Porto,  3.  Ausg.,  1896;  Cesaro,  Calcolo  infinitesimale, 
Napoli  1899.  Vergl.  auch  die  Ueber sieht  über  die  ivichtigsten 
Lehrbücher  der  Infinitesimalrechnung  von  Euler  bis  auf  die 
heutige  Zeit,  von  Bohl  mann,  Jahresbericht  der  deutschen 
Mathematikervereinigung,  "\^,  2. 


Kapitel  Vm. 
Die  Differentialgleichungen. 

§  1.    Allgemeines. 

Eine  Beziehung  zwischen  einer  unbekannten  Function  y^ 
ihren  Derivirten  nach  der  unabhängigen  Variabelen  x  bis  zur 
n*  ^  Ordnung  und  der  Variabelen  x  selbst  wird  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  n*®'  Ordnung  genannt. 

Wenn  m  Beziehungen  zwischen  x,  den  m  Functionen 

Vi^  y%^  -  '-,  Vm 

von  X  und  ihren  Derivirten  vorliegen,  so  ist  dies  ein  System 
von  m  gewöhnlichen  Differentialgleichungen. 

Die  Gleichung  oder  das  System  von  Gleichungen  integriren 
oder  auflösen  heisst  die  Function  y  oder  die  Functionen  y^, 
ytj  •  •  •»  ym  anfanden. 

Wenn  die  unbekannte  Function  oder  die  unbekannten 
Functionen  mehrere  Variabelen  enthalten  und  eine  oder  mehrere 
Beziehungen  zwischen  ihnen,  den  Variabelen  und  den  partiellen 
Derivirten  der  Functionen  bestehen,  so  ist  dies  ein  System  van 
Gleichungen  mit  partiellen  Anleitung eti  (von  partiellen  Differential- 
gleichungen). 

Jede  Gldchwng  und  jedes  System  von  Gleichungen  lässt 
immer  ein  Integral  zu,  wenn  man  voraussetzt,  die  auf  defi  linken 
Seiten  der  Gleidiungen  stehetiden  Functionen  seien  stetig. 

Beweise  dieses  Theorems  findet  man  bei  Cauchy,  Leqons 
de  calcul  differentiel  et  integral,  redigees  par  M.  Moigno, 
Tome  2,  deutsch  von  Schnuse,  Braunschweig  1846;  Briot  et 
Bouquet,  Journ.  de  Vccole  polyL,  36.  Heft;  Lipschitz,  Ann. 
di  mat.,  2;  LeJirhtwli  der  Analysis,  Bd.  2,  Bonn  1880;  Bull,  de 
Darhoux,  10;  Volterra,  Giorn.  di  Bau.,  19;  Peano,  Acc. 
Torino,  1886;  Math.  Ann.,  37;  Arzela,  Acc.  Bologna,  1896  etc. 
Man  vergleiche  neben  dem  Cauchy 'sehen  Beweis  den  Existenz- 
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beweis  durch  successive  Approximation  von  Em.  Picard,  Tratte 
d*afmlys€,  Bd.  2,  S.  291  und  Bd.  3,  S.  89. 

Ein  Integral  y  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
von  der  w*®**  Ordnung  heisst  das  aUgefneine,  wenn  es  n  Con- 
stanten q,  Cg,  •  •  •,  Cn  von  solcher  Beschaffenheit  enthält,  dass 
die  Functionaldeterminante  von  y,  y\  y'\  •  •  •,  y(»— ^)  in  Bezug 
auf  Tj,  ^2,  •  •  •,  Cn  von  Null  verschieden  ist. 

Ein  parficulärcs  Integral  erhält  man  aus  dem  dllgemeinen, 
indem  man  den  Constanten  specielle  Werthe  beilegt,  oder  sie 
durch  bestimmte  Besdehungen  verbindet. 

Ein  singulüres  Integral  lässt  sich  aus  dem  allgetneinen  auf 
die  beiden  vorstehend  angegebenen  Arten  nicht  ableiten;  man 
erhält  es  aus  dem  allgemeinen,  wenn  man  den  Constanten  c 
Werthe  ertheilt,  die  Functionen  von  x  sind. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  von  der  n^^  Ordnung  vor- 
liegt und  man  eine  Beziehung  zwischen  einer  beliebigen  Con- 
stanten, den  x^  y  und  den  Derivirten  von  y  bis  zur  (n  —  1)*^ 
Ordnung  findet,  so  heisst  diese  Beziehung  ein  erstes  Integral 
der  gegebenen  Gleichung. 

Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  von  der  n^^  Ordnung 
lässt  n  verschiedene  erste  Integrale  zu;  löst  man  eines  von  iJmen 
nach  der  Constanten  auf  und  differenziii  dann,  so  ergibt  sich  die 
gegebene  iJi/ferentialgleichung,  eliminirt  man  dagegen  die  Grössen 

so  erhält  man  das  allgetneine  Integral. 

Die  analogen  Definitionen  für  partielle  Bifferentialgleichingen 
findet  man  weiter  unten  in  §  7.  Ueber  die  totalen  Differential- 
gleichungen siehe  §  8. 


§  2.    Differentialgleioliungen  erster  Ordnung.     Der 
integrirende  Factor.     Singulare  Integrale. 

Wenn  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  V^^  Ordnung 

auch  1*®**  Grades  in  Bezug  auf  die   Derivirte  -—  ist,   so   lässt 

sie  sich  auf  die  Form  Mdx  -|-  Ndy  =  0  bringen.  Sind 
Jif,  N  Functionen  bez.  von  x  allein  und  von  y  allein,  so  hat 
die  Gleichung  den  Typus  derjenigen,  hei  welchen  sich  die  Varia- 
helen trennen  lassen.  In  diesem  Fall  erhält  man  das  Integral 
unmittelbar  aus  der  Formel 


fMdx  +CNdy  ==  Const. 


§  2.    Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  169 

Wir  wollen  annehmen,  eine  Gleichung  !*•'  Ordnung  sei 
auf  die  Gestalt  gebracht: 

Mdx  +  Ndy  =  0. 

Wenn  dann  (i  ein  Ausdruck  von  der  Art  ist,  dass 

(iMdx  -(-  fiNdy 

ein  genaues  Differential  wird,  so  heisst  fi  der  integrirende  Factor 
(Euler),   vergl.   Kap.  7,   §  6.     Die    Auflösung    der   Gleichimg 
kann  man  von  der  Kenntniss  von  fi  abhängig  machen. 
Es  gibt  unendlich  inele  integrirende  Factoren, 
Kennt  man   einen   von   ihnen   ft,   so   sind   alle  anderen  in 
der  Form 

enffiolten,  in  welche  dq>  =  fiMdx  -(-  (iNdy  ist 

Sind  zwei  verschiedene  fi,  ft'  bekannt,  so  liefert  ihr  Ver- 
hältniss,  wenn  es  einer  Constanttn  gleichgesetzt  wird,  das  Integral 
der  Gleichimg, 

Der  integrirende  Factoi'  fi  genügt  der  partiellen  Differential- 
gleichung: 

cy  ex       ^  \cx         cy ) 

Wetm 

1    /cN dM\ 

N  \cx         cyj 

eine  Fundion  nur  vofi  x  ist,  und  den  Werth  t/;  (x)  hat,  so  existirt 
ein  integrirender  Factor,  der  eine  Function  von  x  allein  ist,  nämlich 

Wenn  ferner 

M  \dx         dy) 

eine  Function  nur  vofi  y  ist,  und  den  Werth  t/;(y)  hat,  so  gibt 
es  einen  integrirenden  Factor,  der  eine  Function  von  y  allein  ist, 
nämlich 

Lässt  sich 

IM  _dN 
cy         ex 
auf  die  Form 

N(p  (x)  —  M^  (y) 
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bringen,  so  gibt  es  einen  inl^grirenden  Factor,  der  das  Product 
einer  Function  von  x  allein  mit  einer  Function  von  y  aUein  ist. 
Wenn  M,  N  die  Gestalt 

^=(Pi  (jr)  (Fi  (y),       N=  i/;i  (x)  i/;,  (y) 

haben,    so   ist    ein    integrirender    Factor   — ,  .  ,   ,  ^,  und  die 
Gleichung  ist  der  Art,   dass  die   Variäbden  sich  trennen  lassen. 


Wenn   M,   N  homogene  Functionen    von  demselben   Grad 
sind,  also  eine  homogene  Gleichung  vorliegt,  so  ist 

1 

Mx  +  Ny 
ein  integrirender  Factor. 

In  demselben  Fall  einer  homogenen  Gleichung  lässt  sich 

dieser  Gleichung,  wenn  man  ^  =  z  setzt,   leicht  die  unmittelbar 
integrirbare  Form  geben: 

X   "T"  3f  (1,  z)  +  zNil,  z)  "^  ~  "• 


Die  linearen  Gleichungen  von  der  Gestalt 

%  +  Pv^Q. 

worin  P,  Q  Functionen  nur  von  x  sind,  werden  mittelst  der  Formel 
integrirt.  '_ 


Die  Gleichungen  von  der  Fonn 

^  =f  /«a;  +  6y +  c\ 
dx        '  \a'a;  +  5'y  +  C7  ' 

worin  die  Determinante 

I   a,    b 

I  a\  y 

von  Ntdl  verscliieden  ist,  werden  auf  den  Typus  der  homogenen 
Gleichungen  gebracht,  ibidem  man 

ax  -}-  by  '\-  c  =  x\       a  x  +  b'y  +  c'  =  ?/'     setzt. 
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Versd^mndet  aber  die  Determinante,  so  unrd 

ax  +  Vy  -|-  c'  =  w  {ax  +  ^y  +  c)  -|-  w? 

yand  man  erhält,  wenn  man  die  Variahde  x'  allein  an  der 
Stelle  von  x  einfahrt,  eine  Differentialgleichung  von  der  Form, 
wddie  die  Trennung  der  Variäbelen  ermöglicht. 


Die  B ernoulli' sehe  Gleichung 

^-i'y  +  öy», 

in  welcher  P  und  Q  Functionen  von  x  sind,  wird  in  eine  lineare 
verwanddt,  indem  man  y^"^  =  z  setzt. 


Die  Gleichung 

Xdx-i-  Tdy-^-  Z(xdy  —  ydx)  =  0, 

in  wdcher  X,  Y,  Z  homogene  Functionen  sind,  und  X,  Y  über- 
dies denselben  Grad  Jiaben,  wird  mittelst  der  Substitution  y  =  zx 
in  eine  B ernoulli' sehe  umgefortnt. 


Die  BiccatV sdie  Gleichung  laufet 

^  -(-  6y8  =  cx^-2,     (b  und  c  =  Const.). 
Setzt  man  zuerst 


und  dann 


z 

y  = 


X 


1     ,     x"^ 

w  +  1    ,     .r"» 


2w  +  1    ,     c^ 
h  1     «.    > 


z, 


'8 


und  ist  —z eine  ganze  Zahl  A;,  so  kommt  man  nach  h  solchen 

Substitutionen   zu   einer   Gleichung,   in   welcher  die   Variäbelen 
sich  trennen  lassen,  wenn  man  schliesslich  noch 

Zk  für  x^^-^^v     substituirt. 
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Macht  man  dagegen  die  Substitutionen 


m  —  1     ,     a;' 


^^j.  = 


2  m 


+ 


m  A-  2 

und  ist  — eine  ganze  Zahl  k^  so  erhält  man  nach  k  Sub- 
stitutionen eine  Gleichung,  deren  Variabelen  sich  trennen  lassen, 
wenn  man  noch 

Zk  =  x^"'—^v     setzt. 


Wenn    entweder 


oder      ^  einer    ganzen    Zahl 


2  m       "'*"'       2  m 
gleich  ist,  so  besteht  das  Integral  der  BiccaiV sehen  Gleichung 
ai$$  emtr  endlichen  Anzahl  von  Gliedern.     Ueber  die  Integration 
dun*h  unendliche  Reihen  siehe  §  5  dieses  Kap. 
Mittelst  der  Substitution 


y 


1    d  log  z 


h      dx 
verwandelt  sich  die  Biccati'sche  Gleichung  in 

5it't4t  man  darin 


wml 


x' 

= 

2l/6c     ' 

dt* 

+ 

m  — 
m 

2 

1    dz 
i  dt 

r  =  0; 


diesit^  lUoiohung  wird  die  Biccati'sche  Gleichung  2**^'  Ordnung 
^^mwixU  s.  Königsberger,  S.  321. 

Poisson  gab  die  Lösung  der  Riccati'schen  Gleichung  durch 
t»iu  bostimmtes  Integral,  Journ.  de  Vcc.  polyt.,  Heft  16.  Näheres 
tuuM  man  bei  Cayley,  Phil.  Magaz.,  36,  1868;  Schlaefli,  Ann. 
M  MoL  1;  Catalan,  Brux.,  Ac.  sc.  Bull,  31,  1871;  Glaisher, 
0i(iW.  /owrw.,  11,  12;  Bach,  Ann.  de  VEc.  norm.,  (2),  3. 

Vergl.  die  Darstellung  bei  L.  Königsberger,  Lehrbuch 
der  Theorie  der  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen 
Variabelen.  1889,  Leipzig,  S.  272. 


f  ^    HHfe ! wn  iiilf«<«iffinmi?<fc  (ciQ^cr  v^^dftui^ 


irs 


'iTtEÄ  Jl  V-  J^  Fimc^iOier  r^a  j  ^äasd.  *:ö,''i;  «-»^h*  <*iw^  ffT^rtmf'*i%*t 

ticA«»  Ton  X  and,  ii&d  £  d>e  UMSi^  YiikMcuittl)^  FuiKtK\«)  i^ül; 

Integimk^  ist  octtst^atH  d.  K  muil4lxtgi^  von  jr: 
4    mxnelsi  der  SubstitutHMi 

wird  sie  ru  einer  Imearrm  itleiohxinir  •***  Ordnunc. 


Dir  Jacohi^sdie  Glrk^¥9H9.  CfX^U.  24 
i^A  +  A'x  4-  ^>^  ,x*f(y  —  ^»<^r^  —  ^K  -f  li  x  +  K' •^«?* 

+  <^r  +  c^'r-i-  r^t^iix  —  o 

reducirt  sich  mittelst  der  Substitutionen 

.V  =  «•  4-  /i 
und  bei  einer  solchen  Bestimmung  von  ci  und  ß^  dii$s 

et 


A  +  A'a-\-A" 

und  A-  eine  Wurzel  von 

^  —  l;      Ä\           Ä 

B,      B'  —  k,      Ji 

C,          C\       C"- 

k  wiiM» 


ist,  auf  die  bereits  oben  untersurhto  (iloiolning,  in  \vt»li'lu«r  ili« 
Coefficienten  der  Diflferentialo  homogono  Fnnotionrn  Hind.  Hiolio 
Winckler,  Wien,  Bet\,  Bd.  04;  vorgl.  auch  Mosso'h  Vorlrstniffni 
ahn'  analytische  Gcmndrie  des  Baumes,  l\.  von  (linnhOriiignr 
besorgte  Ausg.,  Leipzig  1877,  S.  95. 
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Eine  Gleichung,  deren  Typus  der  Yorigen  ähnlich  ist,  in 
welcher  jedoch  die  Coefficienten  der  Differentiale  ganz  allgemein 
rationale  Functionen  von  x  und  y  sind,  heisst  Darhouafsche 
Gleichung;  siehe  Darboux,  BtUl.  des  sciences  math.,  2.  Serie, 
Bd.  2,  

Die  Euler'sche  Gleichung 

in  ivclcher 

ist,  hat  zum  Integral 

y  yji^)  +  xYn^)  =  C(l  -Ä^xV),  vergL  Kap.  7,  §  4. 


Die  Gleichungen,  welche  weder  x  noch  y,  sondern  nur  y' 
enthalten,  werden  integrirt,  indem  man 

?^,    (c  =  Const), 

an  die  Stelle  von  y'  suhstituirt. 


Gleichungen  vom  Typus 

^  =  'P©=9''(i') 
werden  integrirt,  indetn  man  p  aus  ihnen  und  aus 
y  =  f pq)'  (p)  dp  +  Const.     eliminirt. 

J)as  Integral  der  Gleichungen 
erhäU  man  durch  Elimination  von  p  aus  ihnen  und  aus 


rtp'ip) 


=r-f'^^+ 


Const. 


Das  Integral  der  (Monge' sehen)  Gleichungen 
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wird  durch  JSliminatian  von  p  gefunden,  indem  man 

_e  J/(p)-p[— r^/^;   eJf^)-Pdp  +  Const.) 


limzunimmt. 


Die  Clairaut'sche  Gleichung  (Äc.  de  Paris,  1734) 

y  =  Xi?  +  9)(i)),     P  =  -/-, 

wird  dadurch  integrirt,  dass  man  an  die  Stelle  von  p  eine  will- 
kürlidie  Constante  setzt. 

Ein  singtUäres  Integral  der  Clair  auf  sehen  Gleichung  er- 
hält man  durch  Elimination  von  p  aus   ihr  und  der  Relation 


Im  AUgemeinen  muss  man,  um  ein  singuläres  Integral 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  er- 
halten, die  linke  Seite  der  Beziehung,  welche  das  allgemeine 
Integral  dai-stellt,  nach  der  willkürlichen  Constanten  differenziren, 
diese  Derivirte  gleich  Null  setzen  und  alsdann  die  Constante 
ans  ihr  und  dem  allgemeinen  Integral  eliminiren. 

Die  so  erhaltene  singulare  Lösung  stellt  geometrisch  die  Ein- 
hallende  der  dem  allgemeinen  Integral  entsprechenden  Gurten  dar, 
siehe  Bd.  2,  Kap.  16,  §  6. 

Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  in  Bezug  auf 
y'  vom  ersten  Grade  ist,  gestattet  niemals  eine  singulare  Lösung. 

Ninmit  man  an,  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
sei  algebraisch,  rational  und  ganz  in  Bezug  auf  x^  y^  y\  und 
bezeichnet  man  die  Discriminante  der  gegebenen  Gleichung  für 
die  Variabele  y'  mit  ^,  so  muss,  wenn  eine  singulare  Lösung 
existircn  soll,  für  diese  J  =  0  werden. 

Die  singulären  Integrale  hat  zuerst  Clairaut  (1734) 
gefunden;  später  beschäftigte  sich  Euler,  Äc.  de  Berlin,  1756; 
d'Alembert,  Ac.  de  Paris,  1769  und  Laplace,  ib.,  1772  mit 
ihnen.  Darauf  folgte  eine  ausführliche  Arbeit  von  Lagrange, 
Mem.  de  Berlin,  1774;  Oeuvres,  4,  S.  5.  Der  letztere  Autor 
hat  die  singulären  Integrale  particüläre  genannt;  wir  verstehen 
bekanntlich  unter  dieser  Bezeichnung  eine  andere  Art  von  In- 
tegralen. 

Von  neueren  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  citiren  wir 
Darbonx,  Campt.  Bend.,  Bd.  70,  1870;   Cayley,  Messenger, 
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1872;  Casorati,  Ist  LomK  1874,  1875;  Lincei,  1876,  1879; 
Ämi,  iU  mat,  Bd.  19.  Ein  Verzeichniss  der  einschlägigen  Ar- 
beiten findet  man  bei  LiaPredella,  Giorn,  di  Batt.,  Bd.  33. 


§  3.   Die  linearen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen. 

Die  Gleichung  vom  Typus 

Xo!)'"^  +  X.y^'-''  +  •  •  •  +  X,j,  =  X,+i, 
in   welcher  die   Functionen   X  nur  die   Variabele   x   enthalten, 
heisst  eine  lineare  gewöhnliche  Differentialgleic)mng ;  ist  Xn^i  =  0, 
so  heisst  sie  homogen,  im  anderen  Fall  nicht  homogen. 

Die  homogene  lineare  Gleichung  lässt  sidi  durch  die  Sub- 
stitution ^ 

in  eine  solche  von  da'  (n  —  1)*®°  Ordnung  umformen r  die  aber 
nicht  meJir  linear  ist. 

Kennt  man  n  particuläre  Lösungen 

Vi,  Vi,  •  •  •  y* 
der  hoynogen<m  linearen   Gleichung  von  der  Bescliajfenheit,  dass 
ihre  WronskVsche  Determinante  vmi  Null  verschieden  ist,  so  tvird 
das  allgetneine  Integral  durch 

y  =  <^iyi  +  ^22^2  H h  ^»y« 

gegeben,  d'Alembert,  Mise.  Taur.,  3,  S.  362;  Libri,  Grelle,  10. 

Dan  allgemeinen  Integral  kann  man  stets  diese  Form  geben. 

Das  System  von  Integralen  i/j ,  •  •  • ,  t/n  heisst  alsdann  ein 
Fundam  entalsgstem. 

Wenn  man  von  dei'  honwgenen  linearen  Gleichung  der 
^pten  Ordnung  ein  particuläres  Integral  y  ^=  y^  kennt,  so  lässt 
sich  durch  die  Substitution 

y  =  yi  ß^^ 

die  Integration  der  homogenen  Gleichung  auf  die  einer  anderen 
Gleichung  von  demselben  Typus,  aber  da'  (w  —  1)*®**  Ordnung 
zurückfahren,  Lagrange,  Berl.  Äk..  1775. 

Wenn  ein  Integral  y^  der  gegebenen  homogenen  Gleichung 
auch  eine  Lösung  der  Gleichung 

wXoy(«-^)  +  (^  —  1)  X,y(—^)  H 1-  Xn^,y  =  0 

ist,  so  heisst  y^  eine  doppelte  Lösung  der  Gleichung,  wie  es 
analog  bei  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  der  Fall 
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ist.  Alsdann  redncirt  die  Substitution  y  ^^^  y^Jdxjedx  die 
gegebene  Oleiohxuig  auf  eine  homogene  lineare  Gleichung  von 
der  («  —  2)**^  Ordnung. 

Wenn  das  aXlgema/ne  Integral  einer  linearen  Gleichung 
m*^  Ordnung  einer  Gleichung  von  der  Ordnung  n  >  w  genügt, 
90  lässt  sich  die  Lösung  dieser  letzteren  von  derjenigen  der 
Gleichung  wf^  Ordnung  und  einer  anderen  von  der  (n  —  w)***^ 
Ordnung  abhängig  machen.    Das  Libri'sche  Theorem,  Crelle,  10. 

Diese  Sätze  fahren  zu  den  Untersuchungen  über  die  den 
Sjstemen  linearer  Differentialgleichungen  gemeinsamen  Integrale. 
Siehe  darüber  Brassine,  Anm.  3  in  Bd.  2  der  Analysis  von 
Sturm;  Frobenius,  Crelk,  76;  v.  Escherich,  Benkschr,  d. 
Wien.  Ak,,  46;  Schlesinger,  Lineare  Differentialglcichwigen, 
Leipzig  1895,  1,  S.  42. 

Nennt  man  die  n  linear  umihhängigen  particulären  Integrale 
der  homogenen  GleicJiung  y^^  •••,  y«,  so  tvird  ihre  WronskVsche 
Determinante  durch  die  Liouville'sche  Formel  ßu^sgedrUckt: 

W=  Ce  ^^'     . 

Jede  rationale  ganze  Function  der  j^^,  •••,  y»  ww^  ihrer 
Ableitungen,  welche  bis  auf  einen  Factor  unverändert  bleibt, 
wenn  man  die  y  durch  die  Elemente  z^^  •••,  Zn  eines  anderen 
Fundamentalsystems   ersetzt,   ist  eine  rationale  ganze  mit   einer 

Potenz  von   W  multijjlic^irte  Function  der  Grössen  ^-,  •••,   y^- 

Das  Appeir sehe  Theorem,  Ann.  de  l'Ecole  norm.,  2.  Ser.,  10,  S.  400. 

Nennt  man  die  linke  Seite  der  linearen  homogenen  Differen* 
tialgleiehung  Py  und  nimmt  der  Einfachheit  wegen  an,  der  erste 
Goefficient  sei  1,  indem  man  die  ganze  Gleichung  mit  X^ 
dividirt,  und  ist  dann  eine  Function  F{x)  derart,  dass  ihr  Pro- 
duct  mit  Py  die  genaue  Ableitung  eines  linearen  Ausdrucks  mit 
den  Derivirten  von  y  bis  zur  (n  —  l)****  Ordnung  ist,  alsdann 
heisst  F{x)  der  Multiplicator ;  Lagrange,  Mise.  Taur.,  3,  S.  179; 
Werke,  1,  S.  471;  Abel,   Werke,  S.  47;  Jacobi,  CreUe,  32. 

Der  Multiplicator  F(x)  genügt  der  homogenen  linearen 
Gleichung 

»•=sO 

welche  die  zur  gegebenen  Gleichung  adjungirte  Differential- 
gleichtmg  genannt  wird  (Lag ränge). 

Pascal,  Repertorinm.  L  12 
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UmgekeJirt  genügt  ein  MultipUcator  dieser  Gleichung  der 
gegebenen  Gleichung,  Der  Reciprocitfttssatz  von  Thom^,  Crelle, 
76  und  Frobenius,  ib. 

Die  linke  Seite  der  adjungirten  Differentialgleichung  heisst 
der  adjungirtc  lineare  Differentialausdruck  desjenigen  Differential- 
ausdrucks,  den  die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung  bildet. 
Die  Beziehungen  zwischen  diesen  Differentialausdrücken  hat 
speciell  Hesse  studirt,  Crdle,  54;  Frobenius,  ib.,  76,  85; 
Fuchs,  ib.,  76  etc.  Mit  diesen  Untersuchungen  steht  der  Be- 
weis eines  Theoreias  von  Jacobi  in  Verbindung,  CreUe,  17 
in  Bezug  auf  die  Transformation  der  zweiten  Variation  eines 
bestimmten  Integrals.  Vergl.  Pascal,  Variationsrechnung,  Leipzig 
1899,  §  20. 

Um  eine  homogene  Differentialgleichung  mit  constanten  Coeffi- 
denten  Oq,  a^,  •  •  •,  a»  integriren  zu  können,  hat  man  die  al- 
gebraische (charakteristisdie)  Gleichung 

a^z"^  +  «i^**"^  +  •  •  •  +  öt»  =  0    aufzulösen. 

Für  jede  reelle  einfache  Wurzel  a  derseitben  ist 
y  =  ^' 

ein  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung;  für  jede  reelle 
r-fache  Wurzel  a  der  charakteristischen  Gleichung  sind 

r   particuläre    Integrale    der   gegebenen,    und  für   jedes    Paar 
complexer  Wurzeln  a  =  m  +  ni  sind 

y  z=  cos  {nx)  e"**,     g  =  am  (nx)  e^* 

zwei  particuläre  Integrale, 

Hat  man  daher  die  charakteristische  Gleichung  aufgelöst, 
so  lassen  sich  auf  diese  Art  n  unabhängige  particuläre  Integrale 
aufstellen;  mit  ihrer  Hülfe  kann  man  dann  das  allgemeine 
Integral  bilden.  

Um  eine  nicht  homogene  lineare  Gleichung  zu  integriren, 
löse  man  die  entsprechende  homogene  Gleichung  auf;  d.  h.  die- 
jenige, welche  sich  aus  der  gegebenen  ergibt,  wenn  man  die 
rechte  Seite  gleich  Null  setzt.  Ist  das  so  erhaltene  allgemeine 
Integral  ,  , 

so   löse   man   weiter  die    folgenden    linearen   GleichuDgen    nach 

den  -j-  auf: 
dx 
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de       .  ^^ft     , 

dx  ^1        ^        ^  d«  ^"  ^' 

nnd  integrire  die  sich  ergebenden  Beziehungen 

auf  diese  Art  findet  man  die  Grössen  c,  welche  Functionen  von 
X  sind  und,  in  den  Ansdruck  für  y  eingesetzt,  das  allgemeine 
Integral  liefern.  Die  Methode  der  Yariaiion  der  Canstanten  von 
Lagrange,  Nouv.  Mem.  de  VAc,  de  Berlin,  1775;  Werke,  4, 
S.  159. 

Wenn  man  ein  pariiculäres  Integral  der  nicht  homogenen 
Gleichung  kennt  und  das  allgemeine  Integral  der  entsprechenden 
homogenen  Gleichung,  so  ist  die  Summe  heider  das  allgemeine 
Integral  der  nicht  homogenen  Gleichung. 

Wenn  die  gegebene  nicht  homogene  Gleichung  constante 
Coefficienten  besitzt  und  die  rechte  Seite  die  Form  Pe^*  hat, 
worin  P  ein  Polgnom  in  x  vorstellt,  so  ist 

Q'X^e^' 

eine  particuläre  Lösung  der  nicht  homogenen  Gleichung.  Darin 
ist  (i  die  Anzahl  derjenigen  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleidmng,  welche  gleich  X  sitid,  sowie  (i  gleich  Null,  wenn  k 
keine  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung  ist;  Q  bezeichnet  ein 
Polgnom  von  demselben  Grad,  wie  P,  dessen  Coefficienten  sich 
bestimmen  lassen,  indem  man  den  obigen  Ausdruck  an  die  Stelle 
von  y  setzt  und  die  Bedingungcfi  dafür  zum  Ausdruck  bringt, 
dass  die  gegebene  Gleichung  durch  diese  Substitution  identisch 
erfüllt  ist  (siehe  Jordan,  Analyse,  Paris  1893,  Bd.  3,  S.  158). 
Kennt  man  ein  particuläres  Integral  der  nicht  homogenen 
Gleichung,  so  lässt  sich  die  Integration  auf  diejenige  einer  an- 
deren linearen  Gleichung  zurückführen,  die  von  derselben  Ordnung 
'aber  homogen  ist. 

12* 


m    I^  Diderentüdgleichungen. 

«     firrn-^uriis    Integral    der    homogenen 
-*v«     de   Integration   der   nicht  homogenen 
mtr  *mder€n  nidit  Jiomogenen  Gleichung 
•^wm^irtm. 

-  -     «t/H    4Htmj»ifm»f  Gleichung  zweiter  Ordnufig 

f    —Py  +Qy  =  X 

-  «••    •.     »n  ^irti^äres  Integral  von 

.,'4-P/  +  öy  =  0 

9i¥'  —  yyi  = « 

...     üfi-   .u'ifrmß/tm-  Int^^gral  der  gegehenc7i  Gleicfiung 

l'  ■w»   ••.  .1^  -iT»'*  /iw^'rtr  unabhängige  particuläre  Integrale 

*,m»u'HtH    'inetiren    Gleichung    zweiter    Ordnung    sind,    so 

■  -v*«'/»  if   V»u>**Ä"ff  von  y^  mit  denen  von  y^  ah;  d.  h.  zwischen 

V- .    >iV.';..iü«,iri->»  an*  y^  cxistirt  immer  cirier  von  y^  und  ebenso 

-  -^•**»    .'4-.>   SmipHnkten   von  y^  immer    einer    von  y^.     Das 

■^»..--31  :<:  Ton  Sturm,  J.  de  Liouvillc,    1,    1836    und  fQhrt 

.•■:  N:i3Srfi:  t^A'iiuitiOHiitheorem:  es  wurde  von  Klein  erweitert, 

\  .-f.   -i'^..  IN  S,  410;  autographirte  Vorlesungen  1891 — 94. 

\ .  .ivr'ivjx?   tu*:    sich   Böcher   mit    ihm    beschäftigt,    Bull,    of 

\.m.'-t.\ff   S«.-    lS98. 

:s     'rHaf/-'.«  ifldchungcn  von  der  Form 

i^  .  ■  ^  ?V,r*^  -h  «i(«^  +  hY-h/»-^)  ^ ^any  =  0 

ayui-H  s^A  ii^A*  die  Substitution 

ax  -{-  h  =  e^ 

in,   i  ^  rV*^s  J«T  Gleichungen  mit  constanten  Cocfficienten  hringetu 
l\*  Lapla 00 'sehen  Gleichungen  haben  die  Gestalt 

'   >:\r'  +  0»!  +  h^)y^''-^'  H 1-  («n  +  hnx)y  =  0. 

5^u:  man 


^^^ 


^:'  +  ^r— ^  H \-hn  =  q>U) 
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T^'^.eJvit)   ,     C=Const., 
80  hat  ihr  allgemeines  Integral  die  Form 

jCi   /+  C, /+  •  • .  +  Cn+1  f  ^'Tdt, 

worin  die  Grössen  C  durch  eine  Bedingung  miteinander  ver- 
banden sind  und  die  Werthe  Ton  ß  sich  bestimmen  lassen 
Siehe  Jordan,  Tratte  d'amUyse,  Bd.  3,  S.  253. 


Der  Gleichung 

wird  durch  die  Perioden  des  elliptischen  Jacob! 'sehen  Integrals 

dx 


/, 


genügt,  wenn  man  sie  als  Functionen  von  k  betrachtet.    (Siehe 
die  elliptischen  Functionen,  Kap.  16,  §  2.) 


Die  Gleichung 
{^—iy'  —  3axY'+3a(a+l)xy'-a(a+l)(a+2)y=0 
hat  zur  allgemeinen  Lösung 

y  =  Ci(^—  1)^+2  +  c,(a:  — f)«+2  +  C^(x  —  B^y-^^, 
worin  s  eine  Kubikwurzel  aus  der  Einheit  ist. 


Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 
ist: 


y"  =  xV 


—1  —1 

(Spitzer,  Grunerfs  Archiv,  52). 
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Die  Gleichung 

hat  Spitzer  untersucht,  Math.  Ann,,  3;  Grwnerfs  Arch.,  53 
und  die  Lösung  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausgedr&ckt. 


Die  Gleichung 

y"  +  Fy'  +  «y  =  0, 

in  welcher  P  und  Q  rationale  Functionen  von  x  sind,  hat  Euler 
erörtert  und  der  Lösung  die  Gestalt  eines  bestimmten  Integrals 
gegeben.  Der  Fall,  in  welchem  P  und  Q  lineare  Functionen  von  x 
«ind,  wTirde  von  Winckler  behandelt,   Wien.  Berichte,  Bd.  67. 

Ueber  die  Integration  von  yf^^^  =  x^y  durch  bestimmte 
Integrale  siehe  Kummer,  Cr  eile,  19. 

In  Betreff  der  Gauss'schen,  Legendre'schen,  Bessel'sehen 
und  Lame 'sehen  linearen  Differentialgleichungen  vergl.  den 
§  5  und  Kap.  18,  §§  6,  7,  8,  10. 


§  4.    Die  Gleiohungen  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung. 

Eine  Gleichung  vom  Typus 

/•(3^(»-i),  ^(«))  =  0     oder    y<»)  =  fp  (y^""^)) 

liefert,  wenn  man 

y(»» — 1)  =  |) 

setzt, 

-dp 


X  =  /  — —r  +  Const. 


Eliminirt  man  p  aus  den  beiden  letzten  Beziehungen,  so 
ergibt  sich  y^»*"-^)  als  Function  von  x\  durch  successive  Quadra- 
turen lässt  sich  dann  y  finden. 


Die  Gleichungen  vom  Typus 

geben,  wenn  man 
setzt, 
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i  ?*=//•(?)  rfi'  +  Const., 


■/?  + 


Const. 


Hat  man  so  zuerst  p  und  dann  ^('«— i)  als  Function  von  x 
gefunden,  so  ergibt  sich  schliesslich  y  durch  successive  In- 
tegrationeA* 

Wenn  man  annimmt,  x,  y  seien  lineare  Functionen  von  t 

und  daher  ^  vom  nullten,  ^-^  vom  ( —  1)**°  Grade,  und  wenn 

alsdann  alle  Glieder  der  Gleichung  denselben  Grad  in  Bezug 
auf  t  haben,  so  lässt  sich  die  Ordnung  der  Gleichung  dadurch 
erniedrigen,  dass  c®  für  x  und  ze^  ^  y  substituirt  wird. 

Die  in  Bezug  auf  die  Variabele  y  und  ihre  Derivirten 
homogenen  Gleichungen  werden  von  niedrigerer  Ordnung,  wenn 

y  =  e*,   5—  =  w     oder     y'  =  uy     geset-zt  wird. 


Die    Gleichungen,    in    denen   x   explicite    nicht   vorkommt, 

erhalten    eine    niedrigere    Ordnung,    wenn    man   2/'  =  ^=i> 
setzt  und  y  zur  unabhängigen  Yariabelen  nimmt. 


Legt  man  der  Veränderlichen  x  die  erste  Dimension,  y  die 
n**,  y'  die  (n — 1)*%  •  •  •,  schliesslich  ^"^  die  nullte  Dimension 
bei,  und  ist  dann  die  Gleichung  homogen  vom  r*'°  Grad,  so 
verringert  sich  die  Ordnung  der  Gleichung,  wenn  man 

X  =  c^j   y  =  e^^'  z     setzt. 


Die  Gleichung  zweiter  Ordnung 

in  welcher  P  und  Q  nur  x  und  y  enthalten,  kann  in  den  folgenden 
Fällen  auf  eine  solche  1*®'  Ordnung  erniedrigt  werden: 

1.  Wenn  P  und  Q  Functionen  nur  von  x  sind.    Substituirt 

man  p  für  ~^,  so  ergibt  sich  eine  Bernoulli'sche  Gleichung 

(vergl.  §  2). 
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2.  Wenn  P  und  Q  Functionen  nur  Ton  y  sind.     Wird 

y  =^,   y  =-^ 

gesetzt,  und  werden  dabei  unter  x'  und  x"  die  DeriYirten 
von  X  nach  y  verstanden,  so  kommt  man  auf  den  vorigen  Fall 
zurück. 

3.  Wenn  P  eine  Function  nur  von  x  und  Q  eine  solche 
nur  von  y  ist.     Ein  erstes  Integral  der  Gleichung  ist  dann 

^°8  (19  +/^«^^  +fQdy-=  Consi 
und  das  allgemeine  Integral 

In  dem  dritten  Fall  heisst  die  Gleichung  die  Liouville* Sfke. 


§  5.    Die  Integration  der  Differentialgleiohungen 
duroh  Beihen. 

Um  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  von  der  w*®"  Ord- 
nung durch  Beihen  zu  integriren,  verfährt  man  in  der  Regel, 
wie  folgt:  Man  löst  die  Gleichung  nach  j^^")  auf  und  ermittelt 
durch  Differentiation  der  so  erhaltenen  Beziehung  die  Werthe 
von  y^^'^^\  y^^'^^\  •  •  •  als  Functionen  von  a;,  y,  y\  •••,  y^^'~^\ 
Alsdann  legt  man 

y,  y\  •  •  •,  y^'*-^^    f^r    x  =  Xq 

beliebige  Werthe  bei  und  bildet  die  Reihe 

y  =  yo  +  (^  —  ^o)yd  +     g,     yo'  H — • 

Wenn  diese  Beihe  in  einer   JJmgebwng  von  Xq  convergirt, 
so  stellt  sie  ein  Integral  der  gegebenen  Gleichung  dar. 
Wenn  man  femer  den  Grössen 

(n— 1) 

yo»  yo5  '  •  -j  yo 

durchaus  willkürliche  Werthe  beilegt  und  sich  keine  ünzuträg- 
lichkeiten  bei  den  Werthen  von 

yj)  1  yo     » ••• 
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ergeben,  auch  die  Beihe  immer  convergent  bleibt,  so  ist  das 
Lifegral  ein  allgemeines;  kann  man  dagegen  den 

'  (n— 1) 

keine  beliebigen,  sondern  nur  gewisse  bestimmte  Werthe  geben, 
so  stellt  die  Beihe,  wenn  sie  convergirt,  ein  parHctUäres  In- 
tegral dar. 

In  den  F&Uen,  in  welchen  das  Integral  der  Biccati'schen 
Gleichung  (§  2)  sich  in  endlichen  Ausdrücken  nicht  darstellen 
l&sst,  kann  man  unendliche  Reihen  benutzen. 

Betrachten  wir  die  BiccaWsche  Gleichung 

und  setzen 

z' 
y  =  7' 
80  wird 

z"  —  csf'-^z  =  0; 

wenn  jer^,  e^  zwei  particuläre  Integrale  hiervon  sind,  so  ist 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

__  ^1  +  Cz^ 
^—  z,  +  Cz,' 
Setzt  man  nun 


z 

so  ergibt  sich  die  Gleichung 
1    »n 


m"  +  2c2Ä8"^t*'  +  (f  —  l)c8a:2-*M  =  0, 

von  welcher  sich  zwei  particuläre  Integrale  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln  lassen.    Sie  sind,  wenn  man  n  statt 

g-  —  1  schreibt: 

^  ""-^^      ^^    r!(n+l)''n(2n+l)(3n  +  2)...(rn+r— 1) 

,    VC-1  y  ^       («+8)(8ti+4)  -  [(2r-l)n+2r]       ^(„+i 
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Die  beiden  Beihen  convergiren  für  jedes  x. 
Literatur  über  die  Biccati'sche  Gleichnng  wurde  in  §  2 
angegeben.  

Die  Gauss 'sehe  Gleichung  lautet: 

Sie  hat  ein  particuläres  Integral 

welches  convergirt,  wenn  |  a;  |  <  1  ist  (siehe  die  hypergeometri- 
sche Beihe,  Kap.  18,  §  6). 

Die  Legendr  ersehe  Gleichung  (Kap.  18,  §  7) 
(1  —  x')y"  —  2xy'  +  n(n  +  l)y  =  0 
hat  die  particulären  Integrale 
«    _    .         ni^-^)n-2    I     n(n-l)(n-2)(n-3)      ,,,,, 

(n  +  l)(n  +  2)(n+8)(n  +  4)  ^(,+5)    . 
•  2.4(2n  +  3)(2n  +  6)  "*  ' 

welche  für  |  x  |  <  1  gelten.  Wenn  2n  eine  ungerade  positive 
oder  negative  Zahl  ist,  so  sind  die  beiden  Integrale  nicht  un- 
abhängig von  einander. 

Die  Gleichung 

^y"  +  y'  +  2/  =  0 
hat  für  jedes  beliebige  x  das  particuläre  Integral 
a;  _,      a;*  x^         . 


Die  BesseTsche  Gleichung  (Kap.  18,  §  9)  lautet 

xV  4"  xy'  +  (^^  —  ^*^)  2/  =  0. 
Eines  ihrer  particulären  Integrale  ist 

„  [ .  a;*  . a?'  

^    r         2«(w+l)  "■    2!2*'.(n+l)(n  +  2) 

3T2«~(n  +  1)  (n  +  2)"(w  +  3)     >     *  *    J  ' 


o^gilit  sidi,  weaii  «  nit  —  n  Tertauscht  wird. 
Ist  fi  OBe  g«B»  Zahl^  so  and  die  dudi  Tatmuddnmg  von  m 
mit  —  m  gewoonoMii  xwei  puücalirai  Int^^riLle  nidit  unab- 
bmngig  und  genügen  dmher  nicht  mehr  zur  Kldnng  des  all- 
gemeinen  Integnls. 

Setzt  man  in  der  BesseKschen  Gleidiung 

so  Terwandelt  sie  sich  in: 

<*/"  +  (2a-h  l)/z'  + (a*  — /JV  +  /JV/V)  r  =  a 

Auf  diese  Fonn  lasst  sich  jede  Gleichung  Tom  Typus 

fiz"  +  mtz'  +  {h  +  cf)z  =  0 

znrückföhren,  wenn  man  über  or,  /^^  >S    n  *^  geeignete  Weise 
▼erfögt. 

So  eihalt  man  för 

"•  —  1        ■»        1         »        - 
«  =  — y-,      /J=2'     r='*«i     w  =  m—  1 

die  Gleichong 

tz"  +  '••^'  +  ?'-  =  0, 
Ton  welcher 

.  =  i__Li_/2j ?i^i?!__,4 

2:(iii+l)         '     4!(w  +  l)(^iH  +  3^ 

ein  weiteres  oarticuläres  Integral  ist  ausser  demjenigen,  welches 
sich  aas  der*  allgemeinen  Formel  ergeben  würde. 
Als  specieller  Fall  für 

2a  +  1  =  0,     a*  —  ß^n^  =  0 

ergibt  sich   eine   Transformation   der  Riccati' sehen   Gleichung 
(siehe  oben). 

Für  a  =  -,    /3=-,    y  =  l    erhält  man 


fz"+(n  +  l)ir'  +  ^r  =  0. 


§  6.    Systeme  von  simultanen  Differentialgleiohimgen. 

Es  liege  ein  System  von  n  Differentialgleichungen  vor, 
welches  eine  Variabele  a:,  n  Functionen  i/^,  yj,  •••,  lu  und  die 
Derivirten    dieser   Fimctionen    nach    x    bis    zu    einer    gewissen 
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Ordnung  enthält.  Ein  solches  Sjrstem  wird  ein  System  simul- 
taner Differentialgleichungen  genannt.  Wenn  Derivirte  von  höherer 
als  der  ersten  Ordnung  vorhanden  sind,  so  setze  man 

e?t/i  dz d'y,  

dx  '     dx        dx*  ' 

und  vereinige  diese  neuen  Gleichungen  mit  den  gegehenen;  auf 
diese  Art  wird  das  System  auf  ein  System  von  n  Gleichungen 
mit  n  unbekannten  Functionen  y^,  y^^  •  •  •,  y«  redudrt,  welches 
nur  die  ersten  Derivirten  dieser  Functionen  enthält. 

Ein  solches  System  lässt  sich  stets  integriren,  wobei  man 
n  endliche  Beziehungen  zwischen  x,  y^,  yg,  *  •  *?  J/n  ^^  w  tcill' 
Mrliche  Constanten  erhält. 

Löst  man  diese  Beziehungen  nach  den  n  Constanten  auf, 
so  heissen  die  linken  Seiten  der  so  erhaltenen  Gleichungen  die 
n  Integralfunctionen  des  vorgelegten  Systems. 

Aus  einem  derartigen  System  kann  man  n  —  1  der  un- 
bekannten Functionen  sammt  ihren  Derivirten  eliminiren  und 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  von  der  n**"*  Ordnung 
ableiten,  die  mit  n  Constanten  zu  integriren  ist.  Zu  diesem 
Zweck  empfiehlt  sich  die  folgende  Methode: 

Man  löst  die  GleicJmngen  nach  den  Derivirten  auf: 

y'i  =  fi(x,  yil  f/2,  •••,  yn), 


yn  =  fn(:JC,   yu    ^S,    •••,    Vn)', 

dlfferenzirt  die  erste  der  vorstellenden  Gleichungen  nach  x,  setzt 
auf  der  rechten  Seite  an  die  Stelle  der  Derivirten  von  y  Uire 
durch  dieselben  vorstehenden  Gleichungen  gegebenen  Wetihe  und 
mederholt  dieses   Verfahren  (n  —  1)  mal.     Man  findet 

(n) 

vii  Vi,  •••,  y\ 

als  Functionen  von  a?,  y^,  ^g»  *•?  Vn  ^^^  durch  Elimination 
von  ^2,  ^3,  •  •  •,  yn  die  Differentialgleichung  in  y^. 

Kennt  man  n  erste  Integrale  dieser  Differentialgleichung: 

t^^ii^j  vu  y[,  •••,  ^l"~^^)  =  ^i> 

und  suhstituirt  in  sie  die  vorher  gefundenen  Weiihe  von  t/i,  y'i\ 

•  ••,  y^^'~^\  so  erhält  man   n  Beziehungen  zwischen  x,  y^,  y^^ 

•  •  •»  Vnj  Ci,   C2,   •  •  •,   c«. 
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Wenn  die  gegebenen  Gleichungen  sich  nicht  nach  den  ersten 
Derivirttn  außösen  lassen,  so  differenzire  man  eine  jede  (n  —  1) 
mal;  man  erhäU  n*  Gleidtungen  zwisdien  x  und 


yu  yu 
yty  yiy 


',  y\\ 


yn,  yn, 


.,(»). 


diminirt  man  alsdann  die  in  dem  vorstehenden  Schema  unter  der 
ersten  H&riMoniälreihe  stehenden  n(n  —  1)  Grössen,  so  kommt 
man  eu  der  Differentialgleichung  von  der  n****  Ordnung  in  y^. 
Eliminirt  man  femer  aus  einem  jeden  ihrer  ersten  Integrale  u/nd 
den  n*  ohigen  Gleichimgen  die  Grössen  des  vorstehenden  Schemas 
mit  Ausnahme  derjenigen  der  ersten  Columne,  so  erhält  man  eine 
Beziehufig  zwischen  Xj  y^,  y,,  •  •  •,  y,  uml  einer  Constanten, 
Gibt  man  den  gegebenen  Gleichungen  die  Gestalt 

^^1  —  fidx  =  0, 

^y%  —  /i<^ir  =  0, 


dyn  —  fndx^O, 

so  ergibt  sich  ein  System  von  n  totalen  DifferentialgleicJiungen 
oder  Ffaff' sehen  GleicJiungen  (§  8),  welches  immer  mit  n  Gleichungen 
integrirbar,  oder,  wie  man  sagt,  ein  unbeschränkt  integräbcles 
System  ist;  das  heisst:  es  lassen  sich  immer  n  Systeme  von 
n  Functionen  von  x  und  y^,  •  •  •,  y„  nämlich 

^21,    •  •  •,    (hnj 


von  der^ Beschaffenheit  finden,  dass  man  durch  Multiplication 
der  gegebenen  Gleichungen  mit  ihnen  imd  Summirung  der  Pro- 
ducte  n  genaue  Differentiale  dq>j^y  •  •  •,  dq>n  erhält.  Die  De- 
terminante ft-  der  Grössen  (i  heisst  der  JacoMsche  Multiplicator. 
Für  n  =  1  reducirt  er  sich  auf  den  gewöhnlichen  integrirenden 
Factor  (§  2). 

Der  Multiplicator  ^  genügt  der  Belation 
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Wenn  man  zwei  MuiMplicatoren  kennt,  so  ist  ihr  Quotient 
eine  Iniegrälfundion  des  gegebenen  Systems;  und  umgekehrt  ist 
jede  Integrälfunction  der  Quotient  zweier  MutüpUcatoren, 

Kennt  man  einen  Multiplicator  und  eine  Integrälfimction, 
so  kann  man  das  System  in  ein  anderes  transformiren,  welches 
eine  Gleichung  und  eine  Variäbele  y  weniger  hat,  und  kann  einen 
Multiplicator  des  reducirten  Systems  ausfindig  machen. 

Sind  n  —  1  Integrcdfunctionen  und  ein  Multiplicator  be- 
kannt, so  lässt  sich  das  gegebene  System  auf  eine  einzige  Gleichung 
zicischen  der  Function  y  und  der  Yariabden  x  reduciren  und 
von  dieser  Gleichung  ein  Multiplicator  auffinden.  Dies  ist  das 
JacobVsche  Theorem  des  letzten  MuUiplicators,  In  Bezug  hierauf 
vergl.  man  die  schon  S.  165  citirten  Vorlesungen  von  Jacobi 
über  Dynamik.  

Das  System  von  Gleichungen 

worin  o,  ß,  y,  a',  ß',  y'  Constanten  bedeuten,  hat  zu  Integralen 

Dabei  sind  A^,  A^  die  als  verschieden  vorausgesetzten  Wurzeln 
der  Gleichung  2*«^  Grades  jS  + /3'A  =  ;L(a  +  a'A)  und  sind 
|Lt^,  |U2  die  entsprechenden  Werthe  von 

a  +  a'i 

Ist  A^  =  Aj  und  mithin  auch  fti  =  f^ ,  so  hat  das  eine  der 
Integrale  die  oben  angegebene  Form;  das  andere  ist 

Der  Fall,  in  welchem  auf  der  rechten  Seite  der  gegebenen 
Gleichungen  auch  ein  Glied  auftritt,  welches  eine  Function  von  x 
allein  ist,  wird  dadurch  erledigt,  dass  man  annimmt,  in  der 
vorstehenden  Lösung  seien  C^,  Cg  Functionen  von  x  und  als* 
dann  die  beiden  Differentialbedingungen  aufsucht,  denen  sie  ge- 
nügen müssen  (Variation  der  Constanten). 
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Das  System  simultaner  Gleichungen 
dx dy^ dy^  __ 


worin 


Yi  =  a'x  +  Vy^  +  c>2  H f-  e\ 

T,^a-x  +  V'y,  +  c''y,  +  -'  +  e\ 

ist,  liefert,  wenn  man  jedes  der  n  +  1  Verhältnisse  gleich  y 
setzt,  als  Integrale  n  -f-  1  Ausdrücke  vom  Typus 

X 
t  =  Ci  (XiX  +  inVi  +  Viy^  H f-  Ä,)*S 

worin  die  Grössen  Ici  die  n  +  1  Wurzeln  der  Gleichung 

a  —  Ä,       a\  a\ 

h,    y—jc,     h'\    .. 

C^  C  y  C     '~^~"  iv,    •  •  ' 


bezeichnen  und  die  Werthe  von  A,  ^,  v, 
Gleichungen  ergeben: 


/(  sich  aus  den 


litt  +  ft,a'  +  v.a"  + 


—  A,Ä'|, 


Eliminirt  man  t  aus  den  n  -j-  1  so  erhaltenen  Ausdrücken, 
so  findet  man  n  Integrale  mit  n  Constanten,  die  nicht  homogen 
sind  (n  +  1  homogenen). 

§  7.    Die  partiellen  Differentialgleiehnngeii. 

Es  sei  eine  Gleichung  zwischen  y,  x^,  x^^  •  •  •,  Xn  und  den 
ersten  partiellen  Derivirten  jjj,  ^g,  •  •  •,  jp«  von  y  nach  den 
Variabelen  x  gegeben.  Jede  Beziehung  F=0  zwischen  y,  rc^,  •  •  •, 
Xn  und  n  willkürlichen  Constanten,  welche  derart  ist,  dass  man 
durch  Ermittelung  der  n  Derivirten  von  y  aus  ihr  und  durch 
Elimination  der  Constanten  wieder  auf  die  gegebene  partielle 
Differentialgleichung  zurückkommt,  heisst  ein  voUsiändiffcs  In- 
tegral der  gegebenen  Gleichung, 
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Ist    F    ein    vollständiges    Integral    mit    den    Coutanten 

0^,  •  •  •,  Cn  und  setzt  man- 

und  eliminirt  aus  diesen  Gleichungen  und  F  alle  c,  so   erhält 
man  das  singulare  Integral, 

Setzt  man  dagegen  eine  der  Gonstanten,  z.  B.  a«  einer 
willkürlichen  Function  (2>  aller  übrigen  gleich  und  .eliminirt  die 
Constanten  aus  dem  vollständigen  Integral  F^  aus  (Z>  und  den 
n  —  1  Beziehungen: 


dF      .dF      d^     _ 


SO  erhält  man  eine  Lösung,  in  welcher  eine  willkürliche  Function 
vorkommt,  die  sogenannte  allgemeine  Lösung  oder  das  allge- 
meine Integral, 

Kennt  man  ein  vollständiges  Integral,  so  lassen  sich  aUe 
übrigen  Integrale  aus  Him  ableiten. 

Jede  Lösung  ist  stets  in  einer  dieser  drei  Gattungen  von 
Integralen  enthalten. 

Eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche 
in  Bezug  auf  die  Derivirten  linear  ist,  hat  die  Form 

worin  Pj,  «  «  .,  P«,  P  Functionen  der  unbekannten  Function  y 
und  der  Variabelen  jc^,  •  . «,  Xn  bezeichnen  und  |?j,  •  •  -,  j?n  die 
Derivirten  von  y  nach  den  Variabelen  x  sind. 

Man  bilde  nun  das  System  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen 

dx,  dx,  ^^n  dy 

~i\~~K  >7~"^' 

integrire  und  die  n  Integrale  seien 

%  =  Const.,  •  •  .,  Un  =  Const, 

worin  t*!,  ..-,  Un  Functionen  von  y,  o-^,  -  -  -^  x^  sind. 

Eine  willMrliche  gleich  Null  gesetzte  Function  aller  u  ist 
alsdann  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  (die 
Lagrange 'sehe  Lösung). 
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Falls  die  Gleichung  in  Bezug  auf  Pi^  '"^Pn  nicht  linear  sein 
sollte,  80  wird  die  Integration  auf  diejenige  linearer  Gleichungen 
zurückgeführt;  die  entsprechenden  Methoden  sind  unter  dem 
Namen  der  Jacobi'schen  und  der  Ffaff  sehen  Methode  bekannt. 

Liegt  nämlich  die  Gleichung 

Tor,  so  ermittelt   man    nach  Jacobi  weitere   n — 1    ähnliche 
Beziehungen  mit  n  —  1  Gonstanten: 


welche  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass  die  aus  den  n  Gleichungen 
sich  ergebenden  Grössen  Pi^  p^j  ' '  '^  Pu  die  rechte  Seite  von 

dy=Pidx^'^ h  PndXn 

zu  einem  geftaaen  Differential  machen,  Jacobi,  Crdle,  60. 

Integrirt  man  alsdann  diese  Gleichung,  so  findet  man  y 
als  Function  von  x  und  einer  letzten  Constanten  a«. 

Die  Ermittelung  der  Functionen  Fj,  •  •  •,  F„— i  hängt  von 
der  Integration  von  Gleichimgen  mit  linearen  partiellen  Deri- 
Tirten  ab;  setzt  man  nämlich 

so  ergibt  sich  F^  aus  der  partiellen  Differentialgleichung 

dF         dF\ 
dPi'        cpf 

und  alsdann  F^  aus  den  beiden  Gleichungen 

F^  aus  den  drei  Gleichungen 

[f  F,]  =  0,     [F,F,]  =  0,     [F,F,]  =  0,  u.  s.  w. 

Von  diesen  Gleichungen  braucht  man  die  allgemeinen 
Integrale  nicht  zu  kennen,  sondern  nur  irgend  welche  particuläre. 
Wir  halten  uns  bei  diesen  Einzelheiten  nicht  auf. 

Nach  der  Pf  äff 'sehen  Methode  dagegen  wird  die  Auf- 
lösung der  gegebenen  Gleichung  auf  die  Lösung  des  Problems 
zurückgefEQirt,  n  Integrale  eines  Ausdrucks  von  der  Form 

Patoal,  Bepertorium.  I.  13 


0  =  [FF,]  =  2 

»=1 


(aO' 
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ZU  finden,  in  welchem  die  X  Functionen  der  x  bezeichnen. 

Von  diesem  Problem,  dem  sogenannten  Pfaff  sehen,  wird 
weiter  unten  in  §  8  die  Rede  sein.  Wir  wollen  hier  nur  an- 
geben, in  welcher  Art  sich  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung bei  ihm  gestaltet.     Wir  betrachten  die  Gleichung 

dy—Pid^i ^PndXn  —  O'dpi  —  O'dp^^^'^—O'dpn-'i^O 

und  nehmen  an,  der  Werth  der  Variabelen  pn,  wie  er  sich  aus 
F  =  0  ergibt^  sei  in  diese  Gleichung  substituirt.  Man  hat  dann 
eine  totale  Differentialgleichung  mit  den  2«  Variabelen  y,  Xi, 
"i  ^nt  Piy  '  '  'i  Pn—i'  Integrirt  man  sie,  wobei  sich  n  Inte- 
grale mit  n  willkürlichen  Constanten  ergeben,  und  eliminirt  aus 
diesen  n  Integralen  und  aus  F=^0  die  Variabelen  Pj,  ^2»  "  '•»  Pn^ 
so  findet  man  das  vollsiändigc  Integral.  Pf  äff  hat  seine  Methode 
auseinandergesetzt:  Betl,  Äkad.,  1814,  1815;  später  hat  sie 
Jacobi,  Cr  eile,  2,  17;  Liauv^J.,  3  modificirt  und  vervollkomnmet. 

Literaturangaben  über  andere  Integrationsmethoden  findet 
man  weiter  unten. 

Die  Integration  eines  Systems  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen 1^^  Ordnung  lässt  sich  immer  auf  diejenige  eines 
sogenannten  vollständigen  Systems  partieller  Differentialgleichungen 
zurückfuhren,  Clebsch,  Cr  eile,  65.  Diesen  vollständigen  Systemen 
kann  man  stets  die  Form  der  JacohV sehen  Systeme  geben, 
deren  Theorie  in  engem  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der 
totalen  Differentialgleichungen  steht.     Vergl.  S.  200. 


Die  Euler'sdte  Gleichung 

cx^^    '  dx^  dx^    ^       dx^* 

hat  als  allgemeines  Integral  ^ 

y  =  fi^i  +  ^1^2)  +  9>  (^i  +  ^^2). 
worin  /*,  q>  beliebige  Functionen  und  A^,  Ag  die  Wurzeln  von 
a  -|-  26A  +  ck^  =  0     bezeichnen. 
Ist  A^  =  Ag,  so  wird  das  allgemeine  Integral 

y  =  f(^i  +  ^^2)  +  9(^1  +  ^^2)  (r^i  +  ^^2)^ 
worin  y  und  d  willkürliche  Constanten  sind. 

Für  h  =  0  erhält  man  die  sogenannte  Bern oulli' sehe 
Gleichung  für  schwingende  Saiten:  dabei  ist  y  die  Verrückung 
eines  Punktes,  dessen  Abscisse  Xj^  ist,  und  x^  die  Zeit. 
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Die  Laplaee'sche  Gleichung  lautet 

sfk  +  ^^  +  ^Ä  +  ^»  +  «-''' 

worin  M,  N,  P,  Q  Functionen  der  x  allein  sind. 

so  lässt  sich  die  Integration  der  gegebenen  Gleichung  auf  die  von 

zor&ckführen,  welche  keine  Ableitung  nach  x^  enthält  und  daher 
wie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  integrirt  werden 
kann,  wenn  man  die  Constante  einer  beliebigen  Function  von 
x^  gleichsetzt 

Hat  man  auf  diese  Art  u  gefunden  und  in 

substituirt,  so  integrirt  man  diese  Gleichung  in  derselben  Weise 
und  erhält  so  y  mit  zwei  willkürlichen  Functionen  von  x^  allein 
bez.  x^  allein. 

Ist  Ä  dagegen  nicht  Null,  so   ergibt  sich  durch  die  Sub- 
stitution 


+  My 


eine  Gleichung  für  u  von  demselben  Typus,  wie  die  gegebene, 
mit  welcher  man  auf  die  gleiche  Art  verfahren  und  unter- 
suchen kann,  ob  das  neue  Ä  Null  ist  u.  s.  w. 

Auf  diese  Gleichung  lassen  sich  ferner  diejenigen  reduciren, 
in  denen  auch  die  übrigen  zweiten  Derivirten  von  y,  jedoch  linear, 
auftreten.  Siehe  Lacroix,  Ca7cM^  integral;  Imschenetsky, 
Gmnerfs  Archiv,  54  und  einen  Aufsatz  von  Boussinesq, 
Compt  Bend.,  74,  welcher  zuerst  diese  Reduction  gemacht  zu 
haben  glaubte;  vergl.  darüber  Serret,  Compt  Bend.,  74. 


Die  Liouville'sche  Gleichung 


dxi  dXf 
hat  das  allgemeine  Integral 


=  C^Xi/ 


worin  f  und  9  zwei  icillkiirliche  Functionen  ^ow  x^  ^2.  x^  sind. 
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Darboux,  CompL  Rend,,  1882  hat  die  folgende  Gleichung 

\mtersucht : 

Sie  ist  ein  specieller  Fall  der  Gleichung 

denn,  setzt  man  in  der  ersten 

so  erhält  man  die  zweite,  wenn  in  dieser  /?'  «s  /3  »s  m  ge- 
nommen wird. 

Das  Integral  der  zweiten  lautet: 

•^» 

«  =  /V(«)  (^2  —  ^)''*'^  (a  —  ^i)""*''  dct  + 

+  (^1  -  x.y-^-f^f^  w  (^, — ^y-'  (« -  ^i/-^  da, 

worin  qp,  tJ;  willkürlidie  Fwictionen  sind. 

Das  vorstehende  Resultat  rührt  von  Appell  her,  Bull,  de 
Darhoti^,  1882,  S.  314.  Die  Gleichung  hat  auch  Euler  unter- 
sucht, Insfit  calc,  iniegr.,  Bd.  3,  1.  Aufl.,  Petrop.  1768—1770 
und  Poisson,  Journ.  de  Vic.  polyt,  12;  weitere  Angaben 
findet  man  bei  Darboux,  LcQons  sur  Ja  fheorie  des  surfaces, 
Bd.  2,  Paris  1889,  S.  54  und  bei  Jamet,  Bull,  de  Darboux, 
1895,  S.  208. 

Die  allgemeinere  Gleichung 

c^n  n         du     . m  du  p  

wurde  von  Laplace  behandelt,  Mcni,  de  VÄc.  des  scienc,  1773; 
auch  sie  lässt  sich  auf  die  vorige  zurückführen;  vergl.  Darboux 
a.  a.  0.  

lieber  die  Auflösung  von 
siehe  Spitzer,  Grüner fs  Ärdiiv,  51,  1870. 
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Die  Gleichung 

dy  ^^  d*y 

wird  von  Schläfli,   CreUe^  72;  Le  Boux,  BtUl  de  Darhoux, 
1895  besprochen. 

Die  Literatur  über  die  Differentialgleichungen  ist  sehr  aus- 
gedehnt. 

Für  den  ersten,  der  sich  eingehend  mit  ihrer  Theorie 
beschäftigt  hat,  ist  Euler  zu  halten,  1768;  spätere  sind 
D'Alembert,  Lagrange,  Legcndre,  Cauchj  etc. 

Li  der  letzten  Zeit  sind  besonders  die  linearen  Differential- 
gleichungen studirt  worden,  indem  man  sie  mit  der  Lehre  von 
den  analytischen  Functionen  und  den  Transformationsgruppen 
in  Verbindung  brachte  (siehe  Kap.  9).  In  dieser  Richtung  ist 
Yor  Allen  Fuchs  zu  nennen,  Cr  die,  66,  68  und  BerL  Äkad,, 
1884  etc.  Weitere  Angaben  findet  man  in  Kap.  9.  Die  neueren 
Arbeiten  haben  weniger  den  Zweck  die  Litegrale  aufzufinden, 
als  ihr  Verhalten  in  der  Nähe  eines  gegebenen  Punktes  zu 
untersuchen. 

Einen  Abriss  der  Geschichte  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  findet  man  in  dem  wichtigen  neueren 
Buch  von  Schlesinger,  Theorie  d,  lin,  Differential  gl,  2  Bde., 
Leipzig  1895,  1897,  worin  auch  die  Literatur  fast  vollständig 
angegeben  ist. 

Von  Werken  über  die  gewöhnlichen  und  speciell  linearen 
Differentialgleichungen  citiren  wir  ausser  dem  eben  genannten  von 
Schlesinger:  Lothar  Heffter,  Einleitung  in  die  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  Variabelen, 
Leipzig  1894;  Leo  Königsberger,  Lehrbuch  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  Variabelen,  Leipzig 
1889;  C.  Jordan,  Cours  d'analyse,  Tome  3;  Boole,  Ä  treatise 
of  differential  equations,  London  1877,  4.  edit;  Forsyth,  Lehr- 
buch der  Differentialgleichungen,  deutsch  von  Maser,  Braunschweig 
1889;  Forsyth,  Theorie  d<r  Differentialgleichungen  und  das 
Ffaff'sche  Problem,  Leipzig  1893;  Craig,  New -York  1889; 
Em.  Picard,  Traite  d'analyse  etc.  Eine  neue  Arbeit  von 
Helge  von  Koch,  Öfversigt  af  K.  AJcad.  Stockholm,  1899 
studirt  die  Systeme  unendlich  grosser  Ordnung  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen. 
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Mit  den  partiellen  Differentialgleichangen  haben  sich  zuerst 
D'Alembert  und  Euler  beschäftigt. 

Auf  sie  folgten  Lagrange,  Le^ons  sur  le  codcuL  des  fondions^ 
nouv.  edit.,  Paris  1806;  Hieorie  des  fanctions  ancdyüqueSf  Paris 
1797,  2.  Aufl.,  1813;  Abh,  der  Berl  Akad.,  1772,  1774,  1779, 
1785;  Laplace,  Mem.  de  VAc,  d.  Paris,  1773,  1779;  Monge, 
ib.,   1784;   Application  de  Vanalyse  ä  la  geometrie  und  Andere. 

Die  ersten  Arbeiten  über  die  linearen  Gleichungen  erster 
Ordnung  sind  von  Lagrange,  Cauchy,  Jacobi  {Grelle,  2,  23, 
Werke,  4). 

Die  nicht  linearen  Gleichungen  erster  Ordnung  femer  haben 
zuerst  Lagrange  und  Charpit  in  einer  der  Pariser  Academie 
der  Wissenschaften  1784  überreichten  aber  nicht  veröffentlichten 
Abhandlung  untersucht;  die  Methode  wurde  in  Bd.  2,  S.  546 
des  TraiU  du  Calctd  di/f.  etc.  von  La  er  o  ix  reproducirt. 

Dann  folgen:  die  Pf  äff  sehe  Methode,  Berl  AJc.,  1814, 
1815,  die  Methode  der  charakteristischen  Gleichungen  von 
Cauchy,  1819,  Exercises,  2,  1841;  die  von  Jacobi,  Crelle,  17 j 
Liouville,  3;  die  neue  Methode  desselben  Jacobi,  Crelle,  60; 
die  Arbeiten  von  Mayer,  MaUi.  Ann.,  3,  5,  6,  8  und  von 
Lie,  3£afh.  Ann.,  5,  8,  9,  11.  üeber  die  singulären  Auflösungen 
erschien  eine  Abhandlung  von  Darboux,  Memoires  des  savants 
ctrang.,  27,  1883;  andere  wichtige  Arbeiten  sind  von  Ampere, 
Ec.  polyt.,  Hft.  17,  18;  von  Clebsch,  Crelle,  65  und  von 
Kowalewska,  CreUc,  80.  Eine  Zusammenstellung  der  Me- 
thoden findet  man  bei  Imschenetsky,  Sur  Vintegr,  des  equat 
du  1  oi'd.,  übersetzt  von  Hoüel,  Paris  1869;  ...  du  2  ord., 
Greifswald  1872;  GrunerVs  Archiv,  1860,  1872;  Graindorge, 
Mem.  de  la  Soc.  de  Liege,  (2),  5,  1872  und  schliesslich  in  den 
beiden  vortrefflichen  Werken  von  Goursat:  Legons  stir  Vinte- 
gr ation  des  equations  aux  derivees  pari,  du  1.  ordre,  Paris  1891, 
deutsch  von  H.  Maser,  Leipzig  1893;  Le^Ofis  sur  V int egr ation 
des  equations  aux  derivees  partielles  du  second  ordre,  Paris  1896, 
1898,  2  Bde.  und  dem  Buche  von  Mansion,  Tkdarie  des 
equations  au^x  derivees  partielles  du  premier  ordre ^  Paris  1875, 
vermehrte  deutsche  Ausgabe  von  Maser  mit  Anhängen  von 
S.  V.  Kowalewska,  Imschenetsky  und  Darboux,  Berlin 
1892. 

Untersuchungen  über  die  Existenz  der  Integrale  partieller 
Differentialgleichungen  haben  Riquier,  Ann.  de  l'Ec.  twrm., 
(3),  10,  1893;  Königsberger,  Math.  Ann.,  42;  Bendixon, 
Bull,  de  la  Soc.  de  France,  1896  etc.  angestellt. 
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§  8.    Totale  Differentialgleiohungen.     Das  Ffaff*8ohe 
Problem. 

Eine  lineare  totale  Differcntiälgleiclmng  1**'  Ordnung  ergibt 
sich,  wenn  man  eine  lineare  Differentialform  V^^  Ordnung  gleich 
Null  setzt  (vergl.  Kap.  7,  §  6).  Ein  Systc^n  von  totalen  Differential' 
gieidiungen  erhält  man  auf  analoge  Art  aus  einem  System  Yon 
Differentialformen.  Aus  einem  Grund,  (^n  wir  weiter  unten 
angeben,  pflegt  man  eine  totale  Differentialgleichung  auch  eine 
Pf  äff  sehe  Gleidtung  zu  nennen. 

Es  bietet  sich  naturgemftss  das  folgende  Problem:  Wenn 
eine  oder  mehrere  totale  Differentialgleicliungen  gegeben  sind, 
solche  Begiehwngen  in  endlichen  Termen  zwischen  deti  Variahelen 
ru  finden,  aus  denen  sich  diese  totalen  Differentialgleichungeti 
ableiteH  lassen.  Es  heisst  dies  das  Problem  der  Integration  der 
gegebenen  Gleichungen. 

Hier  ist  nun  sofort  ein  Unterschied  zu  machen:  entweder 
Iftsst  sich  die  Integration  durch  so  viele  Relationen  zwischen  den 
Yariabelen  ausfahren,  als  gegebene  totale  Differentialgleichungen 
Torhanden  sind,  oder  nicht.  In  dem  ersten  Fall  sagt  man,  die 
gegebene  Gleichung  oder  das  gegebene  System  sei  vollständig 
integrirbar  oder  unbesdiränkt  integrabel  (Mayer)  oder  einfach  es 
sei  vollständig,  Daf&r  ist  es  nöthig,  dass  gewisse  Bedingungen 
erfallt  werden,  von  denen  sofort  die  Rede  sein  wird.  Der  zweite 
Fall  dagegen  ist  der  allgemeine:  die  Integration  lässt  sich  nicht 
so  ausfahren,  dass  man  ebenso  viele  Beziehungen  zwischen  den 
Variabelen  erhält,  als  Gleichungen  gegeben  sind,  sondern  die 
Anzahl  der  Beziehungen  ist  grösser;  die  Ermittlung  der  kleinsten 
möglichen  Anzahl  solcher  Relationen  ist  in  diesem  Fall  ein 
interessantes  Problem. 

Erster  Fall.  Vollständige  oder  unbescJiränkt  integrirbar e 
Systeme.     Es  liege  eine  einzige  totale  Differentialgleichung 

X,dx^'\ \-XndXn  =  0 

vor.  Damit  sie  unbeschränkt  integrirbar  sei,  ist  es  nöthig  und 
genügt,  dass  ein  integrirender  Factor  existire,  d.  h.  ein  Factor, 
welcher  die  linke  Seite  zu  einem  genauen  Differential  macht. 
Die  Bedingungen  hierfür  haben  wir  früher  in  Kap.  7,  §  6  an- 
gegeben, wo  man  auch  Literaturnachweise  findet. 

Ist  ein  System  von  m  totalen  Differentialgleichungen  zwischen 
n  Variabelen  gegeben,  welches  man  sich  immer  unter  der  Form 
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H  —  m 

n — m 
dXn—m-\-i  ^X„_-m+2,f<^«.-=  0, 


tf=l 


dXn 


^Xn,idXi 


0 


<al 


vorstellen  kann,  so  ist  es  nöihig  und  genügt,  um  dieses  System 
durch  m  Integrale  integriren  eu  können,  dctss 


m 


{n  —  m  —  1)  (n  —  m) 


Bedingungen  erfüllt  seien,  weiche  die  Gestalt 

^     ^  -'NW  \ij  =  1,2, ---jn — m/ 

haben.     Darin  ist  Fi  das  Symbol  für  die  Operation: 

n 

d 


Fr 


ä|-+2^^'4     (vergl-  Kap.  7,  §  6). 

X^^n — m  +  1 

7^^  t)it  =  ti  —  1 ,  SO  ist  das  System  stets  vollständig. 
Diesen  Bedingungen  kann  man  eine  andere  Form  geben: 
Wir  wollen  ein  System,  wie  das  folgende 
F,(9)  =  0, 


in  welchem  die  F  den  yorstehenden  Relationen  oder  den  gleich- 
werthigen  ^i  (Fjtp)  —  Fj  (Fnp)  =  0 

genügen,  ein  Jacobi'sches  System  von  partiellen  Differential- 
gleichmigen nennen.  Es  lässt  sich  beweisen,  dass  ein  Jacobi'- 
sches System  von  n  —  m  Gleichungen  mit  n  Variäbelen  immer  m 
verschiedene  Integrale  ztUässt.     Daraus  folgt: 

Die  nöthigen   und  ausreichenden  Bedingungen,    damit   das 
System  von  m  totalen  Differentialgleichungen  zwischen  n  Variahelen 
durch  m  Integrale  integrirbar  sei,  bestehen  darin^  dass  das  System 
F^  (qp)  =  0,  •  •  •,  Fn—mifp)  ■=  0     ein  Jacobi'sches  sei. 

üeber  diese  Untersuchungen  vergleiche  man  speciell  De  ah  na, 
Grelle,  20;  Natani,  CreUe,  58,  S.  314;  Mayer,  3Inth.  Ann.,  5; 
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FrobeninSy  Grelle,  82,  S.  267,  welcher  die  Integrabilitäts- 
beding^gen  in  yerschiedenen  Fonnen  ausgedrückt  hat. 

Zweiter  Fall  Nicht  integrirbare  Systeme.  Wenn  fftr  ein 
gegebenes  System  die  Yorstehenden  Bedingungen  nicht  erfüllt 
sind,  80  pflegrt  man  das  System  nicht  integrirbar  zu  nennen; 
man  hat  darunter  aber  nur  zu  yerst^hen,  dass  das  System  nicht 
durch  m  enälidie  Relationen  zwischen  den  Variahelen  integrirbar 
ist,  wobei  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  es  durch  eine  grössere 
Anzahl  von  Beziehungen  integrirt  werden  kann. 

Handelt  es  sich  um  eine  einzige  Gleichung  und  treffen  die 
obigen  Bedingungen  nicht  zu,  so  lässt  sich  diese  nicht  durch 
ein   einziges  Integral    integriren;    die    Gleichung   ist   aber   stets 

durch  -r-  oder  -—T—    Integrale  integrirbar,  je   nachdem   n   (die 

Anzahl  der  Variäbelen)  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Das 
sogenannte  Pf  äff  sehe  Problem  besteht  nun  darin,  eine  totale 

n  9L  -4-  1 

Differentialgleichung  zwischen  n  Variahelen  durch  -     oder   —^ 

Integrale,  welche  ebensoviele  Constanten  enthalten,  zu  integriren. 

Es  sei  Xj^dx^  -j f-  XndXn  =  0  die  gegebene  Gleichung. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  die  Anzahl  n  der  Variäbelen  sei 
gerade.     Wir  setzen 


QJ)  = 


cX,       dXj 
dXi 


CX. 


und  betrachten  die  Determinante 

X,,      0,       (1,2),  (1,3), 
X„   (2,1),      0,       (2,3), 


J  = 


(1,«-1) 
(2,w— 1) 


X„,   (w,  1),  (n,  2),   (w,  3),  .  . .,  (w,  n— 1) 


Wir  nennen  dann 


^it  4 


ti 


bez.  die  Determinanten,  welche  man  aus  ^  erhält,  wenn  an  die 
Stelle  der  2*«°,  3'«'',  4*«°,  •  •  •,  «^"^  Columne  die  aus  den  Elementen 

(l,n),  (2,n),  ...,  («  — l,n),  0 
bestehende  Columne  gesetzt  wird.    Wir  bilden  nun  das  System 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen 


dx^        dx^ 


dx^ 


dx 


welches  sich  im  Allgemeinen  durch  n  —  1  Beziehungen  zwischen  den 
Variäbelen  Xj,  •  •  •,  a;«  und  n  —  1  Constanten  y^,  ^j,  •  •  •,  y«— i, 
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integriren  lässt.  Betrachtet  man  a?i,  •  •  •,  ir„_i  als  Functionen  der 
Yariabelen  Xn  und  der  neuen  Variabelen^  und  transformirt  man  von 
diesem  Gesichtspunkt  aus  das  gegebene  totale  Differential,  so 
erhält  man  ein  Differential  vati  der  Form 

l\dy,  4-  l\dy^  H f-  Yn^idy.-i  =  0, 

ivorln  die  Y  die  Yariaheh  x^  nicJit  mehr  enthaltefi. 

Wir  setzen  y„_i  (a?!,  •••,  Xn)  =  Const.  und  verfahren  auf  Ähn- 
liche Art  mit  der  übrig  bleibenden  Gleichung  von  n  —  2  Termen, 
welche  sich  dadurch  auf  eine  solche  mit  n  —  3  TenQen  und 
Yariabelen  reducirt;  wir  setzen  wieder  eine  der  neuen  Yaüdabelen 
einer  Constanten  gleich  und  reduciren  dann  das  übrig  bleibende 
Differential   auf  ein   solches    mit  n  —  5   Termen  etc.     Fahren 

wir  so  fort,  so  erhalten  wir  genau  —  Relationen  zwischen  den 

n 

X  und  ebenso  viele   Constanten;   diese  -    Beziehungen  sind  ihrer 

n 
Natur  nach  derart,  dass,  wenn  man  aus  ihnen  —  der  Yariabelen 

als  Functionen  der  übrigen  und  der  Constanten  ableitet  und 
sie  in  die  gegebene  totale  Differentialgleichung  einsetzt,  diese 
letztere  identisch  erfüllt  wird. 

Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  braucht  man  nur  zu- 
erst eine  der  Yariabelen  einer  Constanten  gleich  zu  setzen  und 
dann  zu  verfahren  wie  oben.  Bei  der  Anwendung  dieser  Me- 
thode müssen,  wie  man  sieht,  Systeme  von  Differentialgleichungen 
integrirt  werden,  nämlich  ein  solches  von  n  —  1  Gleichungen, 
dann   eines   von   n  —  3 ,   dann   von   n  —  5  Gleichungen  u.  s.  f. 

Man  erhält  also,  wie  ersichtlich,  die  Lösung  des  Problems 
mittelst  einer  Transformation,  welche  die  gegebene  lineare 
Differentialform  (die  linke  Seite  der  Gleichimg)  auf  eine  solche 
mit  einer  Yariabelen  weniger  reducirt.  Dies  ist  der  Grund, 
weshalb  man  unter  dem  Pf  äff  sehen  Problem  auch  das  Problem 
in  Bezug  auf  diese  Transformation  verstehen  kann. 

Euler  hatte  es  versäumt,  den  Fall  zu  untersuchen,  in 
welchem  eine  totale  Differentialgleichung  durch  eine  einzige 
Gleichung  nicht  integrirbar  ist,  da  er  diese  Annahme  für  wider- 
sinnig hielt.  Eine  klarere  Yorstellung  hatte  Monge;  der  erste 
aber,  welcher  die  Theorie  begründete,  war  Pf  äff  in  einem 
Memoire,  das  er  1815  der  Berliner  Akademie  vorlegte,  Abh,  d. 
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BerL  Akad.,  1814,  1815,  S.  76.  Es  folgen  dann  Gauss, 
Gott.  gd.  Am.,  1815;  Werke,  3,  S.  231;  Jacobi,  Crelle,  2,  17; 
Natani,  Grelle,  58;  Clebsch,  Grelle,  60,  61;  Grassmann, 
Ausdehnungslehre,  Berlin  1862,  §§  500,  527;  Lie,  Äreh.  for 
Math,  og  Nat,,  2,  1877;  Frobenius,  Grelle,  82;  Darboux, 
BulL  de  Darb.,  2.  Ser.,  6.  Das  Forsyth'sche  Buch,  Theor,  of 
diff,  equat ,  1,  1890  beschäftigt  sich  mit  der  Darlegung  der 
verschiedenen  Methoden.  Die  Theorie  hängt  mit  derjenigen 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zusammen, 
vergl.  Kap.  8,  §7.  Cauohy  und  Jacobi  haben  bewiesen,  dass  es 
im  Falle  einer  partiellen  Differentialgleichung  1*®'  Ordnung  aus- 
reichend ist,  das  erste  Pf  äff 'sehe  System  zu  integriren. 

üeber  die  Ermittelung  der  infinitesitnalen  Transformationen 
(Kap.  9),  welche  zu  einer  Pf  äff*  sehen  oder  toialeti  Differential' 
gldchung  gehören,  siehe  Lie  a.  a.  0.;  Vivanti,  Jicnd.  Palenno, 
12;  Weber,  ib.;  Engel,  Leipz.  Berichte,  1899. 

üeber  den  Fall,  in  welchem  nicht  eine  einzige  Gleichung, 
sondern  ein  System  von  Gleichungen  gegeben  ist  und  man  mit 
der  geringsten  Anzahl  von  Integralen  integriren  will,  d.  h.  also 
über  die  Ausdehnung  des  Pfaff'schen  Problems  auf  den  Fall 
von  m  Gleichungen,  sind  die  hauptsächlichsten  Arbeiten  von 
Imschenetsky,  GruneH's  Archiv,  54,  S.  290  (1872);  Fro- 
benius, a.  a.  0.,  S.  287;  Biermann,  Schlöm.  Zeifschr.,  30; 
Engel,  Leipz,  Ber,,  1889,  1890;  vergl.  auch  Lie,  "Trans- 
formationsgruppen,  1,  §  128  sowie  Kap.  13  des  citirten  Werkes 
von  Forsyth,  endlich  Russjan,  Odessa  1899  (russisch). 

Ein  weiteres  Problem,  das  sich  bei  dieser  Theorie  dar- 
bietet, ist  das  folgende: 

Welche  und  wie  viele  Bedingungen  sind  nöthig,  damit  sieh 
eine  gegebene  totale  Differentialgleichung  durch  eine  Anzahl  von 
Gleichungen  integriren  lasse,  die  grösser  als  1  und  kleiner  als  n  ist? 

Es    lässt    sich    beweisen,    dass,    tcmn   eine  gegebene  totale 
Differefitialgleiehung  durch  n  —  q  Gleichungen  integrirbar  sein  soll, 
q(2q-\-l)  Bedingungen  für  gerade  n 

und  (q^l)  (2q  -^  1)  Bedingungen  für  ungerade  n 
erfüllt  sein  müssen. 

Siehe  darüber  Natani,  Grelle,  58,  S.  325. 

lieber  die  totalen  Differentialgleichungen  1**^'  Crdnung,  die 
die  aber  nicht  linear  sind,  sowie  über  die  totalen  Differential- 
gleichungen 2**'  Ordnung  gibt  es  einige  neuere  Arbeiten  von 
Guldberg,  Äk.  v.  Ghristiania,  1898,  1899;  Gompt.  Ihnd..  1898. 


Kapitel  IX. 
Die  Lehre  von  den  Transformationsgrnppen. 

§  1.    Gruppen  von  Punkttransformationen. 

Man  habe  n  Variabele  o*^,  Xj,  -  *  *,  x^  und  transformire  sie 
in  rri,  xi,  •  •  •,  Xn  mit  Hülfe  der  Formeln 

W  =  /;  (^1,  •  •  •,  x^,  Ol,  •  • .,  ar)     (/=  1,  2, ...,  n),        (l) 

worin  die  f  analytische  Functionen  in  einem  gewissen  Bereich  sind. 

Jedes  System  von  Werthen  a  liefert  eine  Transformation. 
Die  Transformation  xi  =  Xi  heisst  gewöhnlich  die  identische 
Transformation  oder  die  Transfort)iation  1. 

Die  Ausführung  zweier  Transformationen  nacheinander  et^ 
zeugt,  wie  bei  der  Lehre  von  den  Substitutionen,  Kap.  2,  das 
Product  der  beiden  Transformationen. 

Zwei  Transformationen  heissen  invers  zu  einander,  wenn 
ihr  Product  die  identische  Transformation  liefert. 

Wir  wollen  annehmen:  1)  diese  Functionen  seien  umkelirbar, 
d.  h.  man  könne  aus  diesen  Formeln  umgekehrt  auch  die 
Variabelen  x  als  Functionen  von  x'  finden;  2)  die  r  Grössen  o 
seien  wesentlicfi,  d.  h.  man  erhalte,  wenn  man  sie  auf  alle 
mögliche  Art  variirt,  oo''  Transformationen;  3)  man  komme, 
wenn  die  Variabelen  x  in  die  o;'  mit  Hülfe  einer  der  obigen 
Transformationen  umgewandelt  werden  und  darauf  die  x'  in 
x"  mit  einer  anderen  derselben  Transformationen  (oder  mit 
derselben),  immer  wieder  zu  einer  in  der  Formel  (l)  enthaltenen 
Transformation.  Alsdann  sagt  man,  die  oo^  durch  (l)  dar- 
gestellten Transformationen  bilden  eine  continuirliehe  Trans- 
forniationsgruppe:  sie  heisst  continuirlieh ,  weil  man  offenbar 
durch  stetige  Aenderung  der  Parameter  a  von  einer  Trans- 
formation der  Gruppe  zu  einer  beliebigen  anderen  übergehen 
kann.  Die  Substitutionsgruppen  mit  n  Elementen  (vergl.  Kap.  2) 
sind  in  diesem  Sinn  offenbar  discontinuirlich. 
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Wenn  r  endlich  ist,  so  heisst  eine  solche  Gruppe  auch 
eine  endliche  r-gliedrige  Gruppe, 

Die  r  Paramäer  öj,  •  •  •,  Or  »ind  wesentlich  dann  und 
nur  dann,  wenn  es  keine  van  x^  •  •  •,  a?„  freie  lineare  partielle 
Differentialgleichung 

r 

t=»i  * 

gibt,  weldici'  die  n  Functionen  /\,  •  •  •,  fn  sämmtlich  geniigen. 

Sind  die  f  speciell  rationale  Functionen  von  x  und  a  und 
sind  auch  ihre  inversen  Functionen  rational,  so  erhält  man 
Cremona'sche  oder  birationale  Transformationen,  die  eine  Gruppe 
bilden  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  5  u.  9  dieses  Werkes).  Für  sie  gilt 
das  Theorem: 

Jede  Cretnona'sche  Gi'uppe  enthält  die  identische  Trans- 
formation  1  und  ihre  Transfonn^tionen  lassen  sich  zu  Paaren 
ordnen,  d,  h.  jeder  Transformation  lässt  sich  eine  zweite  zuordnen, 
deren  Product  mit  der  ersten  gleich  1  ist  (inverse  Transformation). 

Nicht  alle  Gruppen  besitzen  diese  Eigenschaft.  Vergl.  S.  207. 

Bilden  alle  Transformationen  f  eine  Grui)pe,  so  bilden  auch 
ihre  inversen  Transformationen  eine  solcJte, 

Zwei  Gruppen  heissen  ähnlich,  wenn  man  von  den  Formeln 
der  einen  zu  denen  der  anderen  dadurch  übergehen  kann,  dass 
man  die  alten  Parameter  zu  Functionen  der  neuen  und  die  alten 
Variabelen  zu  Functionen  der  neuen  Variabelen  macht. 

Wetm  die  Functionen  f  eine  Gruppe  bestimmen,  so  geniigen 
die  fi,  als  Functionen  der  a  angeschen,  gewissen  Differential- 
gleichungen, 

Wenn  eine  eingliedrige  Gruppe  die  identisdie  Transformation 
ent^iäU,  so  sind  ihre  Transformationen  untereinander  vertausdibar 
(ihr  Product  ist  unabhängig  von  der  Ordnung  der  Factoren}  und 
zu  je  zweien  die  eine  invers  zu  der  anderen;  überdies  ist  jede 
soldie  Grruppe  der  Gruppe  der  Translationen 

yi  =  yij  "  •,  yi-i  =  y«~i,  yi  =  y«  +  ^    ähnlich. 
Die  Transformationen  dieser  Gruppe  lassen  sich  schreiben 

x/ =  a;.- + 1  |.(xi, ...,  a;.)  +  IJ  X(|,)  +  i^  X(X(|,))  + -, 

n 

worin  das  Symbol  X  gleichbedeutend  mit-^|*g —  ist. 
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Lässt  man  t  unendlich  klein  werden,  so  erhält  man  eine 
sogenannte  infinitesimale  Transformation.     Sie  lautet 

x;=x,+ ^  i+ ^  x(i.)  +  '-^xixih))  + .... 

Sie  wird  durch  die  Functionen  $  bestimmt,  mithin  auch 
durch  das  Symbol  X. 

Man  kann  behaupten: 

Jede  eingliedrige  Gruppe,  weldie  die  identische  Substitution 
enthält,  bestimmt  eine  infinitesimale  Transformation  und  wird 
durch  eine  solche  Transformation  bestimmt. 

Die  r  infinitesimalen,  durch  die  Symbole 

dargestellten  Transformationen  heissen  unabhängig  von  einander, 
wenn  eine  Beziehimg  vom  Typus 

e,X,(f)  +  e,X^{r)  + ^0, 

in  welcher  die  Grössen  e  von  den  x  nicht  abhängen  und  f  eine 
ganz  beliebige  Function  der  x  ist,  nur  dann  möglich  ist,  falls 
sämmtliche  e  Null  sind. 

Jede  r-gliedrige  Gruppe  mit  der  identiscJien  Transformation 
enthält  r  und  nicht  mehr  als  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen Xj,  •  •  •,  Xr,  von  denen  sie  erzeugt  wird. 

Ihre  Transformationen  lassen  sich  mittelst  der  Formeln 


1. 


A.  ;i.. 


x^ 


k=l  kj 


ausdrücken,  worin  A^ ,  •  •  • ,  Ar  r  willkürliche  Parameter  bezeicJinen. 
Setzt  man  symbolisch 

X,  (Xjf)  -  Xj  (X,/)  =  (X,-,  Xj)  f, 

so  genügen  ihre  infinitesimalen   Transformationen   X  den  Iden- 
titäten: 

r 

(X,-,  Xj)  r  =  ^cu,X.f,      {i,  j  =  1,  2,  ■ .  •,  r), 


worin     die     c    consta^te    Ooefficienten    bedeoten,     welche     die 
Relationen 
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r 

erftUlen. 

Und  umgekehrt:  Stehen  r  utkibhängige  ipifimtesimale  Trans- 
formaUonen  paarweise  in  der  Beziehung 

r 

(X,Xj)f^  ^c,j.X,f,      {ij  =  1,  2,  - .  •,  r\ 

worin  die  Ctj^  Consta nt  si^td,  so  bildet  der  Inbegriff  der  oo''— ^ 
eingliedrigen  Gruppen 

hX,yf)  +  -'  +  KXr{f) 

eine  r-gliedrige  continuirUche  Gruppe,  welche  die  identisdie  Trans- 
formation enthält  und  deren  Transformationen  sich  paarweise 
als  inverse  gusammenordnen y  Lie,  Math,  Ann.,  8;  Göttinger 
Nadtr.,  1874. 

Drei  infinitesimale  Transformationen  erfüllen  stets  die  soge- 
nannte Jaeobi'sdie  Identität 

((i-,  Xj),  X,)  +  (.:x„  X*),  X,)  +  (;x,,  x.-\  x>)  =  0. 

Jede  r-gliedrige  Gruppe,  welche  die  identische  Transforma- 
tion nicht  enthält,  d.  h.  welche  nicht  von  r  unabhängigen  infini- 
tesvnuüen  Transformationcfi  erzeugt  ist,  Icann  immer  aus  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  mit  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen abgeleitet  worden.  Vergl.  Lie,  Transf.- Gruppen,  1, 
a  163. 

Es  Iftsst  sich  nachweisen,  dass  wirklich  Gruppen  existiren, 
welche  die  identische  Transformation  nicht  enthalten. 

Lie  hatte  zuerst  geglaubt,  bewiesen  zu  haben,  dass  dies 
nicht  der  Fall  sein  könne,  Arch.  for  Math.,  Christiania  1876; 
spater  bemerkte  er,  dass  sein  Beweis  implicite  einschränkende 
Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Functionen  machte,  welche 
in  die  Definition  der  Gruppe  eingehen.  Im  Jahre  1884  fand 
dann  Engel  ein  Beispiel  einer  Gruppe,  welche  die  identische 
Transformation  nicht  enthält.  Siehe  S.  163,  1G5  des  ersten 
Abschnittes  der  Theorie  der  Trans  formal  ionsgruppen  von  Lie, 
bearbeitet  unter  ^litwirkung  von  Engel,  Leipzig  1888 — 93. 
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Eine  bemerkenswerthe  Gruppe  Yon  Punkttransformationen 
ist  die  sogenannte  projedive  Transformationsgruppe.  Sie  trans- 
fonnirt  jede  Gerade  stets  wieder  in  eine  Gerade,  wenn  man  die 
Variabelen  x  als  Coordinaten  eines  Punktes  im  Baum  Yon  n 
Dimensionen  deutet.     Sie  wird  durch 

aiiXi  +  ••  •  +  aniXn  +  ön-f-l,i 

Xi  =  


ausgedrückt. 

Ihre  Untergruppe,  für  welche 

«l,n+l  =  •  •  •  =  a»,»^i  =  0  . 

ist,  heisst  die  allgemeine  lineare  Gm^e. 

Die  infinitesimalen  Substitutionen  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  sind  diejenigen,  welche  den  «*  Symbolen 

Xij  =  Xi  p —      entsprechen. 

Von  diesen  Transformationen  wird  die  allgemeine  lineare 
Gruppe  erzeugt. 

Auf  die  Transformationsgruppen  kann  man  die  weiter  oben 
bei  den  discontinuirlichen  Substitutionsgruppen  (siehe  Kap.  2) 
erklärten  Begriffe  ausdehnen,  z.  B.  den  der  invarianten  (aus- 
gezeichneten) Untergruppe  (vergl.  S.  30)  und  mithin  den  Begriff 
der  einfachen  oder  zusammengesetzten  Gruppe  und  den  der 
Transitivität. 

Transitiv  heisst  jede  Transformationsgruppe,  für  welche, 
wenn  man  den  x  ein  System  von  Werthen  und  den  x'  ein 
System  von  Werthen  beilegt,  immer  wenigstens  ein  System  von 
Werthen  der  Parameter  a  derart  existirt,  dass  die  entsprechenden 
Transformationen  der  Gruppe  das  System  x  in  das  System  x' 
überführen. 

Wir  können  den  Begriff  der  Transformationsgruppen  auf 
die  folgende  Art  erweitem:  anstatt  ein  einziges  System  von  Be- 
ziehungen wie  das  System  (l),  betrachten  wir  v  solche  Systeme, 
d.  h.  die  Transformationen 

(i=l,  2,  •■•,n),      (fc=l,  2,  •••,*). 

Wenn  diese  Transformationen  eine  Gruppe  im  gewöhnlichen 
Sinne  bilden,  so  erh&lt  man  eine  sogenannte  gemischte  Gruppe  G, 
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w&hrend  die  bisher  betrachtete,  dem  Fall  v  ==  1  entsprechende 
Gruppe  cofUinuirlick  genannt  wird. 

Man  sagt,  die  Gruppe  G  bestehe  aus  v  Scharen  von 
Trtmsformationen, 

Wir  wollen  annehmen,  die  Gruppe  G  in  diesem  allgemeinen 
Sinne  enthalte  die  identische  Transformation,  und  ihre  Trans- 
formationen seien  paarweise  zu  einander  inyers.  Dann  müssest 
aUe  Zahlen  r  einander  gleich  sein: 

r^  =  r^='  =  rk  =  r, 
und  die  Gruppe  G  nmss  r  infinitesimale  Transformationen  ent- 
halten und  die  durdi  diese  r  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugte  Gruppe  H  eine  invariante  (ausgezeichnete)  Untergruppe 
von  G  sein.  Die  Gruppe  G  geht  aus  der  Gruppe  H  und 
V  —  1  Scharen  von  der  Form 

T^U^  T^H^  •  •  •,  Tv^iH 

hervor,  worin  T^,  Tg,  •  •  •,  Ty_i  Transformationen  sind,  fQr  welche 

Tr^HTi  =  H    ist. 

Die  hier  betrachteten  Gruppen,  deren  Transformationen  von 
einer  gewissen  endlichen  Anzahl  von  Parametern  abhängen, 
heissen  endliche  Gruppen.  Um  nun  die  Definition  der  unend- 
lichen Gruppe  verstehen  zu  können,  muss  man  der  Definition 
der  endlithen  Gruppe  eine  andere  Form  geben.  Wir  wollen  die 
Gleichungen,  welche  die  Transformationen  definiren,  so  oft 
differenziren,  dass  wir  die  Constanten  a^,  •  •  •,  ar  eliminiren 
können.  Wir  erhalten  dann  ein  System  von  Differential- 
gleichungen, welches  die  folgenden  Eigenschaften  besitzt:  1)  wenn 

ein  System  von  Lösungen  und 

Xi  =  fi(x^,   ••■,  Xn^   a^,   •••,   ttr) 

ein  zweites  solches  System  ist,  so  stellt  auch 

^i  =fi[fi  (^»  «)»  •  •  -1  A (^»  «)»  ^ »  •  •  -7  ^r I 
ein  System  von  Lösungen  dar;  und  2)  die  allgemeinste  Lösung 
des  Systems  enthält  r  willkürliche  Constanten,  wobei  man  unter 
r  eine  endliche  Zahl  zu  verstehen  hat. 

Denken  wir  uns  nun  eine  Gruppe,  welche  durch  ein 
System  von  Differentialgleichungen  definirt  wird,  welches  zwar 
die  erste  Eigenschaft  besitzt,  die  zweite  aber  nicht,  so  erhält 
man  den  Begriff  der  unendlichen  Transformationsgruppe. 

Paical,  Repertorium.  I.  14 
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So  definirt  z.  B.  das  System  von  Gleichungen 

g=0,     04=^:;  t,  Ä=l,  2,  ...,n) 

eine   unendliche   Gruppe,   weil  diesem   System   durch   die   Rela- 
tionen vom  Typus 

xl  =  Hi  (xi),     (i  =  1,  2,  .  • .,  «), 

worin  die  11  willkürliche  Fundionen  sind,  genügt  wird. 
Literaturangaben  findet  man  am  Ende  des  §  2. 

§  2.    BerührangBtranBforznationeii. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Transforma- 
tionen heissen  Punkttransformationen;  von  ihnen  unterscheiden 
sich  die  in  gewissem  Sinn  allgemeineren  sogenannten  Beriihrungs- 
transforvhationcn,  die  wir  hier  kurz  besprechen  wollen. 

Nimmt  man  nämlich  der  Einfachheit  wegen  an,  es  seien 
nur  zwei  Variabele  vorhanden,  so  wird  die  Punkttransformation 
durch  die  Formeln  definirt: 

x[  =  fx (a^i,  arg),     x'^  =  /i (rci,  x%). 

Mit  ihrer  Hülfe  wird  die  Derivirte  von  x^  nach  x'\  durch 
die  Derivirte  von  x^  nach  x^  mittelst  der  Formel  ausgedrückt: 

df,        df,  dx, 
dx^ ^a^t    '    dx^  dxy  /  dx^\ 

dx^    '    dx^  dx^ 
Auf  Grund  dieser  Formeln  verwandelt  sich 

dxa  —  j-^  dx,  =  0 
2        dXy       * 

(bis  auf  einen  Factor)  in 

dx2 —  j^,  dx'i  =  0. 

dx 
Wir  wollen  nun  p  statt  y-*  setzen  und  uns  denken,  die  vor- 
stehende Transformation  sei  ein  specieller  Fall  einer  anderen  mit 
drei  Variabelen  aj^,  rr^,  p  von  der  Gestalt 

P'  =  93(^11  ^2^P) 


§  2.    Berfihnmgstransformationen.  211 

und  annehineii,  diese  Transfonnation  lasse  die  Differentialrelation 

^•^2  — pdx^  =  0 
unverändert,  d.  h.  sie  verwandele  sie  (bis  auf  einen  Factor)  in 

dxi  —  p'dx'i  =  0. 

Eine  solche  Transformation  nennt  man  eine  Berührungs- 
tremsformation. 

Wenn  sich  aiis  den  vorstehenden  drei  Beziehungen  p  derart 
eliminiren  lässig  dass  mcm  xi,  xi  in  Ausdrücken  von  x^^  x^  allein 
erhäU,  so  ist  die  Berührungstransformation  eine  erweiterte  Punkt- 
transformation. 

Führt  man  ewH  Berührungstransformationen  nacheinander 
aus,  so  erhält  man  wieder  eine  Berührungstrans formcUion. 

Die  inverse  einer  Berührungstransformation  ist  ebenfalls 
eine  solche. 

Die  Fimdionen  qpj ,  qpg ,  welche  die  Berührungstrans formaiion 
bestimmen,  genügen  der  Beziehung 

Wenn  umgekehrt  die  beiden  von  einander  unabhängigen 
Functionen  qpj,  (p^  den  Ausdruck  [qp^,  qpj]  =  0  madien,  so  lässt 
sich  mit  ihrer  Hülfe  immer  und  auf  eine  eifrige  Art  eine 
Berührungstransformation  bestimmen. 

Man  kann  den  Begriff  der  Berührungstransformation  leicht 
auf  den  Fall  mehrerer  Variabelen  ausdehnen. 

Es  sei  eine  Pf  äff  sehe  Gleichung  (vergl.  Kap.  8,  §  8) 

dz—py^dx^ Pndxn  =  0 

und  eine   Punkttransformation  bezügl.   der   2«  -(-  1  Variabelen 

Z^    a^li    ^2?    '  *  '1    ^n^  JPi»  Pl^    '  '  'i  Pn'' 

Z    =   Z    (Z,    Ä?i,   ..-,  Xn,  Pi,   -',Pn) 

Pi  =   Pi{z,    X^,-',Xn,  Py,---,Pn))  '      »        »      / 

gegeben.  Wenn  diese  Transformation  derart  ist,  dass  die  linfce 
Seite  der  Pf  äff 'sehen  Gleichung  bis  auf  einen  Factor  uaver- 
ändert  bleibt,  so  heisst  sie  eine  Berührungstransformation  in  dem 
Baum  von  (n  +  1)  Dimensionen  z^  x^^  •  •  •,  Xn. 
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Eine  einfache  und  wichtige  BertQirungstransformation  ist 
die  folgende 

z'  =  z  —  x^p^ Xgp^, 

^i=^Pl^  '  •  't    Xq  =Pqi  ^q-^l  =  ^J-f-lt    '  •  't    ^it^=^  ^n, 

Pi  =  — ^1»    •  •  -1  Pq  =  —^9?  Pq-{-l  ==P9  +  li    '  "t  Pn  ==  Pn- 

Für  g  =  1  ist  sie  von  Euler  untersucht  worden,  für 
n  =3  3,  q  =  l  von  Ampere.  Ist  n  =  3,  g  =  2,  so  pflegt 
man  sie  die  Legendre'sche  Transformation  zu  nennen. 

Es  gilt  immer  der  Satz,  dass  die  inverse  einer  Berühru/ngs- 
transformaUon  sowie  das  Product  zweier  solcher  Transformationen 
wieder  Benihnmgstransformationen  sind. 

Alle  Berühnmgstransformationen  hüden  eine  unendliche 
(vergl.  §  1)  continuirliche  Transformationsgruppe, 

Sollen  die  Functionen  Z,  X^,  P,-  eine  Berührufigstransfor- 
mation  bestimmen,  so  ist  es  nothwendig  und  ausreichend,  dass 
die  Retationen 

[Z,  X,]  =  [X„  X,]  =  [P,,  X,]  =  0,      (t  +  j), 

[P,X,]  =  9,     [_PiZ]=QPi 

erfilUt  seien,  worin  q  eine  Function  aller  Variahelen  ist  und  wo 
das  Poisson'sche  8ymt)ol  [qp,  tf;]  ow  Stelle  von 

^  \_dPi  \dx.  "T"  dz  ^7        dp^  \dx,  "^  dz  ^Vj 

Jede  Berührungstransformation  von  der  Form 
x'i  =  Xi(x,p),  pl  =  Pi{x,p), 
für  welche  identisch 

dZ—pidx'i PndXn^dZ^p^dx^ PndXn, 

oder,  was  dasselbe  ist, 

Pidxi  H (-  i)«dfa;n  =  Pit?a*i  + 1-  PndXn 

ist,  heisst  homogen. 

Damit  eine  Transformation  homogen  sei,  ist  es  nothwendig 
und  ausreichend,  dass  die  X,  P  den  Bdationen 

(X,,  Xj)  =  (P,,  Xj)  ^  (P,,  Py)  =  0,     (i  +  i), 
(P„  Xt)  =  1 
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^mügen,  tmtd  dass  die  X  homogene  Functionen  der  p  vom  Orad  0 
mnd  die  P  homogene  Functionen  vom  Ghrad  1  seien.  Dabei  be- 
amtet das  Symbol  (  )  dasselbe,  wie  oben  das  Symbol  [  |,  nnr 
dass  die  Terme  mit  den  Berivirten  nach  z  verschwinden,  weil  es 
sich  um  Functionen  handdt,  in  denen  z  nidit  vorkommt. 


Man  kann  jetzt  auch  den  Begriff  der  infinUesinMlm  liv- 
riffirungstransformation  einführen. 

Eine  infinitesimale  Transformation,  wie  die  in  §  1  bez.. 
der  2n  +  1  Yanabelen  j?,  x^,  •  •  •,  x«,  i^^,  •  •  •,  />«  betrachteten, 
heisst  infinitesimale  ^crtlArun^^ransformation,  wenn  sie  dio 
Pf  äff 'sehe  Gleichung 

dz  —py^dx^ pndx^  =  0 

nnyerftndert  lässt 

Die  allgemeinste  infinitesimale  Berührungstransformat  ioii 
hat  den  Typus 

worin  die  f,  J/,  tt/  von  der  Form 

^' "~  dp, ' 

cW  cW 

sind,  sowie  W  eine  willkürliche  Function  bezeichnet,  welche  die 
charakteristische  Function  der  infinitesimalen  Transformation  ge- 
nannt wird. 

Die  ersten  präcisen  und  allgemeinen  Begriffe  über  die  Theorie 
der  Transformationsgruppen  verdankt  man  Lie,  Gesdlscli.  zu 
Christiania,  1871  und  Klein,  Vergleichende  Betrachtungen  über 
neuere  geometrisdie  Forschunge^i,  Erlangen  1872.  Die  Berührungs- 
transformationen hat  Lie  eingeführt,  Gott.  Nachr.,  1870,  1872; 
Coinpt.  Rena.,  1870;  Gcsellsdi.  zu  Christiania,  1870—1873; 
Math,  Ann.,  5,  8.  Einige  specielle  Berührungstransformationen 
wurden  schon  früher  von  Euler,  Ampere,  Jacobi  untersucht. 
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Die  Hauptwerke  über  die  Transformationsgruppen  und  ihre 
Anwendung  auf  die  Differentialgleichungen  sind  von  Lie:  Theorie 
der  Transformationsgruppen,  3  Abschn.,  unter  Mitw.  v.  Engel, 
Leipzig  1888 — 1893;  Yorles.  Über  continuirliche  Gruppen  mit  geo- 
metrischen und  anderen  Anwendungen,  bearb.  v.  Scheffers,  ib. 
1893;  Vorles.  über  gewöhnliche  Differentidlgh  mit  bekannien  infinites. 
Transform.,  bearb.  v..  Scheffers,  ib.  1891;  Untersuchungen  über 
unendliche  continuirliche  Gruppen,  ib.  1895;  Geometrie  der  Be- 
riihrungstransf.,  unter  Mitw.  v.  Scheffers,  ib.  1896,  wozu  noch 
zahlreiche  Abhandlungen  desselben  Autors  in  den  Jahrbüchern  der 
Akademie  von  Christiania,  dem  norwegischen  Archiv  für  Mathe- 
matik, der  Göttinger  Akademie,  in  den  Math.  Ann.  und  in  den 
Leipziger  Berichten  kommen.  Vergl.  auch  zur  Orientirung  die 
autographirte  Vorlesung  von  F.  Klein  über  höhere  Geometrie, 
Bd.  2,  Göttingen  1893. 


§  3.    Endliche  und  Differential-Invarianten  einer  Gruppe. 
Integral-Invarianten. 

Endliche  Invariante  einer  Gruppe  heisst  eine  Fimction  der 
Variabelen,  welche  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  keine 
Veränderung  erleidet. 

Damit  eine  Function  Ä  (a^i ,  •  •  • ,  rr«)  bei  allen  Transforma- 
tionen einer  Gruppe  H  (welche  r-gliedrig  ist  und  die  identische 
Transformation  enthält,  siehe  §  l)  unverändert  bleibe,  ist  es 
nothtv endig  und  ausreich otd ,  dass  Xi(Sl)  =  0  sei,  worin  die 
Xi  die  Symbole  für  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  vorstellen.  Die  allgemeinste  Invariante  Sl  ist  mithin  die 
ällgmieinste  Lösung  da'  partiellen  DifferentialgleicJmngen: 


Soll  die  Function  Ä  bei  der  Gruppe  G^  die  aus  v  Scharen 
besteht,  invariant  bleiben,  so  muss  sie  ausserdem  noch  die  Trans- 
formationen Tj,  Tg,  •  •  •,  Tv_i  (vergl.  S.  209)  gestatten. 

Wenn  die  r-gli^rige  Gruppe  H  transitiv  ist,  so  hat  sie 
keine  Invarianten.  Ist  sie  intransitiv,  so  hat  sie  die  gemeinsame}) 
Lösungen   der  partiellen   Differentialgleicfmngen  zu   Invarianten. 
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Wir  woUen  annehmen,  es  sei  w  =  2  und  die  durch 
A(«|,  2^)  as  GoDst.  dargestellte  Curvenschar  betrachten,  indem 
wir  X|,  OTj  als  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  ansehen. 
Wir  sagen,  dass  eine  Transformation  eine  Curvenschar  invariant 
lasse,  wenn  sie  jede  Curve  der  Schar  in  eine  Curve  der 
Schar  {Iberftlhrt  Alsdann  sagen  wir  auch,  die  Curvenschar 
Sl  (a?i ,  Äj)  =  Const.  gestaUe  die  Transformation  oder  lasse  sie  zu. 

Die  Schar  vofi  cx)^  Curven 

•Ö  (^i »  ^2)  ^^  Const. 
gestattet  dann  und  nur  dann  die  Transformation 

iücnn   vermöge   dieser    Transformatiofi  ^(xi^Xg)    eine  Function 
van  Sl(xi,x^)  aUein  ist. 

ÄWJ  die  Gesammtheit  aller  cx)^  durdi  die  Gleicfiunget} 
Sl(xiy  ir^)  =  Const,  dargestellten  Curvcpi  hei  sämmtlidien  Trans- 
formationen einer  eingliedrigen  Gruppe  unvträndert  bleiben,  so  ist 
dazu  nothwendig  und  ausreichend,  dass  X(il)  eine  Function  van 
Sl  allein  sei,  wobei  mUcr  X  das  Symbol  dtr  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  verstanden  tvird,  Ist  speciell 
X{Sl)  =  0,  5ö  bleibt  jede  Curve  für  sich  unreräfidert. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Begriff  der  Differential -In  Varianten 
flber.  Wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  die  Variabelen 
itj,  •  •  •,  Xn  seien  Functionen  derselben  Variabelen  x  und  be- 
trachten eine  continuirliche  r-gliedrige  Gruppe  H. 

Wir  bilden  die  Derivirten  nach  .r  der  linken  und  rechten 
Seiten  der  Transformationsformeln 

und  erhalten 

dx         ^^dx,    dx 

Diese  w  Formeln  ergeben  mit  den  vorigen"  zusammen 
2n  Transformationsformeln  zwischen  den  Variabelen 


^'*'    d.r  '  *  *  *'    dx 


dx^ 


Die  Gruppe  dieser  Transformationen  nennt  man  die  einmal 
enceiterte  Gruppe  H;  wii*  wollen  sie  mit  HS^"^  bezeichnen. 
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Die  Invarianten  von  J?<')  heissen  DifferenHcd -Invarianten 
erster  Ordnung  von  H. 

Auf  analoge  Art  werden  die  Differential-Invarianten  höherer 
Ordnung  von  H  und  die  der  gemischten  Gruppe  G  definirt. 

Es  lässt  sich  dann  der  Ausdruck  für  die  infinitesimalen 
Transformationen  X(^)  finden,  welche  der  erweiterten  Grpppe  IP*) 
angehören^  und  man  erhält  selbstverständlich  als  Resultat,  dass 
die  Differential 'Invarianten  Ä^^^  erster  Ordnung  von  H,  d,  h., 
die  endlichen  Invarianten  von  H^^K^.  partiellen  Differential- 
gleichungen von%  Typuß  Xj>)(Ä^^))  =  0  geniigen  müssen,  worin 
X^P  die  Symbole  für  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
erweiterten  Gruppe  sind. 

Aehnliche  Resultate  erhält  man  für  die  Differential-Invari- 
anten höherer  Ordnung. 

Man  kann  diesen  Begriff  auf  die  folgende  Art  erweitern. 

Es  mögen  n  +  m  Variabele  a^,  •  •  •,  a;„,  jer^,  •  •  •,  Zm  vor- 
liegen, von  denen  man  sich  die  Grössen  e  als  Functionen  der  x 
zu  denken  hat,  und  es  sei  eine  Transformationsgruppe  in  Bezug 
auf  alle  Variabelen  gegeben: 

Fügt  man  zu  diesen  Formeln  nun  diejenigen  hinzu,  mittelst 
welcher  die  Derivirten  der  z  nach  den  x  in  die  der  z'  nach 
den  x'  transformirt  werden,  so  erhält  man  die  erweiterte  Gruppe 
zwischen  einer  grösseren  Anzahl  von  Variabelen;  jede  Invariante 
dieser  erweiterten  Gruppe  ist  eine  Differential -Invariante  gegen- 
über der  gegebenen  Gruppe. 

Eine  Differential-Invariante,  welche  eine  willkürliche  Function 
und  deren  Derivirte  enthält,  pflegt  man  einen  Differential2)ara' 
nieter  zu  nennen. 

Eine  der  projectiven  Gruppe  angehörige  Differential-In- 
variante ist  die  schon  von  Lagrange  verwandte  sogenannte 
Schwarz 'sehe  (H.  A.  Schwarz,  ges,  math.  We^'lie,  Bd.  2, 
S.  351,  Berlin  1890): 


d^z 

/d^z 

dx^ 

3 

dx* 

ÜJ- 

2 

dz 

dx 

\dx 

Wegen  ihrer  Eigenschaft,  sich  bis  auf  einen  Factor   niclit 
zu  ändern,  wenn  man  z  mit  x  vertauscht,  hat   sie  Sylvester 


S  8.    Die  IntegralinvarianteD.  217 

die  Reciprocante  genannt  und  später  diese  Bezeichnung  auf  alle 
projectiven  Differential-Invarianten  ausgedehnt. 

Die   Gruppe,    zu   welcher  diese  Invariante   gehört,    ist  die 
Gruppe  der  Transformationen 

x'  =  X, 

, a  +  bz 

c  '\'  dz 
Allgemeine  Untersuchungen  über  die  Differential-Invarianten 
findet  man   speciell  bei   Lie,   Math,  Ann,,  24;   siehe   auch   die 
übrige  unten  angegebene  Literatur. 


Zugleich  mit  den  Differential-Invarianten  kann  man    auch 
die  Integral 'Invarianten  betrachten.     Es  liege  ein  Integral 


I=ff''fodx^dx, 


vor,  in  welchem  <I>,  wie  oben,  eine  Function  der  Variabelen 
or,  z  und  der  Derivirten  der  z  nach  den  x  und  derart  ist,  dass 
der  Werth  von  I  bei  allen  Transformationen  einer  gewissen 
Gruppe  unverändert  bleibt.  Der  Ausdruck  /  heisst  dann  eine 
Integral  -Invariante, 

Hierher  gehören  z.  B.  die  Integrale,  welche  metrische  Be- 
ziehungen ausdrücken,  wie  Flächeninhalte  und  Volumina,  deren 
bezügliche  Integrale  bei  allen  Transformationen,  die  den  Verän- 
derungen der  Coordinatenaxen  entsprechen,  denselben  Werth 
behalten. 

Die  ersten  allgemeinen  Studien  über  die  Integral-Invarian- 
ten sind  wohl  Lie  zuzuschreiben:  Untersudiungen ,  die  sich 
auf  Transfarmationsgruppcn  hezieJien,  bei  denen  Bogenintegrale 
invariant  bleiben,  Leipziger  Ber.,  1886.  Später  folgten  Poin- 
care.  Acta  math,,  13,  S.  52,  1890;  Lie,  Leipz.  Beridite, 
1895;  Zorawsky,  Akad,  zu  Krakau,  1895;  Königs,  Compf. 
Bend.,  1895;  Cartan,  Bull,  de  la  Soc.  math.,  1896;  Hurwitz, 
Crött.  Nadir,,  1897.  Schliesslich  bewies  Lie,  Leipz.  Berichte, 
1897,  dass  die  Theorie  der  Differential-Invarianten  ohne  Weiteres 
die  vollständige  Theorie  der  Integral-Invarianten  liefert. 

Man  sehe  die  geschichtlichen  Bemerkungen  von  Lie  in 
dem  letzten  Paragraphen  der  eben  citirten  Arbeit,  einen  anderen 
Aufsatz  von  Lie  in  demselben  Bande  der  Leipz.  Ber.,  1897  imd 
vergl.  auch  die  dritte  Abth.  der  Trans  formal  ionsgruppen  von  Lie, 
S.  499  u.  ff.,  wo  Probleme  untersucht  werden,  welche  denen  über 
die  Integral-Invarianten  entsprechen. 
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§  4.    Die  Invarianten  in  Bezug  auf  eine  Differentialform. 

Man  kann  sich  auch  eine  DiferentiaMnyariante  in  einem 
verschiedenen  Sinn  denken,  indem  man  sie  auf  eine  Gnind- 
differentialform  bezieht;  man  erhält  dann  einen  Begriff  der 
Differential-Invariante,  der  sich  sehr  dem  in  der  Invarianten- 
tbeorie  der  algebraischen  Formen  gebräuchlichen  nähert. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  die  Differentialform 


^Zij^...dXidxj 


d.  h.  eine  homogene  ganze  Function  von  bestimmtem  Grad  der 
da*j,  dx2^  •  •  •,  dxn  mit  Coefficienten  gegeben,  die  Functionen 
aller  Variabelen  sind. 

Bei  allen  Transformationen  einer  Gruppe  verwandelt  sich 
die  Differentialform  in  eine  andere  von  demselben  Grad;  dabei 
werden  die  Coefficienten  Z  in  gewisse  andere  derart  transformirt, 
dass  jeder  neue  Z/j,...  im  Allgemeinen  nicht  nur  der  transfor- 
mirte  des  früheren  Zij^...  ist,  sondern  eine  gewisse  Combination 
der  transformirten  aller  früheren  Z.  Jede  Function  der  Grössen 
X,  Z  und  anderer  willkürlicher  Functionen  nun,  welche  für  alle 
Substitutionen  der  Gruppe  in  Bezug  auf  die  neuen  Grössen  x 
imd  Z  dieselbe  Form  beibehält,  heisst  im  Allgemeinen  ein  zu 
der  Gruppe  gehöriger  DifferentiaJparamet^, 

Dieser  Fall  kann  als  ein  specieller  des  früheren  (vergl 
S.  216)  angesehen  werden,  wenn  man  annimmt,  die  Trans- 
formationen, welche  mit  den  Variabelen  jr,  die  ihrerseits  Fimctionen 
von  X  sind,  ausgeführt  werden  sollen,  seien  mit  denjenigen 
identisch,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  die  neuen  Coefficienten 
Z  der  Differentialform  durch  die  bisherigen  Coefficienten  und 
Variabelen  ausdrückt. 

Unter  dieser  letzten  speciellen  Form  steht  das  Problem, 
die  Differential-Parameter  oder  -Invarianten  zu  bestimmen,  in 
Verbindung  mit  den  Untersuchungen,  die  Gauss,  Lame,  Jacobi 
begannen  und  später  Beltrami  und  Andere  fortgesetzt  und 
verallgemeinert  haben.  Sie  gingen  von  der  Theorie  der  Flächen 
aus,  und  ihre  Untersuchungen  sind  als  ein  specieller  Fall  des 
obigen  Problems  aufzufassen,  weil  bei  ihnen  nicht  eine  specielle 
Gruppe  von  Transformationen,  sondern  die  vollständige  Gruppe 
aller  Transformationen  in  Betracht  kommt.  Der  Name  Differen- 
iinlparamettr  rührt  von  Lame  her. 


f  4.    Ilie  flu  iTMiBii     x:.  H*7tr  wi  *  *"^    7v*;>i.^ti*i^r^m       *>lv 


die  iPifferantULifMODAtrir  i:    K.    i  rtii»««^  >\  ^?«lr*^    Kai-   Ifv  5?  It^ 


f    i  V'    .      I 

_  1   V^__L!_ 


^.  r  = 

«Ml  I>iffrrmtiaipffra994nfn    f?*^  (^rdmmu. 

Wa*-  die  I»ifierential-ltivariaTjr<>r.  un«i  -P«T«motov  «npOit. 
hat  man  zwischpu  den  Arheit^n  /u  Tjnt<*rf»<^b<»i<ipn .  wol«'ho.  A\io 
oben  ansgefGhrt  wurde,  dir  T>iffer#»TiriftHormen.  s^vsHoll  <lir 
qumdratischen.  zn  Grnndt  leron  und  d<*nionieon.  dio  von  antlonn» 
Grundlagen  ausgehen,  z.  B.  von  der  Thev^ric  der  Transtonimtionv 
gmppen  oder  der  Lehre  von  den  Onrven  in  d<^n  l^^nmon  \o» 
drei  und  mehr  TMmensionen  oder  aiioh  dov  l>ifl'oivnhn] 
gleicbungen  eto. 

Der  ersten  Kategorie  gehören  die  rntei'snolniniriMi  \on 
Gauss  über  die  Krümmung  der  FlJtohon  an»  ferner  die  \t>n 
Lame,  Zr^.  f^ur  les  cci^rtl.  rurnUonts  vi  ij;);)/nvr/. .  rnris  IHA!)-. 
Jaeobi,  Crdh,  36,  S.  113:  ,r/r,s.  irrtAr.  Ud.  *2»  S.  1«M.  UiMhn 
1882,  herausgegeben  von  Weiersiras»;  Tbelini,  .1»?«.  »/» 
mat,,    1.    Serie,    Bd.    4;    Casoruti,    ib.,    1.   M..ne,    IM     3,    \\ 
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2.   Serie,    Bd.   12    und   Beltrami,   Mem,   Acc.    sc.    Bologna,   v 
2.  Serie,  Bd.  8,   1869,   welcher   die  Untersuchungen   auf  den 
Fall  von  n  Variabelen  ausdehnte.     In  seinem  Buch  La  teoria 
dei  det^rminanU  e  le  sue  appUcanioni,  Pavia  1854,  auch  deutsch,    ' 
Theorie    der    Determinanten    mit    Vorwort    von    Schellbach,    ' 
Berlin  1856,  hat   Brioschi   auch  den  Fall   eines   Differential-    ' 
Parameters  2^'  Ordnung  för  n  Variabele,  aber  für  eine  specielle 
Art  der  fundamentalen  quadratischen  Form  in  Betracht  gezogen.    ■ 
Schliesslich  sind   noch   als  hierher  gehörig  die  Arbeiten  zu  er-     ' 
wähnen  von:  Christoffel,  Crdle,  70;  Lipschitz,  Crelle,  70, 
71,  72,  74,  78,  81;  Ricci,  Ann.  di  mat,  Bd.  12,  14;  Lincei, 
1888,  1889;  Ist   Veneto,   1893  etc.;  Padova,  Lincei,    1887; 
Frobenius,  Crelle,  110;  Knoblauch,  Crelle,  111  und  Anderen. 
Vergl.  auch  Bd.  2  dieses  Werkes,  Kap.  20,  §  2. 

Zu  der  zweiten  Kategorie  gehören  vor  Allen  die  Studien 
von  Schwarz  über  eine  Invariante,  welche  zur  projectiven 
Gruppe  gehört,  Bestimmung  einer  spec,  Minimalf,,  Monatsher.  d. 
Berl.  Ac.,  1867  und  1872;  dann  die  von  Brioschi,  Ann.  di. 
mat,  13;  Acta  math.,  14  etc.;  von  Sylvester,  Am.  Joum. 
Math.,  8,  10;  Ralphen,  These  sur  les  invariants  differcntiels, 
1878  und  J.  de  VEc.  polyt.,  1880;  Compt.  Bend.,  81;  Joum. 
math.  de  Liouville,  1876,  1880,  1883;  Ada  math.,  3;  Forsyth, 
London  Phil.  Trans.,  1888;  Berzolari,  Ann.  di  mat.,  26,  1897; 
die  allgemeinen  Untersuchungen  von  Lie,  Math.  Ann.,  24  etc. 


§  5.    Anwendung  der  Theorie  der  Transformations- 
gruppen  auf  die  Differentialgleiohungen. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  eine  Differentialgleichung  1*®'  Ord- 
nung von  der  Form 

M^dx2  —  M^dx^  =  0 

gegeben.  Wir  sagen,  sie  lasse  eine  Transfofmation  zu,  wenn 
sie  bei  dieser  Transformation  ihrer  Gestalt  nach  bis  auf  einen 
Factor,  der  eine  Function  der  Variabelen  ist,  unverändert  bleibt. 

Jede  Differentialgleichung,  um  die  vorstehende,  lässt  eine 
Transformation  dann  und  nur  dann  zu,  wenn  die  Schar  ihrer 
Integralcurven  sie  zulässt  (vergl.  §  3). 

Jede  Differentialgleichung  lässt  alle  Transformationen  einer 
eingliedrigen  Gruppe  X  dann  und  nur  dann  zu,  wenn  sie  die 
infinitesimale 
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DU  IHff&eniiälgleichung  erster  Ordnung 
M^dx^  —  M^dXi  =  0 

UM  der  Farm  nach  bis  auf  einen  Factor  hei  allen  Trans- 
^nrntäcmen  einer  Gruppe,  deren  infinitesimale  Transfannation  X 
jit  9mr  da/nn  unverändert,  wenn  identisi^ 

x(r)—  r(x)  =  Ar 

ut,  warm  das  Si^mbal  Y  für  M^  ~  +  M^J-  steht  und  X  eine 

FtmeHof^  von  op^  und  x^  allein  hedeiitct. 

Wenn  die  Differentialgleichung  eine  Gruppe  eulässt,  dereti 
infimUsknäle  Transformation 

^  — ^iä5;  +  ^«ä^ 

kßM,  so  ist  der  Ausdruck 

1       

m  Euler' scher  Integrahilitätsfactor  (vergl.  Kap.  8^  %  2)  der 
Oteichung  (siehe  Lie,  Math,  Ann,,  11);  diese  ist  mithin  durch 
Quadraturen  irdegrirhar: 

nM,dx^  -M^dx,  _ 

Jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ztcischen  zwei 
y aridbeten  lässt  unendlich  viele  infinitesimale  Transformaiiofien 
XU  und  mithin  eine  unendliche  continuirliche  Gruppe. 

Für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  gilt  ein  ähn- 
licher Satz  nicht. 

Die  Differentialgleichung  1**'  Ordnung 


^'*'('-^-al;)=o 


x^^s,5^+s. 


Heibt  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe,  dercfi  infinitesimale  Trans- 
formation durdi 

dx,  ^  ^2  dx, 
dargestellt  wird,  nur  dann  invariant,  wenn  der  Ausdruck 

~ia«,^\8«,       dxjdx^       dx]\dxj  l  ^/dxt\—         ^       ' 
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vermöge  51^^^  =  0  verschmndet.     Dabei  ist  vorausgesetzt,  die  ge- 
gebene Gleichung  sei  derart,  dass  die  drei  Derivirten  von  Sl^^^  nach 

dx^ 

^u  ^1    J^ 

vermöge  Ä^^^  =  0  nicht  sämmtlich  NuU  werden. 

Kennt  man  die  endlictien  Gleichungen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  in  x^^  x^^  so  kann  man  durch  IHfferenUaUon  und  EU- 
mination  allein  äÜe  gewöhhlicfien  DifferenticÜgleichungen  !*•'  Ord- 
nung zwischen  x^  und  x^^  welche  die  Gruppe  zulassen,  bestimmen. 

Wenn  man  von  einer  eingliedrigen  Gruppe  mit  zwei 
Variahelen  die  endliche  Invariante  Si{x^^  x^)  kennt,  so  lassen 
sich  durch  Quadraturen  alle  möglidien  Differential-Invarianten 
1^'  Ordnung  ableiten;  setzt  man  diese  Differential-Invariant4!n 
gleich  NuU,  so  erhält  man  alle  möglichen  Differentialgleichungen 
l^ter  Ordnung,  die  bei  der  Gruppe  invariant  bleiben. 

Eine  Gruppe,  bei  welcher  die  homogenen  Differential- 
gleichungen 1**'  Ordnung  (vergl.  Kap.  8,  §  2)  invariant  bleiben, 
ist  die  Gruppe  der  Transformationen 

x[  =  axi , 
x'i  =  axg . 
Eine  der  Differentialgleichung 
dx^ 

zugehörige  Gruppe  ist  die  der  Transformationen 
x[  =  Xi  cos  a  —  Xi  sin  a, 
X2  =  Xi  sin  a  -\-  x%  cos  a. 
Die  lineare  Differentialgleichung 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe 

rrj  =  xi ,     Xi  =  Xt  -]^  ae 


Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Theorie  der 
Transformationsgruppen  eine  neue  Theorie  des  integrirenden 
Factors  einer  Differentialgleichung  1*®'  Ordnung  aufzustellen  er- 
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laabtb  Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  wurde  die  Theorie  des 
integrirenden  Factors  zuerst  von  Sophus  Lie,  Verh,  der  Ges. 
gu  Christiania,  1874  behandelt. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  über  die  Differential- 
gleichungen 2^*'  Ordnung 

dx,    d^\_ 


«'»(«.-^l?.!^)-? 


anstellen.  Sieht  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  als  eine 
Differential-Invariante  einer  Gruppe  von  Punkttransformationen 
an  (vergl.  §  3),  so  besteht  das  Problem  der  Integration  dai*in, 
eine  solche  Transformationsgruppe  ausfindig  zu  machen  und  aus 
ihr  das  Integral  abzuleiten. 

Soll  die  Gldchung  ß^^^  =  0  eine  infinitesimale  Transformation 

X  =  ^i  X [-  Jj  ^ —   und    mithin    alle    Transformationen    der 

eingliedrigen  von  dieser  erzeugten  Gruppe  zulassen,  so  niuss  51^*^ 
einer  partiellen  Differentialgleichung  genügen,  die  sich  ergibt,  wenn 
man  die  erweiterte  infinitesimale  Tratisformation  Z^^^  bildet,. 
welche  der  erweiterten  Gruppe  entspricht,  d.  h.  der  Gruppe  in 
Bezug  auf  die  vier  Variahelen 

dx^     d^x^ 

Die  allgemeinste  Form  einer  Differentialgleichung  2**'  Ord- 
n%mg ,  welche  eine  infinitesimale  Transformation  X  gestattet,  hat 
den  Typus 

worin  O  eine  willMrliche  Function,  ti  eine  endliche  Invariante 
der  Gruppe  X  und  v  eine  durdi  Quadraturen  bestimmbare 
Differential 'Invariante  1**'  Ordnung  demselben  Gruppe  bezeichnet. 

Die  Integration  der  gegebenen  Gleichung  reducirt  sich 
daher  bis  auf  Quadraturen  auf  die  Integration  einer  Gleichung 
1*®'  Ordnung. 

Wir  können  uns  nicht  eingehender  auf  diese  Anwendungen 
einlassen;  es  genügt  uns,  die  wenigen  vorstehenden  Begriffe  ge- 
geben zu  haben.  Ueber  weitere  Einzelheiten  verweisen  wir  auf 
die  Werke  von  Lie,  die  am  Ende  des  §  2  citirt  wurden. 


Kapitel  X. 
Die  Differenzenrechnang. 

§  1.    AUgemeines. 

Denkt  man  sich  eine  Aufeinanderfolge  von  Werthen 

^0»  ^11   ^»   '  '  ' 

der  Variabelen  x  und  nimmt  an,  f{x)  sei  eine  Function  von  a;, 
so  heissen  die  Differenzen 

fix,)  -  f{x,\ 

die  ersten  Differenzen  von  f  und  werden  mit 

Jf{x,),    Jfix^),  ... 
bezeichnet. 

Verfährt  man  ebenso  mit  den  ersten  Differenzen,  so  erhält 
man  die  zweiten  Differenzen 

I>ie  «*®  Differenz  ist  durch  die  Formel 

^Y  W  =  fi^n)  —  {n\  f(Xn-l)  + 

+  (n\fixn-,)--"  +  i-iyf(x,) 
gegeben. 

Der  Werth  der  Functmi  im  Punkt  Xn  mrd  durdi 

f{Xn)  =  f{Xo)  +  (n\jf(Xo)  + 

+  {n\J*f{x,)  +  -..-^J'f(x^) 
bestimmt. 


§  1.    Allgemeines. 
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Ausserdem  gelten  dk  (Studnicka' scIien)  Formeln: 
{Prager  Beri^^te,  2.  Abth.,   1871,  S.  39;   &iorn.  di  Batt, 
10,  8.  76.) 

»  =  0 


i=0 

*=!•  — 1 


^=0 


f«0 


Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  es  sei 

X-^         Xq  ^=  X^         X^  =  Xj         x^  ==  •  •  •  ^=  //. 

2>ta  w***^  Differmzeti  eines  Polynoms  vom  m^^  Grad  sind 
canstant,  d.  h.  unabhängig  von  x  und  sind  bis  auf  den  Factor 
Ä"*aQ,  tcorin  Oq  den  Coeffioientcn  des  ersten  Gliedes  des  Polynoms 
beeeichnet,  der  factoriellen  Facultät  von  m  gleidi, 

^»e*  =  e«(eA_i)», 

'^x^^~  ^^"^  *^*  'xix  +  h)  {x  +  2h)"-  (X +  nÄ) ' 
^»8in(ax  +  6)  =  (2sin^)%in(ax  +  fe  +  '^^^^ 

z/*»  cos  {ax  +  6)  =  1 2sm  —I  cos  |  öx  +  t>  -j — ^ — ^ — - 1  • 

Betrachtet  man  die  n*®°  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen 
und  ihre  snccessiven  Differenzen  in  Bezng  auf  das  erste  Element 
O**,  so  erhält  man  die  Differenzen  von  0". 

Es  gelten  die  Formeln: 

,^0"»  =  wl  =  w'"  — (w),  (m— l)'»  +  (m)2(m— 2)"* \- 

+  (-ir--K»»)m-i, 

Pftscal,  Reperioriam.  I.  15 
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in  toelchm  tj  ein  Zivilehen  Xq  \md  Xq  +  nh  liegender  Punkt  ist. 


^ 


worin  rj,  r^,  •  •  •,  r^,  m  positive  Zahlen  sind,  deren  Summe 
n  beträgt,  und  die  Summirung  sich  über  dUe  möglichen  Combi- 
nationen  dieser  Zahlen  erstreckt. 

Bezeichnet  man  mit  Bm  die  Bernoulli' sehen  Zahlen 
(Kap.  18,  §  3),  so  gilt  die  Formel  (Boole,  Finite  diff.,  London 
1860,  S.  82)  ' 

Bm  =  (—  1)^"'  jo»»  —  I  ^0»«  + 1  j^(r 1- 

Siehe  nebenstehende  Diflferenzentafel,  S.  227. 


§  2.   Interpolation.    Interpolationsfonotionen. 

Die  Ausdrücke 

/2  ^^0?   •*^1?   **2y  X     —  X 

sind  Interpolationsfimctionen  von  der  1*®°,  2**°,  •  •  •  Ordnung. 
Der  erste,  welcher  sie  zum  Vorwurf  einer  besonderen  Abhand- 
lung machte,  war  Ampfere,  Gergonne,  16;  spätere  Arbeiten 
sind  von  Cauchy,  Compt,  Bend,,  11,  1840,  S.  776,  835; 
Bellavitis,  Ist,  Veneto,  1856,  1860;  Genocchi,  Acc,  Torino, 
1878,  1881;  Schwarz,  Äcc.  Torino,  1882;  Peano,  ib.,  1883; 
siehe  des  Verfassers  Calcolo  delle  diff,  finite,  Mailand  1897, 
S.  247,  248  und  Mark  off,  Differenzenrechnung,  deutsch,  Leipzig 
1896,  Kap.  1. 


§  2.    Interpolationsfunctioneii. 
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Die  IfUcrpolationsfundionen  sind  in  Bezug  auf  aUe  Varia- 
heJcn,  die  in  iJinen  vorkommen,  symmetrisch  (das  Ämpdre'sche 
Theorem), 

Jede  Interpolationsfunction  lässt  sich  sdireiben: 

fn(x^,^,    •-,    ^n)  =  p^  _a?J  {X.-X,)  "'{X,--Xj  + 
J A^i) , 

+ + 

,    A^J 

"^  l^n-^o)  (««-«l)  •••(«!•-  «„_i)  ' 

Zwischen  drei  InterpolaMonsfundionen  von  derselben  Ordnung 
besteht  die  Beziehung 

fn  (a?i ,  iPa»  ^8>  •  *  •)  (^  —  ^)  +  fn  i^i^  ^Oy  ^8>  •  •  •)  (^ ^o)  + 

+  /*i.(«o>  «11  ^»  •••)  («0  — «i)  =  0- 
Jede  Interpolationsfunction  mit  Elementen  von  gleichem  Ab- 
stand lässt  sich  durch  die  Formel 

A(i»o»  «0  +  ^*»  •  •  •»  «0  +  w^)  =     .n    , 

/i  n! 

/"«(a^o,  a?o  +  ^»  •  •  •»  ^0  +  ^^)  =  ^:^ 
ausdrücken,  worin 

«0  ^  S  ^  ^0  +  ^''     *^^- 
T^eww   f?ie  Elemente  Xq,  •  •  •,  a;„  zusammenfallen,  so  wird 
die  Interpolationsfunction  von  der  w*®^  Ordnung  bis   auf  einen 
Zahlenfador  zur  n^^  Derivirten  der  Function. 

Die   Interpolationsfunction    mit    beliebigen   Elementen    wird 
durch  die  (Genocchi'sclie)  Formel 
1         1 

fn{x^,  a^l,  •••,   Xn)  =f'^'ft--^t--^'"tn^i  X 
0  0 

xr  {xo  +  {x,—x^)t^  +  (x^  —  x^)t^t^-\ f- 

+  (Xn  —  Xn-l)  tit^'"tn]dtj^"'  dtn 

ausgedrückt. 

Der  Werfh  der  Function  f  in  einem  beliebigen  Punkt  x 
lässt  sich  durch  eine  Formel  wiedergeben,  in  welcher  die  Coeffi- 
cienten  der  verschiedenen  Glieder  Interpolationsfunctionen  sind: 


§  2.    Interpolationefunctionen. 


229 


fix)  =  /-(a-o)  +  (x  —  a;o)  /;  (r«,  x,)  + 
+  («  —  ^o)  («  —  *i)  f%  (a'o.  ^1.  a^j)  + 


+ 


+ 


(x  — «,)  (a;  — iCi)  •••  (x  — x,) 


/^-+'>(«); 


efartn  «teWf  J  eine  zwischen  dein  Meinsfen  und  grössten  der  Werthe 
^o>  ^>  "•»  ^«j  ^  liegende  Grösse  vor.  Diese  Formel  heissi  in 
der  Regel  die  allgemeine  Newton'sche  oder  Gauss'schc  Formel. 

Nimmt  man    an,    die   Intervalle  ztvischen  den  successiven 
Ptthkten  x  seien  einander  gleich  und  glei<ih  h,  so  ist 


fix) 


f{x,)  +  ?^Jf{x,)  + 


+ 


I    (X— a;^) {x-x^  —  1) '"{x-x^-jn-^Dh)  ,    . 


+ 


{x  —  x^)  {x  —  ar^  —  1)  • . .  (a;  —  atp  —  n^) 
n  +  1! 


/tn+i)(|), 


worin  g  eine  zwischen  dem  kleinsten  und  grössten  der  drei  Werthe 
^o>  ^0  "f"  **^»  ^  liegende  Grösse  bedeutet. 

Wenn  alle  Punkte  Xq,  x^^  •••,  a;«  sich  in  dem  Punkt  x^ 
vereinigen,  so  ergibt  sich  die  Taylor'sche  Formel, 

Der  vorstehenden  allgemeinen  Formel  lässt  sich  die  folgende 
Gestalt  geben: 


m- 


1=0 


(•^.— -•'^o)  •  •  •  (•«/- ^.•- 1)  (•^,—  ^.•+1)  •  •  •  i^i  —  ^n) 


wenn  man  mii  B  (Best)  das  letzte  Glied  bezeichnet, 

Sie  heisst  in  dieser  Gestalt  die  Lagrange'sche  Interpolations- 
formel  (Werke,  7)  ufid  lässt  sich  auch 

f(^)  =    Vi^^4  -^(^-  +  R 
'  ^  ^        ^9  (a;,.)  {x-x.)   ^ 
1=0 
schreiben,  worin 

(p  (x)  =  (x  —  Xq)"'{x  —  Xn)     ist. 

Das  Interpolationspröblem  hat  die  Frage  zu  lösen,  wie  man, 
wenn  die  Werthe  einer  Function  in  einer  unbegrenzten  Anzahl 
von  Punkten  als  gegeben  angenommen  werden,  den  Werth  der 
Function  in  einem  beliebigen  Punkt  durch  die  unendlich  vielen 
gegebenen  Werthe  ausdrücken  kann. 
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Offenbar  lassen  sich  die  obigen  beiden  Formeln  zur  Lösung 
des  Problems  benutzen,  wenn  der  Best  B  für  n  =  oo  der  Null 
zustrebt. 

Wenn  man  sich  denkt,  anstatt  der  Werthe  der  Function 
in  unendlich  vielen  Punkten  seien  die  Werthe  der  unendlich 
vielen  Derivirten  der  Function  in  einem  Punkt  gegeben  —  und 
dieser  Fall  lässt  sich  gewissermassen  als  specieller  Fall  des 
ersteren  ansehen,  falls  man  voraussetzt,  die  Punkte,  für  welche 
die  Werthe  der  Function  gegeben  sind,  lägen  einander  unendlich 
nahe  —  so  wird  aus  dem  Interpolationsproblem  das  Problem 
der  Taylor^schen  Formel.  Mit  dem  Interpolationsproblem  haben 
sich  speciell  Gauss,  Werke,  3;  Lagrange,  Werke,  7;  Genocchi, 
Ann.  di  mat.,  6,  1.  Ser.,  1855;  Tschebyscheff,  Acad.  de 
St.  Petersbourg,  1859  beschäftigt.  Ein  allgemeineres  Problem 
hat  Her  mite  behandelt,  Cr  eile,  84.  Andere  Arbeiten  sind  von 
Frobenius,  Crelle,  73;  Meray,  Ann.  de  V^c,  norm.,  1884; 
Teixeira,  Crelle,  100;  Bendixon,  Compt.  Bend.,  101  und 
Acta  7nath.,  9;  Pincherle,  Acc.  Bologna,  1893;  Netto,  Math. 
Ann.,  42  etc.  Siehe  des  Verfassers  Calcölo  delle  differenze,  §  17, 
wo  man  eingehende  Literaturnachweise  findet;  vergl.  auch 
Markoff  a.  a.  0. 


§  3.   Näherungsformeln  für  Quadraturen. 

Die  Simpson'sche  Formel  lautet: 

+ +f(b)]  +  S', 

worin  der  Rest  B\  wenn  f^^  stets  endlich  und  stetig  ist,  durch 

gegeben  ist. 

Bei  einem  hinlänglich  grossen  n  wird  B'  klein  genug  und 
liefert  der  erste  Theil  der  Formel  einen  genügend  genauen 
Werth  für  das  Integral. 
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Die  Cotes'sche  Formel  hat  die  Gestalt 

fnx)dx  =  (h-a)  ^;/V(«  +  i  ^)  +  ü': 

in  ihr  sind   die  Grössen  h      von  a  und  h  unabhängige  Zahlen- 
coefficienten,  nämlich 

n 
h^'^  =  (—  lY-'  —T^ r-     CTät, 

»•  ^         ^        nt!n  —  i!J  ' 

0 

T=t{t—l)'"(t  —  i+l)(t  —  i  —  l)'"(t  —  n). 
Diese  Zahlen  h  genügen  der  Beziehung 

Die  folgende  Tabelle  gibt  die  Werthe  von  k  an. 


t  =  0 

i  =  l 

t  =  2 

i-S 

»  =  4 

t  =  5  1 

n  =  l 

1 

8 

«=2 

i 

8 
3 

1 
i 

n=3 

1 
8 

3 

8 

1 

w  =  4 

k 

^ 

8 
15 

«  =  5 

19 

888 

95 
96 

85 
144 

w  =  6 

11- 
840 

h 

9 
880 

105 

w  =  7 

761 
17880 

3577 
1788Ö 

49 
640 

8089 
17  880 

■  ■    1 

w  =  8 

989 
88S50 

8944 
14175 

464 
i4175 

5848 
14175 

454 
8835 

w  =  9 

8857 
89  «00 

15  741 
89600 

884Ö 

56ÖÖ 

8889   1          11 
44800   ,          J 

w  =  10 

16067   1 
698  758   1 

86  576 
149688 

16175 
199584 

.5676. 
18474 

4885 
11088 

17807   ! 
84948   1 

Die  Gauss' sehe  Quadraturformel  (Werke^  3)  lautet: 


worin 


fp(x)  =  {x  —  x^  {x  —  x^'"  (rc  — a;„) 
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ist  und  die  Grössen  Xq,  oj^,  •••,  Xn  die  Wurzeln  der  Legendre'- 
sehen  sphärischen  Function  (vergl.  Kap.  18,  §  7) 

9,  (x)  =  -^^j  { (x  —  a)»+i  (x  —  5)"+i  I      sind. 

Ist  /'  eine  beliebige  Function,  so  ist  die  Formel  nur  an- 
nähernd richtig,  ist  f  aber  eine  ganze  Function  von  einem  Grad, 
der  auch  höher  als  der  w*®  aber  nidit  höher  als  der  (2n+  1)*® 
sein  darf,  so  ist  die  Formel  auch  genau,  d.  h.  der  Eest  ist  in 
diesem  Fall  Null.  Dieser  Eigenschaft  wegen  liefert  die  Gauss- 
sche  Formel  einen  grösseren  Grad  der  Genauigkeit,  als  die 
übrigen. 

Um  die  Gauss 'sehe  Formel  anwenden  zu  können,  muss 
man  die  Wurzeln  der  sphärischen  Function  g>  (o?)  kennen.  Des 
bequemeren  Rechnens  wegen  wollen  wir 

X  =  a  '{'  (h  —  a)t 

setzen,   so   dass   sich  also   die  Integration  von  f  =  0  bis  t=l 
erstreckt. 

f(x)  wird  F(i)  und  das  Integral  lautet 

(*-a)>(,).,-(.-.)i^/H/'. 
worin  die  Grössen  U  die  Wurzeln  der  Gleichung 

■^^—-r  [  r+1  (t  —  l)«+i }  =  0     bedeuten. 

Diese  Wurzeln  hat  Gauss  (Werk^,  3,  S.  193)  bis  zu 
16  Decimalstellen  berechnet.  In  der  nebenstehenden  Tabelle 
(S.  233)  sind  sie  bis  zur  10****  Decimalstelle  angegeben. 

Die  hauptsächlichsten  Arbeiten  über  die  Annäherungs- 
formeln für  Quadraturen  sind  von  Gauss,  Werke,  3,  S.  163,  202; 
Jacobi,  Crelle,  1;  Christoffel,  Grelle,  55;  Tschebyscheff, 
Journ.  d.  LioimUle,  2.  Ser.,  19;  Moni,  de  VAc,  d.  St  Pctersbourg, 
Bd.  47  u.  60;  Markoff,  Math.  Ann.,  25;  Stieltjes,  Ann.  de 
Vicole  norm.,  3.  Ser.,  Bd.  1;  Campt,  rend.,  99  etc. 

Ausführliche  Literaturnachweise  findet  man  in  des  Verfassers 
Caleolo  dellc  diffcrenze  finitc,  Maüand  1897,  S.  280  u.  ff. 


§  8.    N&henmgeformebi  fOr  Quadraturen. 
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§  4.    Die  inverse  Differenzenreohnung. 

Die  Function  F(x)y  deren  Differenz,  wenn  die  saccessiven 
Werthe  der  Yariabelen  zum  constanten  Unterschied  die  Grösse  h 
haben,  eine  gegebene  Function  f{x)  ist,  heisst  das  unbestimmte 
Differefizenintegral  der  gegebenen  Function.  Sie  genügt  also  der 
Beziehung  ^^^  ^  ^^  _  ^^^^  _  ^^^^ 

fxlr  jedes  x  und  wird  mit    /^/*(^)  bezeichnet. 

Ist  die  Function  f(x)  gegeben,  so  bleibt  das  Problem,  dieses 

Differenzenintegral  zu  ermitteln,  doch  noch  unbestimmt,  weil  man 

zu  einer  Function  F  (x)  eine  beliebige  Function  (p  (x)  hinzufügen 

kann,  deren  Differenz  Null  ist.    Der  Art  ist  z.  B.  die  Function 

/  V  /  .     2nx  2nx\ 

tp  (x)  =  tf;  (^sm  -j^  ,  cos  -j^j  - 

Wir  meinen  daher  immer,  dass  die  Integrälfimction  F 
abgesefien  von  Functionen,  deren  Differenzen  Null  sind,  berechnet 
werden  soll. 

Bas  Diffcrenzenint^gral  der  algebraischen  Summe  mehrerer 
Functionen  ist  der  algebraischen  Summe  der  Integrale  der 
Functionen  gleich. 

Die  Function  f{x)  sei  gegeben  und  man  habe  das  unbe- 
stimmte Integral  F{x)  gefunden;  die  Differenz 

F{a  +  nh)  —  F{a) 
heisst  dann  das  bestimmte  Differenzenintegral  und  wird  mit 

a 

bezeichnet.     Es  ist  gleich  der  Summe  von  n  Termen 

/•(«)  +  /•(«  +  /')  +  •••  +  na  -\-{n-  1)Ä]- 
In  den  folgenden  Formeln  sind   für  /*  =  1  die  bestimmten 
Differenzenintegrale  der  einfachsten  ganzen  Functionen  berechnet 
worden.  .  Man  erhält  so  die  vdchtigen  Formeln  für  die  Summe 
"der  ganzen  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen. 

2*""  =  STT^  '"'"'^'  - 1  ^^  +  A  "»^"^ ' 


§  4.    Die  inTenie  Differenzenredmung. 
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Vt-«  —  w("  +  l)(2»»  +  l) 


*=1 


3! 


2-- 


,8_  n«(n+l)' 


"S^A  _  n  (n  +  1)  (Gn"^  +  9n»  +  n  —  1) 


-^ 


30 


2^_ 


,5  _  n«(n+l)'(gn«  +  2n^l) 


12 


*=! 


Setzt  man  s  =  /^ä;,  so  ergibt  sich  (Seitz  und  Gander, 
1 
The  analyst,  6,  Jahrg.  1879): 

n 

^x^  =  f  (65^  —  20^*  +  125^^  —  35«). 

1 

Die  Summe  der  drittefi  Potenzen  der  n  ersten  natürlichen 
Zahlen  ist  dem  Quadrat  der  Summe  dieser  Ziüilen  gleich, 

Arbeiten  über  die  poljnomen  Ausdrücke  für  die  Summen 
solcher  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  sind  von  Glaisher, 
Messenger,  2.  Ser.,  Bd.  5;  Dostor,  Gru/nerfs  Archiv,  63,  64; 
Nouv,  Annales,  2.  Ser.,  18-,  Cesaro,  Mathesis,  5;  Appell, 
Nouv,  Ann.,  3.  Ser.,  Bd.  6,  etc. 

Die  Berechnung  der  Diflferenzenintegrale  för  andere  com- 
plicirtere  Functionen  begegnet  nicht  geringen  Schwierigkeiten. 
Näheres  findet  man  in  des  Verfassers  Calcolo  ddle  differenze, 
S.  289  u.  ff. 


Ein  bestimmtes  Differenzenintegral  lässt  sich  durch  das 
bestimmte  gewöhnliche  Integral  der  Function  ausdrücken;  die 
entsprechende  Formel,  welche  man  die  Euler'sche  zu  nennen 
pflegt,  lautet: 

b  h 

f>2n^)  -fm  dx=-\h  \f{x)i + |i  Ä»  \_f'{x)i  - 

a  a 
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worin  B^,  B^^  -Bg,  •  •  »  die  Bernoulli' sehen  Zahlen  (Kap.  18, 
§§  3  u.  4)   sind.     Unter  den  Symbolen   [/"(a;)]^,  \f' {x)\\,   •" 

sind  die  Differenzen  f(h)  —  /"(«),  /"(^)  —  /^W?  '*•  verstanden. 
Diese  Formel  ist  von  grossem  Interesse;  sie  wurde  von 
Eni  er  in  den  Werken:  Methodus  generalis  summandi  progressiones, 
Comment.  Ac.  Petropolitanae,  6,  1732,  1733;  InvenUo  summae 
etc.,  ib.,  8;  Mefhodus  universalis  series  summandi  etc.,  ib.,  8 
mitgetheilt  und  besprochen-  Neuere  Arbeiten  über  die  Euler'sche 
Formel  sind  von  Malmsten,  Acta  math,,  5;  Sonin,  Ann.  de 
Vtc.  norm,,  3.  Ser.,  6;  Compt  Bend,,  Bd.  108,  1889. 


In  der  inversen  Differenzenrechnung  kann  man  ähnliche 
Probleme  aufstellen,  wie  bei  den  Differentialgleichungen,  l^ine 
Relation  zwischen  der  Function  und  ihren  successiven  Differenzen 
bis  zur  n*®°  Ordnung  heisst  eine  Differerusengleichung  w**'  Ord- 
nung. Es  lässt  sich  alsdann  eine  Theorie  der  linearen  Differenzen- 
gleichungcn  ausbilden;  d.  h.  solcher  Gleichungen,  deren  linke 
Seite  eine  lineare  Function  von  y  und  seinen  Differenzen  mit 
Coefficienten  ist,  die  Functionen  von  x  sind.  Diese  Theorie 
hat  viele  Berührungspunkte  mit  der  Lehre  von  den  linearen 
Differentialgleichungen  (vergl.  Kap.  8,  §  3). 

Das  Problem  der  Integration  der  Differenzengleichungen 
bietet  im  Allgemeinen  keine  geringen  Schwierigkeiten  dar. 

Arbeiten,  die  sich  auf  specielle  Differenzengleichungen  be- 
ziehen, sind  von  Thomae,  ScJUömilcJi's  Zeitschr,,  16;  Le  Paige, 
Nouv.  Corresp.  muth.,  2  u.  3;  Sylvester,  Phil,  Mag.,  1879; 
Americ.  Journ.,  4;  Messenget^  2.  Ser.,  18;  Cesaro,  Nouv, 
Ann.,  3.  Ser.,  5;  Pincherle,  Bend.  Ist.  Lomh.,  1886;  Bend. 
Acc.  Lincei,  1894,  1895;  Acc.  Bologna,  1894,  1895,  etc. 

Als  die  wichtigsten  Werke  über  diese'  Lehre  citiren  wir: 
Lacroix,  Tratte  des  diff.,  Paris  1800;  Herschel,  Collection  of 
examples  of  the  caleulus  of  finite  differences,  Cambridge  1820; 
Schlömilch,  Differenzen  und  Summen,  Halle  1848;  George 
Boole,  Die  (h'undlehren  der  endlichen  Differenzen-  und  Summen- 
rcchnung,  deutsch  von  Schnuse,  Braunschweig  1867,  dessen 
englischer  Titel  Treatise  an  the  caleulus  of  finite  differences, 
Cambridge  1860  lautet;  das  ganz  neue  Werk  Marko  ff  s: 
Differenzenrechnung,  deutsche  üebersetzung,  Leipzig  1896  und 
Pascal,  Calcoh  delle  differenze  finite,  Mailand  1897. 


Kapitel  XI. 
Die  Yariationsrechnang. 

§  1.   Allgemeines.    Die  erste  Variation  der  Integrale. 

Man  habe  die  beiden  Curven,  deren  Gleichungen 

y  =  fix), 

Vi  =  ftiXi) 
sind,  und  könne  zwischen  den  Punkten  (x^  y)  der  einen  und 
den  Punkten  {x^ ,  y^  der  anderen  eine  willkürliche  aber  derartige 
Beziehung  feststellen,  dass  der  Abstand  zwischen  den  beiden 
sich  entsprechenden  Punkten  unendlich  klein  ist,  d.  h.  der  Null 
zustrebt;  alsdann  sagt  man,  die  Coordinaten  x^  y  eines  Punktes 
hatten  bei  dem  üebergang  von  der  ersten  Curve  zur  zweiten 
eme  Variation  erlitten. 

Die  Differenz  zwischen  den  Abscissen  der  sich  entsprechen- 
den Punkte  bezeichnen  wir  mit  dem  (Lagrange' sehen)  Symbol 

x^  —  X  =  öx 
und  nennen  sie  die  Variation  von  x  (der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen); die  Differenz  zwischen  den  zwei  Ordinaten  der  sich 
entsprechenden  Pimkte  ist  im  Allgemeinen  eine  Summe  von  ün- 
endüchkleinen  verschiedener  Ordnung;  der  Theil  von  der  kleinsten 
Ordnung  heisst  die  Variation  von  y  und  wird  mit  öy  bezeichnet. 

Wenn  eine  Function  F  von  Xy  y,  y\  y'\  •  •  •  vorliegt,  worin 
y\  y't  '  '  '  <^6  Derivirten  der  Function  y  sind  und  man  von 
der  ersten  Curve  zur  variirten  übergeht,  so  erfährt  F  im 
Allgemeinen  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs,  dessen  Theil 
von  der  kleinsten  Ordnung  die  Variation  voti  F  genannt  und 
durdi  öF  dargestellt  toird. 

Die  Variation  von  F  setzt  sich  zusammen:  atis  der  Variation 
von  F  für  den  speci eilen  Fall,  in  welchem  x  unverändert  bleibt, 
d,  h.  die  sich  entsprechenden  Funkte  dieselbe  Äbseisse  haben,  und 
aus  einem  Tcrm,  dm  man  durch  Multiplication  der  totalen 
Derivirten  von  F  nadi  x  mit  öx  erhält 
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Die  Variatian  von  F  ist,  faUs  x  unverändert  hleiht: 

worin  6y^  öy\  öy'\  •  •  •  die  Variationen  von  y,  y\  y'\  •  •  •  6et 
unverändertem  x  bedeuten.  Wenn  F  noch  andere  Ftmctionen 
e,  u,  "•  von  X  enthält,  so  braucht  man  nur  die  den  obigen  ana- 
logen Ternie,  die  sicli  auf  diese  anderen  Fu/nction^n  beeiehen, 
hinzuzufügen. 

Die  Variation  des  besUmnUen  Integrals 


ist  durch 


I=fF{x,y,y\y'\-^',i^^))dx 

X 

x" 

$I  =  ßFdx+[FdxX^ 


gegeben,  wonn  öF  die  Variation  von  F  unter  der  Voraussetzung 
bedeutet,  dass  x  nicht  variirt  wird. 

Wenn  F  auch  eine  Function  der  Grenzen  x\  x"  ist,  so  hat 
man  auf  der  rediten  Seite  noch  die  beiden  Terme 

x"  x" 

6x  I  j-i  dx     und     dx"  j  j-n  dx     hinzuzufügen. 

X'  «* 

Die  Variatiofi  eines  bestimmten  Integrals  von  dem  vorstellen- 
den Typus  kann  man  für  den  allgemeineren  Fall,  in  welchem  F 
auch  andere  Functionen  z^  w,  •  •  •  und  ihre  Derivirten  und 
speciell  die  Derivirten  von  y  bis  zur  r*®^,  die  von  z  bis  zur 
5*®°,  etc.  Ordnung  enthält,  immer  auf  den  Typus  zurüiikfükren: 


ÖI=  [F6x  +  Kiöy  +  Kidy'  + 
+  Kiöz  +  Kidz'  + 
+ 


+  K^('-^)öz^'-^^  + 


-\-ßH,öy  +  H,dz  +  '")dx, 


worin 


H^  =  M   -- 


H^  =  N 


dM^  I  ^L^ll 

dx  '  dx* 

dir_  ,  d'^N" 

Irr  1 


dx 


dx* 


§  1.   Die  erste  Variation  der  Integrale. 
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^1  =  ^ ;/—  + 


dx 
dN" 

dx 
dM" 


dx^ 
d^N" 


^  dnr.        *^      dx* 

J  -KT*'* 

Et 


dx      ' 


d^M^ 

dx* 
d^N"^ 


dx* 


und 


-,     dF   --,     dF   -,„      dF 

dy'              dy  ^               dy    ^ 

'  '1 

,^        dF     ^jr        dF      .^,,        dF 

^-a.'  ^  -dz'^  ^  -dz"^' 

'  'y 

.     ist 

Kritische  Bemerkungen  in  Bezug  auf  diese  Transformation 
der  Formel  för  die  Variation  der  bestimmten  Integrale  findet 
man  bei  Du  Bois-ßeymond,  Math.  Ann.,  15,  S.  294. 

Wenn  das  Integral 


f(H,öy  +  H^dz  +  '-')dx 


für  alle  beliebigen  den  willkürlichen  Functionen  dy,  dz,  •  •  •  bei- 
gelegten Werthe  identisdi  gleich  Null  ist,  so  müssen  die  Grössen 
fij,  JSj,  •  •  •  jede  für  sich  Null  sein  (das  Fundamentallemma). 

löitische  .Untersuchungen  über  dieses  Fundamentallemma 
hat  Heine,  Math.  Ann.,  2;  Du  Bois-ßeymond,  ib.,  15; 
Meray,  Ann.  de  Vic.  norm.,  2.  Ser.,  7  angestellt;  vergl. 
auch  Pascal,  Variationsrechnung,  deutsch  von  Schepp,  S.  30. 

Wenn  man  die  Functionen  y^  z^  •  -  ^  von  x  und  die  Grenzen 
x\  a:"  derart  bestimmen  wül,  dass  das  Integral  I  seinen  grössten 
oder  kleinsten  Werth  erhält,  so  mu^s  man  öl  =  0  setzen,  wozu 
dann  wieder  nöthig  ist,  dass 


und 


H^  =  0,    H^  =  0, 


r=  [Föx  +  K^8y  +  Ki6y'  + 
'\-K^6z  +  K'^öz'  -\' 

+ 


sei. 
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Die  Beziehung  T  =  0  heisst  die  Grmzengleichung, 

Die  Gleichungen  Äj  =  0,  JJ^  =  0,  •  •  •  sind  DiiSerential- 
gleichungen,  welche,  wenn  sie  integrirt  werden,  die  Functionen 
^,  ^r,  •  •  mit  einer  gewissen  Anzahl  von  willkürlichen  Constanten 
liefern,  deren  Bestimmung  mit  Hülfe  der  Grenzengleichung 
geschieht. 

Sind  die  Werthe  der  Function  y  und  ihrer  ersten  r  —  1 
Derivirten,  femer  auch  die  der  Function  z  und  ihrer  ersten 
8  —  1  Derivirten  etc.  in  den  beiden  Grenzpunkten  x'  und  x" 
gegeben,  und  sind  auch  die  Grenzen  selbst  festgesetzt,  alsdann  ist 
$x'  =  8x"  =  0  und 
$y  =  dy'  =..,  =  0^  Sg  =  de'='=^0 
und  daher  die  Grenzengleichung  identisch  durch  sich  allein  erfüllt. 

Sind  aber  diese  Werthe  nicht  gegeben,  so  zerftlllt  die 
Gleichung  T  ^  0  in 

Jedes  allgemeine  Problem  der  Variationsrechnung  lässt  sich, 
wenn  die  Werthe  der  Grenzen,  der  Functionen  und  ihrer  Deri- 
virten an  den  Grenzen  nicht  angegeben  sind,  in  zwei  Probleme 
zerlegen,  von  denen  das  eine  der  Variationsrechnung  angehört 
und  dem  gegebenen  ähnlich  aber  derart  ist,  dass  die  Grenzen, 
sowie  die  Werthe  der  Functionen  und  ihrer  Derivirten  an  den 
Grenzen  als  gegeben  angenommen  werden,  und  von  denen  das 
andere  ein  gewöhnliches  Problem  der  DiflFerentialrechnung  in 
Bezug  auf  die  Maxima  und  Minima  von  Functionen  mehrerer 
Variabelen  ist.  Vergl.  Kap.  6,  §  7,  S.  125.  Ueber  die  Be- 
rechtigung dieser  Reduction  siehe  Mayer,  Cr  eile,  69;  Leipz. 
Berichte,  1884  u.   1896. 

Sind  zwischen  den  unbekannten  Functionen  y,  z^  •  •  • 
Differentialbeziehungen 

9i  =  0,  •  •  •,  cpvi  =  0  (w  <  n) 
gegeben,  so  heisst  das  Problem  des  Maximums  und  Minimums 
des  bestimmten  Integrals  ein  Problem  des  relativen  Maximums 
und  Minimums,  anderenfalls  ein  Problem  des  absoluten  Maximums 
und  Minimums.  Das  letztere  ist  ein  specieller  Fall  des  ersteren 
(für  m  =  0). 

Das  erste  allgemeinere  Problem  der  Variationsrechnung  lässt 
sich  immer  auf  die  folgende  canonische  Form  zurückführen: 
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Bas  Integral 


ß 


Fdx 


zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen ,  in  welchem  F 
die  Veränderliche  a:,  die  Functionen  y^,  ^g,  •  •  •,  y„  und  wwr 
die  ersten  Derivirten  dieser  Functionen  enthält,  und  ausserdem 
die  Fxmctionen  y^,  •  •  durch  die  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  9i  =  0,  •  •  •,  q>m  =  0  verbunden  sind  (das  La- 
grange'sdhe  Problem), 

Dieses  Problem  wird  dadurch  gelöst,  dass  man  auf  die  oben 
angegebene  Art  das  absolute  Maximum  oder  Minimum  des 
Integrals 


ß 


]Sldx 

x' 

ermittelt,  worin 

m 

ist  und  die  Grössen  k  neue  unbekannte  Functiotien  von  x  be- 
deuten (die  Lagrange' sehe  Methode  der  Multiplicatoren,  Fonctians 
analyt.,  S.  292;  Cahul  des  fonctions,  S.  460). 

Man  kann  sich  ein  allgemeineres  Problem,  als  das  La- 
grange'sehe  vorstellen: 

Es  seien  w  +  1  DiflFerentialgleichungen 

^^  =  0,   •••,   9>^  =  0,   9)m+i  =  0,      (tn<n) 

gegeben,  welche  die  Variabelen  x  und  die  unbekannten  Functionen 
yj,  ^2,  •  •  •,  yH-\-i  enthalten-  Von  den  n  ersten  dieser  Functionen 
seien  die  Werthe  in  den  beiden  Punkten  x'  und  a?"  bestimmt 
imd  ebenso  der  Werth  von  t/n+i  in  dem  Punkt  x\  Man  soll 
solche  Werthe  dieser  Functionen  ermitteln,  dass  sie  alle  ge- 
gebenen Differentialgleichungen  und  die  an  den  Grenzen  vor- 
geschriebenen Bedingungen  erfüllen,  und  zugleich  yn-\-i  für 
X  ==  x"  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Dieses  Problem 
wird  das  Adolph  May  er' sehe  genannt.  Leipz.  Berichte,  1878 
und  1895. 

Wenn  speciell  y^,  •  •  •,  q>m  die  Grösse  t/n-f i  nicht  ent- 
halten und  g>^_|.i  =  0  die  Form 

y'n+i  =  ^(^,  ^1,  %,  •  •  •,  y»,  y'u  yi  •  •  •»  y'n) 

Pasca],  Bepertoriam.  L  16 
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hat,  und  t/n+i  =  0  für  ic  =  x'  ist,  so  kommt  man  auf  das 
Lagrange 'sehe  Problem  zurück. 

Das  Mayer^sche  Problem  wird  durch  eine  Methode  auf- 
gelöst, die  eine  Erweiterung  der  Methode  der  Multiplicatoren 
ist,  vergl.  Lcipz.  Berichte,  1895. 

Bas  isoperimetrische  ProUein,  das  man  als  speddlen  Fall 
des  Lagrange' sehen  ansefien  kann,  besteht  darin,  das  Integral 

I=rFdx 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen,  während  eugleicft 
die  Integrale 


I,=fF,dx,  ..,  Im=fF„ 


dx 


bestimmte  Werthe  /j,  Zj,  •  •  •,  1^  annehmen  sollen.  Es  wird 
dadurch  aufgelöst,  dass  man  das  absolute  Maximum  oder  Mini- 
mum des  Integrals 

x"  m  x'* 

J  =f[F  +  ^hF^  dx  =^j'odx 

x  i=.\  x' 

sucht,   in  welchem  die  Grössen  k  als  const<jnt  anzunehmen  sind. 

Diese  sogenannte  Euler'sche  Methode  (Methodus  inveniendi 
lineas  curvas  maximi  minimive  proprictate  gaudentes,  sive  solutio 
problcmatis  isoperimetrid  latissimo  sensu  accepti,  1744^  kann 
man  als  einen  speciellen  Fall  der  Lagrange ^ sehen  Multipli- 
catorenmethode  ansehen. 

Eine  der  ersten  Untersuchungen  über  die  Genauigkeit  der 
Euler'schen  Methode,  welche  die  Vorgänger  für  ein  Axiom 
gehalten  haben,  rührt  von  Bertrand  her,  Journ.  d.  Liouville, 
7,  1842.  Später  beschäftigten  sich  mit  ihr  Du  Bois-Reymond, 
Math.  Ann.,  15,  S.  310  und  573,  der  zwei  Beweise  gab  und 
Scheeffer,  Math.  Ann.,  25,  S.  583. 

Einen  Beweis  der  Lagrange' sehen  Multiplicatorenmethode 
verdankt  man  Mayer,  Math.  Ann.,  26;  Leipz.  Berichte,  1885; 
neuerdings  hat  Turksma  das  Thema  wieder  aufgenommen, 
Math.  Ann.,  47;  siehe  auch  Pascal,  Variationsrechnung, 
§§  11—14. 

Wenn  es  sicJi  um  ein  Problem  des  absoluten  Maximums 
oder  Minimwns  handelt  und  die  zu  integrirende  Function  F  die 
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Derivirten  der  unbekannten  Functionen  mir  bis  eur  ersten  Ordnung 
enthält,  so  ist  es  nöthig,  wenn  das  Problem  allgemein  lösbar  sein  soll, 
dass  die  Hesse'sche  Däerminante  von  F,  die  letztere  Grösse  als 
Function  der  ersten  Derivirten  betraditet,  von  Null  verschieden  sei. 

Insbesondere  muss  bei  nur  einer  unbekannten  Function  diß 
Bweite  Derivirte  von  F  nach  y'  von  Null  verschieden  sein. 

Unter  denselben  Bedingungen  wie  vorher  und  unter  der 
Annahme,  F  enthalte  die  Derivirten  der  unbekannten  n  Func- 
tionefi  bis  zur  r*®'*  Ordnung,  muss,  wenn  sich  dus  Problem 
auflösen  lassen  soll,  die  E esse* sehe  Determinante  von  F,  die  letz- 
tere Grösse  als  Function  der  r^^  Derivirten  betrachtet,  von  NuU 
verschieden  sein,     Lipschitz,  Cr  eile,  6ö. 

Ist  speciell  »  =  1 ,  so  ist  es  nöthig,  dass  die  zweite  Deri- 
virte von  F  nach  y^''^  nicht  verschwinde,    Jacobi,  Grelle,  17. 

Bei  dem  allgemeinen  Problem  de^  relativen  Maximums  oder 
Minimums  wird,  tvenn  es  auf  die  canonische  Form,  d,  h,  also 
derart  reducirt  ist,  dass  in  seinen  Daten  nur  die  ersten  Derivirten 
der  unbehannten  Functionen  auftreten  (siehe  oben),  die  Möglichkeit 
der  Auflösufig  des  Problems  dadurch  bedingt,  dass  die  Determinante 


ay,«     ' 

'  ^y;^y;' 

c>yi' 

'  ?y; 

^cyi^yV 
dy-r 

a'Ä 

'  ^yy 

'^yn '  ■ 

0,     • 

0,     • 

••,     0 

von  Null  verschieden  sein   mu^s.     In  dieser  Formel  h^t  Sl  dtn 
oben  angegebenen   Werth. 

Schliesslich  besteht  bei  dem  isoperimetrischen  Probhm,  wenn 
JP,  Fj,  •  •  •,  Ffn  nur  die  ersten  Derivirten  der  unbekannten 
Functionen  und  keine  höheren  enthalten,  die  Bedingung  für  die 
Mögliehkeit  seiner  Auflösung  darin,  dass  die  Hesse' sehe  De- 
terminante von  0  (siehe  oben),  die  letztere  Grösse  als  Function 
d<*r  ersten  Derivirten  betrachtet,  von  Null  verschieden  sei. 


Man  kann  sagen,  dass  die  Variationsrechnung  aus  dem  von 
Johann  Bernoulli  1696  aufgestellten  Problem  der  Brachisto- 

16* 
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chronc  (vergl.  §  4)  hervorgegangen  ist.  —  Die  erste  wichtige 
Arbeit  war  von  Euler  1744  (a.  a.  0.);  dann  erschien  die  Ab- 
handlung von  Lagrange,  Mise.  Taurinensia,  Bd.  2,  1762,  die 
als  grundlegend  för  die  Theorie  angesehen  werden  kann;  sp&ter 
folgten  Euler,  Nova  Comm,  Petrop.,  1764,  derselbe  Lagrange, 
Mise.  Taurinensia,  4,  1770  und  Andere. 

Lagrange  fuhr  fort,  sich  mit  der  Variationsrechnung  zu 
beschäftigen  und  stellte  sie  spätev^  auf  eine  andere  Art  in  der 
Theorie  des  fonetiotis,  1797  und  dem  CaletU  des  fofidions,  1806 
dar,  nachdem  er  schon  früher  1788  in  seiner  Mecanique  ana- 
lytique  seine  berühmte  Methode  der  Multtplieatoren  zur  Beduction 
der  Probleme  relativen  Maximums  und  Minimums  auf  Probleme 
absoluten   Maximums   und  Minimums    auseinandergesetzt  hatte. 

Neuere  Arbeiten  über  die  Variationsrechnung  sind  von 
Du  Bois-Reymond,  Math.  Ann.,  15;  Scheeffer,  ib.,  26  und 
besonders  von  Mayer,  ib.,  26;  J.eipz.  Bericfite,  1878,  1884, 
1885,  1895,  1896  und  von  Turksma,  Math.  Ann.,  47. 

üeber  die  Literatur  bez.  der  zweiten  Variation^  rmä.  bez. 
der  Variation  der  mehrfachen  Integrale  siehe  §§  2,  3. 

Die  lis.\xptlehthiieher  über  die  Variationsrechnung,  abge- 
sehen von  den  Lehrbüchern  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung, die  sie  fast  sämmtlich  behandeln,  sind:  Strauch,  Zürich 
1849;  Jellett,  Dublin  1850,  deutsch  von  Schnuse,  Braun- 
schweig 1860;  Stegmann,  Kassel  1854;  Lindelöf-Moigno, 
Paris  1861;  Natani,  Berlin  1866;  Dienger,  Braunschweig 
1867.  Ein  ganz  neues  Werk,  in  welchem  sich  viele  histori- 
sche und  literarische  Angaben  vorfinden,  ist  das  Pascal' sehe, 
Mailand  1897,  deutsche  Uebersetzung,  Leipzig  1899.  Am  An- 
fang dieses  Buches  fiüdet  man  eine  historische  Uebersicht  über 
die  Variationsrechnung.  Schliesslich  sei  noch  die  Behandlung 
der  VariationsrechnuDg  in  Jordan's  Cow'S  d*analyse,  Tome  3 
hervorgehoben. 


§  2.    Die  zweite  Variation. 

Die  in  §  1  angegebenen  Bedingungen  sind  nöthig;  will 
man  auch  die  ausreichenden  Bedingungen  finden,  unter  welchen 
das  Maximum  oder  Minimum  existirt,  so  muss  man  die  soge- 
nannte zweite    Variation  zu  Hülfe  nehmen. 

Die  ztveite  Variation  von  Integralen  der  Art,  wie  wir  sie 
in   §  1    betrachtet   haben,   erhält  man  dadurch,   dass  man   auf 
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die  erste  Variation  dasselbe  Verfahren  wieder  anwendet,  mittelst 
dessen  diese  letstere  aus  dem  Integral  selbst  gefunden  wurde, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Grenzen  des  Integrals 
nicht  variabel  sind  (und  auf  diesen  Fall  kann  man  immer  re- 
dnciren,  vergl.  §  l)  hat  die  zweite  Variation  6^1  des  Integrals  / 
die  Form 


X 

I      ^*"^    •     'S      I       ^*-^    •     '8      I 


ä^' 


Syi' 


+ 


+  2; 


(>*F 


<*yi  ^y« 


-  iyi  iyi  + 


+  ^aS/^''**'  + 


•  + 

•  + 

•  + 


Du  heisst:  die  zweite  Variation  des  bestimmten  Integrals 
ist  ein  Ausdruck  von  dem  Typus 

x" 
x' 

worin  Q  in  Bezug  auf  öy^^  •••,  öyny  Syi^  ••  eine  qtujidratische 
Form  ist  und  die  Coefficienten  die  zweiten  Derivirten  von  F 
nach  allen  y,  y\  y'\  •  •  •  sind. 

Ist  die  zweite  Variation  nicht  Null,  so  muss,  damit  das 
Integral  ein  Maximum  oder  Minimum  habe,  die  zweite  Varmtion 
für  alle  möglichen  Systeme  von  Werthen,  die  man  den  Varia- 
tionen d^i,  tfy2)  '  '  '•>  ^yu  ^yii  '  •  •  beilegen  kann,  und  die  sich 
mit  den  Beziehungen  vertragen,  welche  die  Variationen  Uirer  eignen 
Natur  nach  miteinander  verbinden,  immer  dasselbe  Vorzeichen 
behalten. 

Wenn  die  Grössen  d^i,  d//j,  •  •,  Syi,  •  •  •  als  von  einander 
unabhängig  angesehen  werden  könnten,  so  würde  es  füi*  das 
Constantbleiben  des  Vorzeichens  von  6*1  ausreichen,  wenn  das 
Vorzeichen  von  Q  zwischen  den  Integrationsgrenzen  dasselbe 
bliebe.  Da  man  aber  diese  Unabhängigkeit  nicht  voraussetzen 
kann,  weil  z.  B.  dy'i  von  öyi  nicht  unabhängig  ist,  so  ist  man 
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auf  die  Lösung  des  Problems  der  Transformation  der  zweiten 
Variatiofi  angewiesen.  Dieses  Problem  besteht  darin,  die 
quadratische  Form  Q  in 

Q-t'i.  +  Qr 

ZU  transformiren ,  worin  Q^  eine  quadratische  Form  ist,  die  für 
X  =  x'  und  X  =  x''  Null  wird  und  Q^^  ebenfalls  eine  quadra- 
tiscJie  Form  bezeichnet,  aber  nicht  mehr  in  Bezug  auf  die  ur- 
sprünglichen Variabeleti  öyi,  •  •  •,  dyi,  •  •  *,  sondern  auf  n  andere 
öl\^  •  •  •,  dr„,  die  linear  au»  den  frühaen  gebildet  sind  und 
als  durchaus  unabhängig  von  einatider  angesehcfi  werden  können: 
dabei  darf  ausserdem  Q^  innerhalb  de}-  Integrationsgrenzen  nie- 
mals unendlich  gross  tverdefi. 

Ist  dieses  Problem  gelöst,  so  besteht  die  nothwendige  und 
ausreichende  Bedingung,  damit  d^I  ein  constantes  Vorzeichen 
habe,  darin,  dass  Q^  ein  solches  besitze. 

Mit  diesem  Problem  haben  sich  zuerst  Legendre,  Mem. 
de  VAc,  de  Paris,  1786,  1789  und  Lag  ränge,  Thearie  des 
fonct.  anaigt.;  Werke,  Bd.  9,  S.  296  u.  ff.  beschäftigt;  dann 
folgten  die  classischen  Arbeiten  Jacobi's,  Grelle,  17;  Jaurn. 
de  Liouville,  3  und  später  eine  lange  Reihe  anderer:  Le  Besgue, 
Journ.  de  Liouville,  6;  Delaunay,  ib.,  id.;  Bertrand,  J.  de 
VEc.  Folgt,  Cah.  28;  Brioschi,  Ann.  di  mat,,  1.  Ser.,  3; 
Hesse,  Grelle,  54;  Clebsch,  Grelle,  55;  Lipschitz,  Grelle  Q5; 
Mayer,  Grelle,  69;  Math.  Ann.,  13  etc.  Ein  vollständiges 
Verzeichniss  findet  man  in  dem  in  §  1  citirten  Buch  PascaTs. 

Falls  sich  die  unbekannten  Functionen  auf  eine  einzige  y 
reduciren,  kann  man  die  zweite   Variation  immei'  auf  die  Form 

/;.,.«-/U.,-^iö + ^i(^o  _ ...  + 

bringen,  worin  die  Grössen  A  Functionen  vofi  x  sind  (das  erste 
Jacobi'sclie  Theorem.  Grelle,  Bd.  17). 

Die  Differentialgleichung  ö^  =  0,  welche  in  dy  und  seinen 

Deririrten    linear   ist,    wird    durch    öy  =  -^   identisch    Cf-füllt, 

worin  c  eine  beliebige  der  Iniegrationsconstanteti  bedeutet,  welche 
in  dem  allgemeinen  Ausdruclc  des  Integrals  y  der  Diffei'etüial- 
gleichung 
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0=^=itf 


dM'    , 

dx    "^ 


dx^ 


•  •  (vergl.  §  1) 


auftreten  (das  zweite  JacohVscke  Theorem). 
Setzt  man 


de. 


h  =  C[  P-  + 


fcorin  die  Grössen  C  neue  willhürliche  Canstant^n  bedeuten  und 
die  Grössen  c  die  Constunten  sind,  welche  sich  bei  der  Integration 
der  Differentidlgleichu/ng  fi  =  0  ergeben,  nimmt  man  ferner 
an,  die  Grösse  t^  sowohl,  wie  ihre  ersten  r  —  1  Derivirten, 
Jc/hmcn  in  zwei  beliebigen  Punkten  des  Integrationsweges,  ins- 
besondere in  den  beiden  Grenzpunkten ,  nicfU  verschwinden,  so 
lässt  sich  die  zweite  Variation  in 


,.x-ji,-  Im;  -  %a + ...  +  (_  .yt-^J] 


^-(W). 


dx 


umwandeln. 

Diese  Transformation  führt  den  Namen  der  Jacobi' sehen. 

Ihirch  successive  Ausführungen  diesem'  Transformation  erhält 
man  schliesslich: 


d^I=ßr^Brdx, 


wann 


Br 


d^F 


ay 


,(r)8 


'.'[Ä©]' 


d 

dx 
dx 


dx  \tj 
dx  \tj_ 


ist  und  ^2,  fj,  •  •  •  gebildet  wird,  wie  ^,   aber  mit  verschiedenen 
Cofistanten  C. 

Wenn  sich  diese  Constanten  C  derart  bestimmen  lassen,  dass 
die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  für  kein  auf  dem  Integrations- 
iveg  gelegenes  x  unendlich  gioss  wird  und  wenn  keine  WerOic 
der  C  existiren,  für  welche  t^  oder  ^,  •  •  •  und  die  sämmtlichen 
ersten.  -  -  -,  (r — !)*•**  Derivirten  in  zwei  Puftkten  des  Integra- 

t Ions f reges  verschwinden,  wenn  fetmer  — t-t-^  stets  dasselbe   Vor- 
zeichen  behält  und  für  kein  in  dem  hüegrationsbereich  liegendes  x 
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unendlich  g^ross   wird,  alsdann  mu^s  die  gefundene  Lösung  un- 
ztcdfeöiaft  einetn  Maximum  oder  Minimum  entsprechen,  je  nachdem 

constant  negativ  oder  positiv  lilnbt. 

Für   den   Fall  r  =  1    reducirt   sich   die  zweite    Variation 
auf  die  Farm  ^, 

und  das  Kriterium,  oh  dn  Maximum   oder  Minimum  vorliegt, 
lässt  sich  leicht  aus  dem  vorigen  Satz  ableiten. 

Siehe  des  Verfassers   Variationsrechnung,  Leipzig  1899. 


§  3.    Die  Variation  der  vielfachen  Integrale. 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  üher  die  einfachen,  lassen 
sich  auch  über  die  vielfachen  Integrale  anstellen. 

Es  sei  z  eine  Function  von  x  und  y  und  es  liege  das  über 
eine  begrenzte  Fläche  erstreckte  Doppelintegral 

^  =ff^  (^' »' ''  ll '  1^ '  •  •  •)  '^*^  ^'J  '°'-- 

Führt  man  die  Variationen  von  e,  x,  y  ein  und  definirt 
sie  ähnlich,  wie  in  §  1,  so  lässt  sich  die  erste  Variation  von  I 
immer  schreiben: 

dl  ^ffsFdicdi,  +ff[^  (Fdx)  +  ^  (Fdy)]rfxrf.v. 

Diese  Formel  heisst  die  Ostrogradsky'sche,  Äc.  St.  Pe- 
tershourg,  1834;  Crelle,  15  und  ist  eine  Ausdehnung  der  früher 
in  §  1  angegebenen  Formel. 

Bei  den  einfachen  Integralen  war  die  Formel  von  Wichtig- 
keit, mittelst  welcher  die  erste  Variation  eines  Integrals  derart 
transformirt  wird,  dass  unter  dem  Integralzeichen  die  Varia- 
tionen der  Derivirten  der  unbekannten  Functionen  nicht  mehr 
auftreten.  Die  entsprechende  Formel  für  vielfache  Integrale 
heisst  die  Delaunay'sche,  Journ.  de  Vic,  PolyL,  Cah.  29. 


Die  Variation  der  vielfachen  Integrale  haben  schon  Euler 
und  Lag  ränge  untersucht;  Gauss  aber  war  der  erste,  der  ein 
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Problem  behandelte,  das  sich  auf  die  Variation  eines  vielfachen 
Integrals  mit  veränderlichen  Integrationsgrenzen  bezog,  Cotnment 
Soc,  Gott,  Bd.  7,  1833.  Auf  Gauss  folgte  Poisson,  Man.  de 
VAc,  de  Paris,  12,  1833  und  später  Ostrogradsky  a.  a.  0. 
Eine  von  der  Pariser  Akademie  1842  ausgeschriebene  Preis- 
bewerbong  gab  Veranlassung  zu  zwei  Arbeiten  von  Sarrus, 
M^.  des  Sar,  Strang.,  1846  und  Delaunay  a.  a.  0.  Andere 
Arbeiten  sind  von  Clebsch,  Crdle,  56  und  die  neueren  von 
Sabinin,  BuU,  de  St.  Petersb.,  15,  1870;  ib.,  1878;  Ann.  di 
nuU.,  Ser.  3,  Bd.  2. 


§  4.    Versohiedene  Probleme  der  VariatioxiarQOhxiimg, 

Bas  Netoton*sche  Problem.  Die  ebene  durch  zwei  gegebene 
Punkte  gehende  Curve  mit  stetig  bleibender  Tangente  m  finden, 
welche  durth  Botation  um  eine  gegebene  Axe  den  Körpei'  er- 
zeugt, der,  in  der  Bkhtmig  seiner  Axe  in  eine  Flüssigkeit  ge- 
taucht, den  geringstefi  Widerstand  findet  (Botationskörper  v&n 
geringstem  Widerstand). 

Es  wird  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  der  Widerstand, 
welchen  der  Körper  bei  dem  Eintauchen  findet,  dem  Quadrat 
der  Componente  der  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der  Nor- 
malen zur  Oberfläche  proportional  sei  und  die  Richtung  dieser 
Normalen  habe. 

Wenn  die  Rotation  um  die  a-Axe  stattfindet,  so  bestehen 
die  folgenden  Gleichungen  für  die  Coordinaten  a;,  g  der  Curve 
als  Functionen  von  y': 

Die  Curve  hat  eine  Spitze  in  dem  Punkt,  für  welchen 
y'=y3  ist. 

Dieses  Problem  wurde  von  Newton  behandelt,  Prindpia 
muthcmatica  etc.,  London  1686,  lib.  2,  seot.  7,  prop.  34,  schol. 
Später  beschäftigte  sich  auch  Euler  mit  ihm,  Meihodus  in- 
veniendi  etc.,  1744,  art.  36.  Es  gab  Legendre  Veranlassung 
zu  interessanten  kritischen  Betrachtungen,  Mem.  de  Patis,  1786; 
eine  neuere  Arbeit  ist  von  August,  Crelle,  Bd.  103,  1888; 
vergl.  auch  des  Verfassers   Variatiofisrechnung,  §  30. 
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Das  Problem  der  Brachistochrone,  Welchen  Weg  trmss  ein 
beweglicher  Körper  verfolgen,  wddier  die  Anfangsgeschwindigkeit 
Vq  besitzt  und  nur  der  Schwerkraft  tmterliegt,  damit  er  in  der 
kürzesten  Zeit  von  einem  Punkt  mit  den  Coordinaten  Xq^  ^q,  Zq 
zu  einem  anderen  Punkt  jc^,  y^,  z^  gela/nge,  wenn  dabei  das 
Mittel y  in  welchem  die  Bewegung  vor  sich  geht,  entweder  der 
leere  Baum  ist,  oder  einen  Widerstand  leistet,  welcher  eine 
Function  der  Geschwindigkeit  des  beweglidien  Körpers  ist? 

Die  Curve  ist  eine  Cychide  mit  horizontaler  Basis.  Vergl. 
Bd.  2,  Kap.  17,  §  12. 

Wenn  der  Endpunkt  der  Curve  sich  auf  einer  anderen  ge- 
gebenen Curve  befinden  soll,  so  trifft  die  Bahn  diese  letztere 
Curve  rechtwinklig. 

Das  Problem  der  Brachistochrone  hat  wohl  die  Veran- 
lassung zur  Variationsrechnung  gegeben,  während  das  Newton'- 
sche  die  Aufmerksamkeit  der  Analytiker  nicht  besonders  auf 
sich  gezogen  hat.  Man  kann  daher  sagen,  die  Geschichte  der 
Variationsrechnung  fange  mit  der  Geschichte  des  Problems  der 
Brachistochrone  an. 

Es  wurde  zuerst  von  Johann  Bernoulli  in  den  Acta 
Erud.^  Juni  1696,  S.  269;  Programma  edit.  Groningae,  1697 
aufgestellt.  Er  selbst  gab  eine  Lösung  in  den  Acta  Erud., 
Mai  1697,  S.  206.  Vergl.  in  Bezug  auf  diese  Arbeiten  Ostwald' s 
Klassik^  etc.,  Nr.  46,  Leipzig  1894. 

Li  demselben  Band  der  Acta  Erud.,  S.  211,  erschien  eine 
andere  Lösung  dieses  Problems  von  Jacob  Bernoulli,  der 
seinerseits  Probleme  allgemeinerer  Art  zur  Discussion  stellte, 
die  später  unter  dem  gemeinsamen  Namen  der  isoperimetrischen 
Probleme  zusammengefasst  wurden. 

Eine  Arbeit,  welche  dazu  bestimmt  war,  diese  Probleme 
aligemeinerer  Natur  aufzulösen,  war  von  Johann  Bernoulli, 
Mem.  de  VAc.  de  Paris,  1706,  sie  hatte  aber  Fehler  imd  ver- 
stiess  gegen  die  Principien  der  Differentialrechnung. 

Wichtiger  war  die  Arbeit  Jacob  Bernoulli's,  Anulysis 
magni  problematis  isoperimetrici ,  Acta  Eruditorum,  1701,  auf 
welche  dann  die  Taylor^ sehe  Lösung  in  seiner  Methodus  in- 
crementorum  folgte;  später  erschienen  dann  andere  Studien  von 
Johann  Bernoulli,  Mchn,  de  VAc.  de  Paris,  1718  imd  von 
Euler,  Camm.  Acad.  Petrop.,  Bd.  6,  1732,  1733.  Der  letztere 
nahm  daraus  die  Veranlassung,  einen  Fall  der  Bewegung  in  einem 
widerstehenden  Mittel  zu  untersuchen  und  gab  eine  freilich  in- 
exacte   Lösung    des    entsprechenden   Problems,    Comm.   Petrop., 
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Bei  7,  1734,  1735;  Mechanka  etc.,  Bd.  2,  Petersburg  1736; 
Ccmm.  Petrop.,  Bd.  8,  1736.  Die  erste  in  der  That  wichtige 
Arbeit  war  aber  die  Euler 'sehe:  Mcthodus  inveniendi  lineas 
eurva^  maximi  minimive  proprietate  gaudenies  sive  sölutio  prohle- 
wutHs  isopermetrici  Intisshno  smsti  accepH,  Lausannae  et  Genevae 
1744;  in  §  34  wird  das  Problem  der  Brachistochrone  behandelt. 
Wir  können  schliesslich  noch  hinzufügen,  dass  das  Problem 
der  Brachistochrone  auch  das  Hauptbeispiel  in  der  berühmten 
Schrift  von  Lagrange  bildete:  Essai  d'une  nourelle  methode pour 
detemUner  les  maxima  et  les  minima  des  formtUes  inte'gr.  ddf., 
Miscell.  Taunnensia,  Bd.  2,  1760,  1761  und  dass  Lagrange 
dasselbe  Problem  von  Neuem  in  Bd.  4  der  Mise,  Tour,  unter 
der  Voraussetzung  behandelte,  dass  nicht  die  Endpunkte  gegeben 
sind,  sondern  zwei  in  derselben  Ebene  liegende  Curven,  auf 
welchen  sich  diese  Endpunkte  befinden  sollen,  vergl.  Werke,  Bd.  2, 
S.  58,  und  dass  endlich  Lagrange  bei  Gelegenheit  einer  neuen 
Darlegung  der  Variationsmethode  abermals  das  Problem  der 
Brachistochrone,  aber  in  einem  Mittel  untersuchte,  dessen  Wider- 
stand eine  beliebige  Function  der  Geschwindigkeit  ist;  Le^ons 
sur  Ic  calcul  de.s  foneüons,  Le^on  22;    Werke,   Bd.  10,  S.  440. 


Eine  Curve  von  gegebener  Länge,  die  dureh  zicei  gegebene 
Punkte  geht,  derart  zu  construiren,  dass  eine  andere  zw  Lachen 
denselben  Endpunkten  gezogene  Curve,  deren  Ordinatm  eine 
Potenz  oder  Wurzel  der  entspreclimden  Ordinateti  ode^'  auch 
Bogen  der  ersten  Curve  sind,  den  grössten  Flädtetiinhalt  besitze. 
In  dem  speciellen  Fall,  in  welchem  die  Ordinate  der  zweiten 
Curve  dem  entsprechenden  Bogen  der  ersten  gleich  sein  soll, 
erhält  man  eine  Kettenlinir,  Vergl.  Bd.  2,  Kap.  17,  §  14.  Das 
Problem  wurde  von  Jacob  Bernoulliin  einer  der  ersten  Arbeiten 
über  die  Variationsrechnung  behandelt,  Acta  Erudit.,  1697. 

Man  soll  ran  allen  geschlossenen  Polygone^i,  welche  gegebene 
Streiken  zu  Seiten  hdbetv,  dasjenige  von  grössfem  Flächeninhalt  finden. 

Es  ist,  wie  sich  beweisen  lässt,  das  in  einen  Kreis  ein- 
geschriebene Polygon.  Das  Problem  behandelte  Lagrange  in 
dem  zweiten  Anhang  zu  seinem  Essai  sur  une  nouvelle  methode  etc., 
Mise.  S(K\  Taur.,  Bd.  2,  1762  mittelst  der  Variationsrechnung, 
während  es  von  C ramer,  Äbh.  d.  Btn-l.  Acad.,  1752  auf  syn- 
thetischem Weg  untersucht  wurde.  Mit  dem  analogen  Problem 
über  Polyeder  von  gegebener  Oberfläche  und  grösstem  Volumen 
hat  sich  Lindelöf,  Math.  Ann.,  2,  S.  150  beschäftigt. 
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Handelt  es  sich  nicht  um  ein  Polygon,  sondern  um  eine 
Curve  von  gegebenem  Umfang,  so  erhält  man  den  Kreis. 
Dieser  Satz  wurde  schon  von  Zenodorus  bewiesen  und  uns 
von  Papp  US  überliefert  Siehe  Cantor,  Gesdiichte  der  Maih,, 
Bd.  1,  S.  308.  In  §  8  der  Abhandlung  von  Legendre,  Man. 
de  VAcad.  de  Paris,  1786  wird  das  Problem  eingehend  auf 
Grund  der  Variationsrechnung  studirt.  Siehe  auch  Euler, 
Methodus  inveniendi  etc.,  Kap.  5,  §  41,  Lausanne  1741,  1744. 

Ueber  Probleme  dieser  Art  in  der  Ebene,  auf  der  Kugel 
und  im  Raum,  aber  vom  rein  geometrischen  Standpunkt  aus, 
existirt  eine  umfangreiche  Arbeit  von  Steiner,  Cr  eile,  24, 
1842,  S.  93  und  S.  189;  Lwuvüh,  6. 


Zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  oder  zwei  gegebenen  Curven 
eine  Curve  derart  zu  canstruiren,  dass  ein  schwerer  Körper, 
welcher  sie  durchfällt,  am  Ende  seines  Falles  die  grösstc  Ge- 
schtvindigkeit  erlamtt 

Siehe  Lagrange  am  Ende  der  letzten  der  Le^ons  sur  le 
calcul  des  foncHons,   Werke,  10,  S.  448. 

Wenn  die  Endpunkte  auf  zwei  gegebenen  Curven  liegen 
sollen,  so  müssen  die  Tangenten  an  die  beiden  CiuTen  in  diesen 
Endpunkten  einander  parallel  sein;  es  entspricht  dies  dem  für 
die  Brachistochrone  gefundenen  Satz. 


Von  allen  Curven,  welche  die  gleiche  Länge  haben  und 
deren  Emipunkte  gegeben  sind,  diejenige  zu  finden,  deren  Seh  teer- 
punkt  am  tiefsten  liegt. 

Eine  unrichtige  Lösung  dieser  Aufgabe  rührt  von  Galilei 
(1638)  her,  welcher  der  Ansicht  war,  die  Curve  sei  eine  Pa- 
rabel; spätere  Untersuchungen  sind  die  der  beiden  Brüder 
Johann  und  Jacob  Bernoulli,  die  von  Huyghens  und 
Leibnitz,  Acta  Erudit,  1690 — 1692.  Die  gesuchte  Curve  ist 
eine  Kettenlinie,  d.  h.  derart,  dass  der  Krümmungsradius  der 
von  der  Curve  imd  der  Abscissenaxe  begrenzten  Normalen 
gleich  und  entgegengesetzt  ist.     Vergl.  Bd.  2,  Kap.  17,  §  14. 

Wenn  man  unter  a  eine  unbestimmte  Constante  versteht, 
so  ist  das  Integral 

1      /' 

zu   einem    Maximum   zu   machen,    weil    —  lyds^    wie    aus    der 
Mechanik  bekannt  ist,  der  Ordinate  des  Schwerpunkts  der  Linie 
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gleichkommt.  (Dabei  ist  angenommen,  dass  die  Axe  ^  =  0 
oberhalb  der  Linie  liegt.) 

Mit  diesem  Problem  hat  sich  anch  Legendre  in  seiner 
Abhandlung  vom  Jahr  1786,  Mem.  de  VAcad,  de  Paris,  §  7 
besch&fügt;  siehe  femer  Mayer,  Math.  Arm,,  13,  S.  65. 

Viele  der  hier  folgenden  Aufgaben  hat  zuerst  Euler  in 
seiner  berühmten  Schrift  Methodus  inveniendi  etc.,  1744  be- 
handelt und  aufgelöst 

Dnrt^  ewei  Punkte  eine  solche  Curve  zu  legen,  dass  der 
Flädieninhalt  der  von  ihr,  ihrer  Evolute  und  den  beiden  Nor- 
malen in  den  Endpunkten  hegreneten  Figur  möglichst  klein  ist. 

Die  Curve  ist  ein  Cycloidenzweig  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  17, 
§  12  dieses  Werkes),  Euler  a.  a.  0.,  Kap.  2,  §  51.  Siehe  darüber 
auch  Jellett,  Variationsrechn.,  deutsche  Uebers.,  Braunschweig 
1860,  S.  191  u.  422  und  Todhunter,  Besearches  in  the  calculus 
of  Variation  etc.,  London  u.  Cambridge  1871,  S.  250  (gekrönt). 


Von  allen  Curven,  welche  zwei  Punkte  verbinden  und  durcJi 
Botation  um  eine  Axe  FJäclicn  von  demselben  Inhalt  erzeugen, 
diejenige  zu  finden,  bei  welcher  eine  solche  Fläche  das  grösste 
Volumen  umschliessf.    Euler,  Kap.  5,  §  44. 

Dieses  Problem  hat  zu  vielen  Controversen  Veranlassung 
gegeben;  siehe  Lindelöf,  Leqons  du  Calctd  des  rariations  (mit 
Moigno)  Paris  1861,  S.  218  und  Greve,  Ein  Problem  aus 
dei'  Variatiofisrcchn.,  Gott.  Dissert.,  1875.  Vergl.  hierzu  auch: 
Hermann,  Untersuchung  über  die  Grenzen,  zwischen  welchen 
TJndulaide  und  Nodoide,  die  von  zwei  festen  Parallelkrcisen  be- 
grenzt sind,  bei  gegebenem  Volumen  ein  Minimum  der  Oberfläche 
besitzen,  Göttinger  Dissert.,  1887. 


Von  allen  Curven,  die  durch  zwei  Punkte  gehen  und  den- 
selben Flächeninhalt  umschliessen,  diejenige  zu  finden,  die  um 
eine  Axe  rotirend,  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  erzeugt. 
Euler,  Kap.  5,  §  45. 

Man  erhält  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkt, wie  sie  Newton  bei  seiner  Classification  unter  Nr.  68 
aufgeführt  hat. 
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Von  allen  Curven  von  derselben  Länge,  welche  durch  die- 
selben zwei  Punkte  gehen,  diejenigen  zu  finden,  die,  um  eine 
Axe  rotirend,  den  Körper  vofi  grösstem  Volumen  erzeugen. 
Euler,  Kap.  5,  §.  46. 

Man  ündet  die  sogenannte  dasUsche  Linie,  (vergl,  Bd.  2, 
Kap.  17,  §  14  dieses  Werkes),  deren  Krümmungsradius  der 
Abscisse  umgekehrt  proportional  ist. 


Die  Curve  zu  erniiUdn,  welche  unter  allen  anderen  von 
derselben  Länge  bei  der  Rotation  um  eine  Axe  eine  Fläche 
grösstcn  oder  kleinsten  Inhalts  erzeugt.    Euler,  Kap,  5,  §  47. 

Man  findet  die  Kettenlinie.  Die  so  erhaltene  Fläche  wird 
Catemid  genannt  (Plateau)  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  16,  §  12 
dieses  Werkes).  Siehe  Goldschmidt,  Determinatio  superf. 
min,  etc.,  Göttingen  1831,  Preisschrift;  Lindelöf,  Sur  les 
limites  entre  Icsquelles  la  catmoide  est  une  surface  minime, 
Math.  Ann.,  Bd.  2,  S.  160,  1870. 


Van  allefi  Curven,  welche  dieselbe  Länge  haben  und 
Flächen  von  demselben  InJialt  begrenzen,  diejenige  zu  ermitteln, 
welche,  um  eine  Axe  rotirend,  eine  Flüdie  erzeugt,  die  das 
grösste  oder  kleinste  Volumen  umschliesst.  Euler,  Kap.  6,  §  22. 
Es  ergibt  sich  die  elastische  Linie. 


Von  allin  Curven,  weldie  dieselben  Abscissen  haben,  Flächen 
van  demselben  Inhalt  begrenzen  und,  um  die  Axe  rotirend, 
Flächen  hervorbringen,  die  dasselbe  Volumen  umschliessen ,  die- 
jenige zu  finden,  derefi  Sdnverpunkt  am  tiefsten  oder  höchsten 
lie^t.    Euler,  Kap.  4,  §  2.3.     Man  erhält  die  Gerade. 


Zwei  parallele  Ebenen  und  ein  Punkt  in  einer  derselben 
sind  gegeben;  nmn  soll  von  diesem  Punkt  aus  nnch  der  anderen 
Ebene  ein<i  Linie  von  gegebener  Länge  so  ziehen,  dass  der  Inhalt 
der  Cylinderfläche ,  welche  die  von  den  verschiedenen  Punkten 
der  Linie  auf  die  beiden  Ebenen  gefällten  und  voti  ihnen  be- 
grenzten Lothe  bilden,  ein  Maximum  wird. 

Man  findet  die  Schraubvnlinii'  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  17,  §  15 
dieses  Werkes).  Siehe  Lindelöf- Moigno,  Leqans  du  calcid 
des   Variations,  Paris  1861,  S.  299. 
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Wenn  ztcei  Ordinaten  festgesetzt  sind,  von  einem  Punkt  der 
ersten  nach  einem  der  ziceiten  eine  Curve  von  der  Beschaffenheit 
zu  ziehen,  dass  die  durch  die  Ähscissenaxe,  die  beiden  Ordinaten 
und  die  Curve  bestimmte  Figur  eineti  gegebenen  Umfang  und  den 
grössten  Flächeninhalt  hat  Siehe  Challis,  Ow  the  Solution  of 
fhree  problems  etc.,  Phil.  Mag.,  1872. 


Eine  Fläche  von  gegebenem  Inhalt  zu  finden,  welche  das 
grösste  Volumen  einschliesst.  Siehe  Sarrus,  Mem.  des  sav. 
i'trang.,  Bd.  10,  1846;  Sabinin,  Moskau,  Math.  Samml.^ 
russisch,  Bd.  14,  S.  451,  1890. 


Eine  Curve  von  cotistanier  erster  Krümmufig  (vergl.  Bd.  2, 
Kap.  16,  §  4  dieses  Werkes)  zu  findcfi,  deren  Endpunkte  auf 
zwei  gegebenen  Curvcn  oder  Flächen  liegen  und  deren  Länge  ein 
Maximum  oder  Mininmm  ist 

Das  Problem  wurde  zuerst  von  Delaunay,  später  von 
Jellett  und  Todhunter  untersucht.  Eine  neuere  Arbeit  über  den 
Gegenstand  ist  die  Doctordissertation  Venske's,  Göttingen  1891. 


Die  Curve  zu  bestimmen,  welche  in  Bezug  auf  einen  ge- 
gebenen Punkt  das  kleinste  oder  giösste  Trägheits/notnent  hat 
Diese  Aufgabe  hat  Euler  falsch  behandelt;  die  richtige  Lösung 
gab  Ossian  Bonnet,  JAouville  Journ.  math.,  Bd.  9,  S.  97, 
1844.  Ein  ähnliches  Problem  findet  man  bei  Häton  de  la 
Goupilliere,  Sur  le  minimum  du  potent iel  de  l'arc,  Ass. 
Frany.,  Besan^on,  Bd.  22,  S.  164,  1893. 


In  Bezug  auf  die  bekannten  Probleme  der  Variations- 
rechnung über  die  geodätischen  Linien  auf  den  Flächen,  die 
Minimalflächen  etc.  verweisen  wir  auf  Bd.  2,  Kap.  16. 


Kapitel  XH. 
Die  Invariantentheorie  der  algebraischen  Formen. 

§  1.    Binäre  Formen.    Symbolische  Darstellung. 

Jede  rationale  ganze  homogene  Function  n*^  Grades  in  Bezug 
auf  a?i,  Xj  heisst  eine  binäre  Form  vofn  w*^  Grad.  Man  kann 
sie  durch  ^ 

darstellen,  wobei  es  der  bequemeren  Rechnung  wegen  von  Vortheil 

ist,  den  Coefficienten  die  Form  l  )  ür  zu  geben,    d.  h.   uns   zu 

denken,  sie  seien  mit  Binomialcoefficienten  versehen. 
Symholtsch  kann  man  die  Form  f  schreiben: 

wenn  man 

«7  =  «0 » 

Qf2  =  «1  ^ 


setzt  und  unter  den  linken  Seiten  dieser  Gleichheiten  nur  Symbole 
zur  Darstellung  der  rechten  Seiten  versteht.  Die  a^,  cc^  sind 
keine  Grössen,  sondern  Symbole;  man  kann  ihnen  keinen  Sinn 
beilegen,  wenn  sie  nicht  bis  zum  n^^  Grad  miteinander  com- 
binirt  sind. 

Die  a  sind  die  wirklichen  Coefficimten  vofi  f,  die  a  die 
symbolischen. 

Die  Coefficienten  a  pflegen  die  Engländer  auch  omhrale  zu 
nennen,  um  damit  auszudrücken,  dass  sie  keine  Grössen,  sondern 
gleichsam  nur  Schatten  von  Grössen  sind.  Entsprechend  wird 
die  symbolische  Rechnung  mit  den  algebraischen  Foimen  auch 
die  omhrale  genannt. 


§  1.   Symbolische  Dantellong. 
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Jede  FuncÜon  der  a  l&sst  sich  auf  eine  Function  der  a 
zurückführen,  aber  nicht  umgekehrt.  Wenn  wir  dagegen  Si^mMf 
einftÜiren,  die  den  Symbolen  a  ftqniTalent  sind,  nämlich 

f=a^  =  ß^  =  y^  =  ... 

setzen,  alsdann  lässt  sich  eine  Function  der  a,  ß^  /,  •  •  •,  wenn 
jedes  Glied  der  Function  die  o  bis  zum  fi^^  Grad,  die  ß  bis 
zum  n}^  Grad  etc.  enthält,  sofort  auf  Functionen  der  wirklichen 
Goefficienten  a  reduciren;  der  Grad  dieser  wirklichen  Coeffi- 
eienten  ist  der  Anzahl  der  Symbole  a,  /3,  )^,  •  •  •  gleich,  welche 
in  dem  gegebenen  Ausdruck  auftreten,  um  also  eine  Form 
p*^  Grads  in  den  wirklichen  CoefiQcienten  symbolisch  darzu- 
stellen, sind  p  Symbole  «,  ft  y,  •  •  •  nöthig. 

Die  Goefficienten  der  Form  können  ihrerseits  ganze  homo- 
gene Fimctionen  desselben  Grads  m  in  zwei  anderen  Variabelen 
yi,  ^2  sein;  man  erhält  dann  eine  Form  mit  rim  Variabelen - 
reihen,  welche  sich  symbolisch  durch 

X    ly  r'jrriy 

darstellen  lässt,  und  auf  welche  sich  die  vorstehenden  Kriterien 
leicht  ausdehnen  lassen.     U.  s.  w. 
Wir  wollen  mit 

die  symbolische  Determinante 

J     *        bezeichnen. 

Ziciscken  den  symbolischen  linearen  Factor cn  und  den  sym- 
bolischen Determinanten  bestehen  die  folgenden  fundamental efi 
Identitäten: 

(ccß)  yx  +  (ßy)  «x  +  (ya)  ßj:  =  0, 

axßp  —  ttvßx  =  (ccß)  {xy), 
(aß)  (yd)  +  (ßy)  (ad)  +  (ya)  (ßd)  =  0. 
Setzt  man 

xi  =  uäiiori  +  ^laici,  ^     Ali  An 

Xi  =  A21X1  +  -^22^:^,  A21   A22 

so  wird  die  Form 

f  =  «0^?  +  (1)  «i^7~'^2  H —  =  «X 
f^a,x[^+Qa',x,^ 


zu 


Paical,  Bepertorium.  I. 


-1     '     I  '« 
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Die  DeterminaAte  A  wiri  gewöhnlich  der  Modul  der 
linearen  Transformation  genannt.  Dies»  ^^iiMiming  rübrt  von 
Sylvester  her.  Selbetverstöndlich  wir4<  A  als  von  Null  ver- 
schieden  vorausgesetzt. 

Die  Coefficienten  a  lassen  sich  linear  durch  die  a  aus- 
drücken; ersetzt  man  die  a  symbolisek  durch  cKe  a',  so  können 
die  Beziehungen,  welche  die  a'  mit*  den  a  verbinden,  durch  die 
beiden  symbolischen  !^lationen 

dargestellt  werden,  aus  welchen  sich 

Aa^  =  —  ^42«!  +  4uOf,J 

Eine  lineare  Transformation  heisst  redprok  zu  einer 
anderen,  wenn  ihre  GoefGoienten  die  Elemente  der  reciproken 
Determinante  zu  der  Determinante  sind,  welche  den  Modul  der 
ersten  Transformation  darstellt;  d.  h.  die  zu  einer  anderen  reci- 
proke  Transformation  erhält  man  aus  der  ersteren,  wenn  man 
jedem  Coefficienten  seine  algebraische  Adjungitte  in  zf  substituirt 
(vergl.  S.  41  und  42). 

Zwei  Variabelenreihen  a;^,  x^-^  y^,  y^  heissen  cogredient, 
wenn  sie  derselben  linearen  Transformatton  unterliegen. 

Sie  heissen  dagegen  contragredient ,  wenn  sie  linearen  zu 
einander  reciproken  Substitutionen  unterworfen  werden. 

Die  Transformationen  der  a^^  a^  sifid  reciprok  zu  denen 
der  Xj^^  iTg. 

Wie  man  femer  leicht  erkennt,  werden  die  Grössen  cc^  und 
—  a^  mittelst  derselben  Formeln  in  «2,  —  a'i  transformiii ,  wie 
die  ^1,  ^2  in  x'i^  x't. 

Schliesslich  lässt  si^h  leicht  nachweisen,  dass  die  Differen- 

tiationssymbole  ^ — ,   k —  sich  in  t^—,^   0— 7   mittelst   Transforma- 

C  Xj      c  x^  c  x^     c  x^ 

tionen  verwandeln,  die  reciprok  zu  denen  der  x^,  X2  sind. 


§  2.    Invarianten  und  Covarianten  der  binären  Formen. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  ein  System  von  Formen  n*®", 
«'*®°,  •  •  •  Grads  gegeben. 

Denken  wir  uns  femer  eine  rationale  ganze  Function  der 
Coefficienten  der  gegebenen  Formen  und  auch  der  Variabelen  x 


§  1.   IsTsriaBt«B  und  CoTaiiaKleii  der  büiäreB  Fwwa.     j^ 

und  fahren  die  TorgesduriebeBe  lineare  Tnuisformation  aus«  sub- 
stitoiieB  also  für  die  Ymnabelen  jr  ihre  durch  x'  MttfedrückiMi 
Werthe  und  för  die  früheren  Coefficiaiten  ihre  durch  die  neuen 
dargesiellten  Werthe. 

Wen»  die  tmsfonnirte  Function  sieh  in  das  Product  einer 
r**^  Potenz  des  Moduls  mit  einem  aus  den  transfdnnirken 
Ooeffidenten  und  den  transformirten  Variabelen  auf  dieselbe 
Art  gebildeten  Ausdruck  zerlegen  lässt^  auf  wekhe  die  geg^»beiie 
Function  am  den  alten  Coefficienten  und  den  alt«i  Variabelen 
gtrinldet  wurde,  so  sagt  man,  diese  Function  habe  die  l9Wf9rMmhm- 
ci^fnschafl. 

Wenn  sie  die  Variabelen  enthält,  so  nennt  man  sie  eine 
Covariante  im  eigentlichen  Sinn,  im  anderen  Fall  eine  Ihvanantt, 
Ihr  Grad  in  den  Variabelen  heisst  ihre  Ordnung,  die  Zahl  r  der 
Index^)  (oder  auch  das  Getcicht  der  Invariante  bez.  Covariante). 
Das  Verhältniss  zweier  Invarianten,  welche  denselben  Imlex 
haben,  heisst  eine  absolute  Invariante. 

Jede  absolute  Invariante  wird  in  sich  transformirt,  ohne  dos^^ 
eine  Multiptication  mit  irgend  einer  Poteni  des  Moduls  stattfindet. 

Der  Begriff  der  Covariante  lässt  sich  ausdehnen,  wenn 
man  sich  denkt,  die  invariante  Function  enthalte  nicht  nur  die 
Variabelen  x^^  jj,  sondern  auch  noch  andere  Reihen  von  Varia- 
belen y^,  //^;  Zj,  -Tj;  •  •  •,  welche  cogredient  mit  den  Variabelen 
X  sind.  Man  erhält  alsdann  eine  Covariante  mit  mehnnv 
Va  riahclen  reih  efi . 

'  Ist  der  Index  r  eine  gerade  Zahl,  so  ist  die  invariante 
Form  von  geradem  Charakter  (forme  droite),  sonst  vofi  uptge- 
radnn  (forme  gauche,  schiefe  Invariante  bez.  Covariante). 

Wenn  w,  «',  •  •  •  die  Ordnungen  der  Urformen,  A*,  k\  •  •  • 
die  Grade  der  invarianten  Form  in  den  Coitfficienten  der  ver- 
schiedenen Formen  bedeuten  und  m  die  Ordnung  der  invarian- 
ten Form  ist,  d.  h.  der  Grad  in  den  Variabelen,  so  besteht  die 
Beziehung: 

2r  +  w  =  nk  +  n'Ä;'  +  •  •  •. 

Wenn  alle  gegebenen  Formen  vofi  gerader  Ordnung  sind, 
so  kann  keine  Hirer  Covarianten  von  ungerader  Ordfiung  snn. 


1)  Siehe  Faö,  di  Bruno,  Binäre  Formen,  Leipzig  IHHl,  S.  100. 
Das  Wort  Index  soll  Dach  Bruno  von  Hermite  herstammeD.  Das  Wort 
Gewicht  rührt  von  Cayley  her,  Phil.  Trans.,  1866  und  der  Ausdruck 
ifirananfe  von  Sylvester,  Cambr.  I)ubl.J.,e,  1861,  wahrend  Cayley 
dafSr  das  Wort  Hyperdeterftiimante  gebraucht  hat. 

17*  J 
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Jede  binäre  F&mi  von  ungerader  Ordnung  w  >  3  besitzt 
immer  wenigstens  zwei  lineare  Covarianten,  deren  BestUtante  von 
Null  verschieden  ist  (C  leb  seh). 

Jede  binäre  Form  ton  gerader  Ord/mmg  w  >  4  besitzt  we- 
nigstens zwei  quadratische  Covarianten,  deren  Resultante  d.  h. 
das  Resultat  der  Elimination  der  x^^  ÄJg  aus  diesen  beiden  Formen 
(vergl.  Kap.  5,  §  4  und  auch  weiter  unten  §  5)  von  Null  ver- 
schieden ist  (C  leb  seh). 

In  jedem  Term  einer  invarianten  Form,  welcher  durch  die 
wirklichen  Coefficienten  der  Urform  oder  Urformen  ausgedrückt 
ist,  also  durch 

^0»  ^i>  ^it  '  '  *» 

^0»    ^1»    ^2?   *  '  '» 

wollen  wir  die  Sunmie  der  Producte  des  Index  eines  jeden 
Coefficienten  a,  6,  •  *  *  mit  dem  bei  ihm  stehenden  Exponenten 
bilden.  Diese  Sunmie  nennt  man  das  Gemcht  des  Terms.  Eine 
Fundamentaleigenschafb  ist  die  folgende: 

Bei  eifier  Invariante  sind  die  GeivicJite  aller  Terme 
einander'  gleicti,  d.  h.  die  Invarianten  sind,  wie  man  sagt,  isobar e 
Functionen  der  Coefficienten  der  Urformen.  Die  Geivichte  der 
aufeinander  folgenden  Coeffiuenten  einer  Covariante  bilden  die 
mit  dem  Index  beginnende  aufsteigende  Reihe  der  natiirlicliefi 
Zdtilen. 

Jede  invariante  Form  J  genügt  gewissen  Differential- 
gleichungen; es  sind  die  folgenden: 

a         r  X 

a        r  X 

22^*"  - ") "'+'  I«;  -  2'"^!  li^  =  ^' 

a        r  X 


worin   sich   die   Summirung   bez.   r  über  alle   Coefficienten   der 
Form  erstreckt,  die  Terme  der  Summirung  bez.  a  bei  dem  üeber- 
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gang  von  der  einen  Urform  zur  anderen  variiren  und  schliess- 
lich die  Summirung  bez.  x  angibt,  dass  man,  wenn  es  sich  um 
eine  Covariante  mit  mehreren  Reihen  von  Yariabelen  aJ,  y,  •  •  • 
handelt,  ebensoviel  ähnliche  Tenne,  den  einen  in  Bezug  auf  die 
X,  den  anderen  auf  die  y  etc.,  bilden  soll. 

Wenn  speciell  eine  Invariante  vorliegt,  so  erhält  man  die 
entsprechenden  Differentialgleichungen,  wenn  man  aus  den  obigen 
das  Summenzeichen  bez.  x  weglässt. 

Diese  Differentialgleichungen  verdankt  man  Cayley,  Cambr. 
Duhl  math,  J,,  4;  Cr  eile,  47,  1854;  sie  wurden  später  von 
Sylvester,  Cambr,  Duhl,  math.  J.,  7;  Brioschi,  Ann.  di  mat., 
1.  Ser.,  18Ö8;  Ann.  di  scienze  fis.  e  mat,  8,  1869;  Aronhold, 
Cr  eile,  62  und  Anderen  untersucht.  Es  scheint,  dass  Aronhold 
sie  schon  seit  1851  gekannt  hat,  siehe  Salmon,  Modern  higher 
Algebra,  4.  Ausg.,  Dublin  1885,  S.  344. 

Als  Functionen  der  Wurzeln  der  binären  Urform  be- 
trachtet, genügen  die  Invarianten  gewissen  anderen  Differential- 
gleichungen, die  Brioschi  gefanden  hat,  Ann.  di  mat.,  5,  1854. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  der  invarianten  Formen  ist 
in  dem  sogenannten  Clebsch'schen  Theorem  enthalten, 
Grelle,  59: 

Durch  die  symboUscIien  Coefficienten  ausgedrückt,  stellt  sich 
eine  invariante  Form  immer  als  eine  Summe  von  Termen  dar, 
von  denen  jeder  das  symbolische  Product  von  Determinanten  vom 
Typus  (ccß),  (cca^),  •••  tmd  von  symbolischen  linearen  Factor en 
vom  Typus  «x»  «yi  1^  ,  •••,  «i*,  •••  ist.  Darin  sitid  a,  j5,  •  •  • 
die  gleichwerihigen  Symbole  der  ersten  Urform,  or^,  (Sj,  •  •  •  die 
der  zweiten  etc.  und  selbstverständlich  ist  der  Grad  eines 
jeden  der  Symbole  a,  j5,  •  •  •  der  n**,  dnes  jeden  der  Symbole 
*^i?  ßi^  •  •  *  ^^  **'**  ^^^''  vorausgesäzt,  dass  w,  n\  •  •  •  die 
Grade  der  gegebenen  Formen  bezeichnen. 

Die  Anzahl  der  symbolischen  linearen  Factoren  stellt  die 
Ordnung  der  invarianten  Form  dar  und  die  AnzaJil  der  sym- 
bolischen Determinanten  den  Index  oder  das  Gewicht  r. 


Die  invarianten  Bildungen  einer  oder  mehrerer  gegebener 
binärer  Formen  lassen  eine  interessante  geometrische  Deutung  zu: 

Eine  binäre  Form  von  der  n^^  Ordnung  stellt,  gleich  Null 
gesetzt,  geometrisch  eine  Gruppe  von  n  Punkten  auf  einer 
Geraden  dar,  oder  allgemein  n  Elemente  eines  geometrischen 
Gebildes  erster  Stufe.     Vergl.  Bd.  2,  Kap.  1. 


2^3    Kapitel  XII.    Die  Invariaatentheoiie  der  ftlgebnusehen  Formen. 

Setzt  man  femer  eine  od^  mehrere  Invarianten  der  Form 
gleioh  Null,  so  werden  damit  die  Coefficienten  der  Fonn  solchen 
Bedingiüigen  unterworfen,  dass  die  n  Elemente  (oder  speciell 
die  n  Punkte  der  Greraden)  eine  sogenannte  projedivc  Eigenschaft 
annehmen  d.  h.  eine  solche,  die  durch  homographisdie  Trans- 
formation nicht  geändert  wird.     Yergl.  Bd.  2,  Kap.  1,  §  2. 

Wenn  man  schliesslich  eine  CoTariante  von  der  m^^  Ord- 
nung (nicht  identisch,  also  nicht  derart,  dass  jeder  ihrer  Coeffi- 
cienten  verschwindet)  gleich  Null  setzt  und  ihre  m  Wurzeln  auf 
derselben  Geraden  als  Basis  interpretirt,  auf  welcher  die  n  Wurzeln 
der  gegebenen  Form  gedeutet  wurden,  so  erhält  man  eine  zweite 
Gruppe  von  m  Punkten,  welche  mit  der  gegebenen  in  Be- 
ziehungen steht,  die  pro^jectiv  sind,  d.  h.  unverändert  bleiben, 
wenn  die  Gerade  durch  homographische  oder  projective  Trans- 
formationen transformirt  wird. 

Man  beachte  jedoch,  dass  umgekehrt  eine  projective  Eigen- 
sdiaft  einer  Gruppe  von  Punkten  sich  nicht  immer  analytaach 
durch  das  identische  Verschwinden  einer  oder  mehrerer  Invarianten 
darstellen  lässt;  ßie  kann  aber  ivnmer  durch  das  identische  Ver- 
schwinden aUer  Coefficienten  einer  oder  mehrerer  Covarianten 
dargestellt  werden.  Siehe  darüber  C leb  seh.  Binäre  Formen, 
S.  91;  Gram,  Math.  Ann.,  7  und  weiter  unten  §  5. 

üeber  die  geometrische  Bedeutung  der  Invarianten  und  Co- 
varianten der  binären  Formen  der  niedrigsten  Ordnungen  vergl. 
Bd.  2,  Kap.  2. 

Bisher  haben  wir  vorausgesetzt,  die  gegebenen  Formen  hätten 
nur  eine  Eeihe  von  Variabelen  t^^  x^.  Wir  wollen  jetzt  annehmen, 
sie  hätten  zwei  oder  mehrere  solche  Eeihen  von  Variabelen 
(^1 7  ^2)7  (^11  ^a)»  (^n  -^2)7  •  •  ••    Siö  werden  dann  symbolisch  durch 

n    m      r 

dargestellt;  über  ihre  Invarianten  und  Covarianten  lassen  sich 
den  obigen  durchaus  ähnliche  Betrachtungen  anstellen  und  die 
Eesultate  sind  dieselben,  speciell  diejenigen,  welche  sich  auf  die 
symbolisclie  Darstellung  der  Invarianten  und  Covarianten  beziehen. 
Wenn  die  Variabelen  (y^,  ^g),  {e^^  z^^  •  •  •  als  cogredient 
(vergl.  §  1)  mit  den  (0?^,  a?,)  anzusehen  sind,  so  bietet  dieser 
neue  Fall  vermöge  der  C  leb  seh- Gor  dänischen  Formel,  von 
welcher  in  §  3  die  Rede  sein  wird,  nichts  Neues  im  Vergleich 
mit  dem  früheren  dar.  Dasselbe  gilt,  wenn  die  neuen  Variabelen 
als  contragredient  zu  den  alten  anzunehmen  sind     Vergl.  §  1 . 
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8md  dngegen  die  (y^,  y^)  fär  Variabele  zu  halten,  die 
Hueaten  Trsadföttoationen  unterwotfen  w€^e&  sollen,  welche 
dmrchaus  wnahhängig  von  den  Transformationen  9ind,  denen  die 
jc^,  0*2  unterliegen,  so  lässt  sich  die  Aufsuchung  der  Invarianten 
und  Covarianten  nicht  auf  den  früheren  Fall  zurückführen  und 
bietet  grössere  Schwierigkeiten;  bisher  ist  sie  nur  in  einigen  der 
einfachsten  Fälle  gelungen.     Vergl.  §  6. 

Eine  Form  von  zwei  verschiedenen  Reiben  von  Yariabelen 

(«1,  ^2)»  {y\^  y%)' 

n     m 

gleich  Null  gesetzt,  stellt  eine  sogenannte  binäre  Correspondene 
(n,  m)  dar,  d.  h.  geometrisch:  jedem  Punkt  x  entspreclien 
m  Punkte  y,  und  jedem  Punkte  y,  n  Punkte  x. 


Operationen,  iv eiche  die  Invarianteneigenschaft  nicht  ändern. 
Es  seien,  wie  gewöhnlich,  a^^  a^,  Oj,  •  •  •  die  OoefiQcienten  einer 
Form  f  und  6q,  &^,  h^^  •  •  •  die  einer  anderen  Form  9  von 
derselben  Ordnung. 

Wenn  J  eine  Invanante  oder  Covariantc  in  Bezug  auf  ein 
System  ist,  dein  die  ei'ste  Farm  angehört,  so  besitzt  aucfi  der 
Ausdruck 

i 

die  Invarianteneigenschaft  und  ist  die  Invariante  oder  Covariante 
in  Bezug  auf  ein  erweitertes  aus  dem  ursprünglichen  durch 
Hinzufügen  der  zweiten  Form  gebildetes  System, 

Die  Operation    /^  ^  7^—  heissi  der  Ar onhold' sehe  Process, 

Die  Invariante  oder  Covariante,  welche  sich  ergibt,  wenn 
man  das  A  ronhol  dusche  Verfahren  X;mal  au^  cT"  anwendet,  heisst 
die  k^  Emanatüe  der  beiden  Formen  /*,  9  (Öayley). 

Wenn  J  eine  Covariante  von  der  m**°  Ordnung  bezeichnet, 
so  ist  audi 


i  /     dJ    ,         dJ\ 


eine  Covariante  und  lieisst  die  erste  Polare  von  J. 
Die  Operation 

1  V«,  i- 


m 


^*"  dx, 
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heisst  der  Polarenprocess  mit  dem  Pol  y\  sie  ändert,  wie  sich 
aus  dem  vorigen  Satz   ergibt,   die  Jnvarianteneigenschaft  nicht. 

Unter  dem  Symbol  J  verstehen  wir  den  X;mal  hinter- 
einander wiederholten  Polarenprocess  mit  dem  Pol  y. 

Wenn 


symbolisch  eine  Covariante  von  der  w**°  Ordnung  vorstellt,  so  ist 

Je    m  m — *    * 

^yP,=P,       Py 

Wenn  J  eine  Covariante  mit  zwei  Reihen  von  Varidbden 
X,  y  vom  m^^^  Grad  hez,  der  einen  und  dem  m'^^  bez.  der  an- 
deren bezeichnet,  so  ändert  der  Ausdruck 

mm    Kox^cy^         cx^cy^J 

die  Invarianteneigenschaft  nldit. 
Die  Operation 

1     /     g' g«     \ 

mm'  Kdx^dy^         dx^dyj 

heisst  der  Sl-Process  und  ist  invariant. 

Gibt  man  einer  Function  zweier  Variabelen  die  symbolische 
Gestalt 

f(x,  y)  =  a"6^, 

so  ist 

^*(«>r)=(«^)*  «:"*«•:"*• 

Diese  Operation  pflegt  man  nach  Cayley,  welcher  sie 
angewendet  hat,  die  Cayley 'sehe  zu  nennen,  Cambr.  Duhl.  math, 
Journ.,  1,  1846. 

Zwei  andere  invariante  Operationen  sind  bemerkenswerth; 
sie  sind  beide  symbolisch;  die  erste  nennt  Gordan  den 
Faltung sprocess ;  sie  besteht  darin,  dass  in  einem  beliebigen 
symbolischen  Product,  welches  aus  symbolischen  Determinanten 
und  symbolischen  linearen  Factoren  besteht,  statt  zweier  linearer 
Factoren  axb^  die  Determinante  {ab)  gesetzt  wird. 

Die  zweite  ist  die  C  leb  seh 'sehe;  sie  heisst  der  Uebci'- 
schiebungsprocess  und  besteht  darin,  dass  man,  wenn  die  beiden 
Formen  o**,  fo"*  gegeben  sind,  den  Ausdruck 

bildet.  ^     ^   '       ' 
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Der  Clebseh'sche  Process  ISsst  sieb  durch  den  A-Process 
auf  die  folgende  Art  ansdräcken: 

(aft)«:-C-^  =  [«(«>;)],_. 

Der  Glebscb'sche  in  Bezug  auf  die  beiden  Formen  f  und  q> 
Irmal  wiederholte  Process  wird  mit  dem  Symbol 

(/*,  fpf     bezeichnet 

Der  Ausdruck  (/*,  9)*  heisst  die  k^  Uebersdiirbung  der 
beiden  Formen  f  und  9  oder  die  Uebcrschiebung  Ä:*"  Ordnung, 
Die  üd>€rschiehungen  ungerader  Ordnung  einer  Form  mit  sidi 
selbst  sind  identisch  Null. 

so  bestehi  die  folgende 


Liegen  drei  Formen  f^  q>^  %>  vor,   so  b 

;  er,  ry  ir,  vY  (r,  i>y  r 

(V'fY  (>p.vy  (9,f)*  <p 

ii>,fy  (t,  9)*  (tc,*)»  tp 

\       f              V              ^         0 

und  für  vief  Formen: 

(f,  ry  if,  vf  {f,  t)*  (/;  if 

(<p,fy  (9,^7  w^^y  ('P,xy 

{^,fy  i^,<py  (tf,tp)'  (t,z)» 

(hfy  ix,<py  ih^y  ix^xy 

Andere  Identitäten  sind  die  folgenden: 

i(f,  'P),  ^) = 2äs"V-«-^T)  '^(/■'  »•)*  -  i  [^(-P'  "^y  -  '^('f'  fy], 

[(/•,  9>)r = -  i  [(/•,  fyv*-2  (f,  'pyf'P  +  («p,  ^yn 
(f,<p)<i>,x)=-\m^y<px-(f,xy'p^-iv,^yfx+{<p,xyM- 

Die  invariante  Bildung 

(.f^'p) 

heisst  die  Functional-  oder  JacobVsche  Determinante  der  beiden 
binären  Formen  /*,  q>  (vergl.  auch  Kap.  3,  §  5)  und  die  Bildung 
(/*,  (fY  die  Hesse' sehe  Determitiante,  Kap.  3,  §  6. 

Die   vorstehenden   Clebsch 'sehen   Formeln   drücken  durch 
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Producte  von  Formen  niedrigeren  Grads  bez.  die  Fuiictional- 
determinante  der  Functionaldeteroii&a&te  zweier  Formen  und 
einer  dritten  Form,  das  Quadrat  der  Functionaldeterminante 
zweier  Formen  und  das  Product  zweier  Functionaldetermi- 
nanten  aus.  üeber  die  Ausdehnung  dieser  Formeln  auf  das 
temäre  Gebiet  siehe  §  13. 

Die  Symbolik  im  binären  Gebiet  wurde  in  einer  anderen 
Form  von  Cayley,  Cambr.  maih,  e/".,  4,  1846  und  in  der 
jetzigen  bequemeren  Gestalt  von  Aronhold,  Grelle ,  55,  62 
eingeführt;  später  wurde  sie  von  Clebsch  und  Gordan  ent- 
wickelt und  ausgedehnt. 

Es  ist  vielleicht  erwünscht,  wenn  wir  bemerken,  dass  die 
Engländer  sich  zur  Darstellung  der  binären  Formen  w*®'  Ordnung 
der  Bezeichnung 

(ö,  &,  c,  d,  c, .  •  '^X,  ifY 

bedienen,  worin  a,  6,  c,  •  •  •  die  wirklichen  Ooefficienten  der 
Form  und  x^  y  ^e  beiden  homogen  in  ihr  auftretenden 
Variabelen  bezeichnen. 

Der  Begriff  der  Incariante  ist  zurückzuführen  auf  die  Be- 
merkungen, welche  Lagrange,  Berl,  Mem.,  1773;  Werke,  3, 
S.  699,  701  und  später  Gauss,  Disqu.  arithm.,  Werke,  1  über 
die  Eigenschaften  der  Discriminante  einer  quadi'atischen  Form 
gemacht  haben.  Auch  der  Name:  „binäre,  ternäre,  etc.  Formen'' 
rührt  von  Gauss  her.  Später  erkannte  Boole,  Cambr.  math.  J., 
3,  1841  die  Invarianteneigenschaft  der  Discriminante  einer 
jeden  binären  Form  und  untersuchte  auch  Covarianten  der 
cubischen  Form.  Invariante  Bildungen  haben  kurz  darauf  auch 
Eisenstein,  Grelle,  27,  1844  und  Hesse,  Grelle,  28  studirt. 
Auf  sie  folgten  Cayley,  Sylvester,  Brioschi,  Aronhold, 
Clebsch,  Gordan  und  viele  Andere.  Die  englischen  Autoren 
gebrauchen  den  Ausdruck  quantlc  für  Form. 

Eine  ausführliche  Geschichte  der  ganzen  Theorie  findet  man 
bei  Franz  Meyer,  BericJit  über  den  gegenicärtigen  Stand  der 
Inrarinnfentheorie ,  Jahresb.  der  deutsch.  Math. -Vereinig.,  1, 
Berlin  1892. 

Die  wichtigsten  Lehrbücher  sind,  abgesehen  von  den  be- 
rühmten Abhandlungen  Cayley 's,  Memoirs  upon  Quantics,  Phil. 
Trans.,  1864,  56,  58,  59,  61,  67,  71,  78:  Salmon,  Lessons  to  tke 
modern  higher  Algebra,  Dublin  1859,  1885,  deutsche  üebersetzung 
von  Fiedler,  Leipzig  1863,  1877;  Brioschi,  Annali  di  Tor- 
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i,  1^  1661;  Fiedler,  Die  Elemente  der  netteren  Geometrie 
und  der  Algebra  der  binären  Fennen,  Leipzig  1962;  Olebsch, 
Binäre  Formen,  Leipzig  1872;  Faa  di  Bruno,  Formes  binaires, 
Turin  1876,  deutsche  Uebersetzung  von  Noether  und  Walter, 
Leipzig  1881;  Gordan,  Invariantentheorie,  Leipzig  1887; 
Elliot,  Algebra  of  Quantics,  Oxford  1896. 


§  3.    Die  Clebsoh-Gordan^BOhe  Formel. 

Eine  der  wichtigsten  Formeln  fiir  die  symbolischen  Trans* 
formationen  der  invarianten  Formen  ist  die  sogenannte  Clebsch- 
Gordan'sche;  sie  gibt  die  Entwickelung  einer  Function  mit 
zwei  Reihen  von  Variabelen  or,  y  in  Polaren  von  Ausdrücken 
mit  einer  einzigen  Variabelenreihe,  wobei  diese  Polaren  mit 
ganzen  positiven  Potenzen  der  Determinante  (xg)  multiplicirt 
werden.  Es  sei  f{x,  g)  eine  Function  mit  zwei  Reihen  von 
Variabelen  vom  w**"*  Grad  bei  der  einen  und  dem  w**°  bei  der 
anderen.  Bezeichnet  man  mit  /1  den  Polarenprocess  mit  dem 
Pol  g  und  der  Variabelen  x  und  mit  D  den  Polarenprocess  mit 
dem  Pol  X  und  der  Variabelen  y,  so  gilt  die  Formel: 

+  tij^%xgy^^-^I^-^Sl^f-\ h  afSl'f. 

Die  Coefficienten  a  sind  Zahlen,  die  den  Recursionsformeln 

(Ä+i)  (*)    ,  (w  — p  + 1)*  (*) 


p         ~    P    "^  {m-\-k  —  2p+2] 


a 


2)  (m  +  A:  —  2|^  +  3)     P-i 


genügen. 

Für  k  =  n  ist 


cc 


0  C) 


>         /m'\-n  —  p  +  1 


-p+l\ 
P  I 


Wegen   der   Symmetrie   der  Lidices  m  und   n    kann   man 

diese  Zahl  auch  mit  oT'^  bezeichnen. 
p 

Wenn  Ä*  =  n  ist,  so  enthalten  die  Ausdrücke 

nicht  mehr  die  Variabele  y,  und  f  wird  alsdann  durch  die  Po- 
laren /i  der  Functionen  von  x  allein  ausgedrückt.  Diese 
Functionen  nennt  Gordan  elementare  Covarianten  von  /*. 
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Wir   stellen   hier   die   Werthe 
Werthe  der  Indices  w,  n  zusammen. 


Wir   stellen   hier   die   Werthe   von   «"*'**   ^   verschiedene 


i)^l 

1^  =  2 

P  =  3    , 

;)  =  4 

J»  =  1,  «^1 

i 

r«  ^  2,  «  =  1 

1 

t»  ^  3,  «  =^  1 

1 

tw  ^4j  «^1 

f 

w  =  5^  fi  =  1 

i 

n,     W  =  ß,  «  =  1 

T 

iM=  2,  n  =  2 

1 

i 

in  =  3,  «=  2 

1 

X 
1 

m  =  4,  M  =  2 

1 

f 

m  ^5,  n  ^  2 

f 

fti  =  6^  «  ^=  2 

i 

s 

II 
7 

m^  B^  n  =  a 

f 

Ä 

i 

m=«  4,  n=  3 

1* 

1 

1 

m  ^  S,  fi  ^  3 

T 

i 

m  «:  e,  #t  =  3 

2 

3» 

^ 

m  ^4^  w=«  4 

2 

7 

^ 

i    ; 

m  =  ö,  11  =  4 

? 

7 

1. 

1 

> 

m  ^^  6,  «  =  4 

11 
5 

1 

10 

T 

f 

Jede  Farm  f(x,  y)  lässt  s^ich  nur  auf  eine  einzige  Art  in 
eine  nach  travJtsvmlen  Potenzen  von  (xy)  geordnete  EeiJie  mit 
polaren  Coeffkknim  entunckeln.  Wenn  die  Form  f  in  Bezug 
auf  X  und  y  symmetrisch  ist,  so  sind  die  Coefficienten  der  geraden 
Potenzen  von  (xy)  Null 

Ist  f  identisch  Null,  so  muss  jede  ihrer  Elementarcovarianten 
für  sich  Null  sein. 
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Wenn  die  Form  f  symbolisch  durch 

dargestellt  ist,  so  werden  die  Elementarcavariant^n  von  f  durch 
(a&)  a^      6^      , 


ausgedrückt.     Gordan  bezeichnet  sie  mit  den*  Symbolen 

(^)o,  i^i)\  (^6)^ . . .. 

Wendet  man  die  symbolische  Bezeichnung  an  und  vertauscht 
die  Reihen  von  Variabelen  mit  Reihen  symbolischer  Coefl&cienten, 
so  kann  man  aus  der  Clebsch-Gordan'schen  Formel  eine 
Reihe  bemerkenswerther  Identitäten  ableiten,  welche  sich  für  die 
symbolischen  Transformationen  vortheilhafl  verwenden  lassen. 

Bei  Benutzung  der  Clebsch-Gordan'schen  Formel  erweist 
sich  die  Einführung  von  Covarianten  mit  mehreren  Reihen 
cogredienter  oder  contragredienter  Variabelen  für  das  binäre 
Gebiet  als  nicht  nöthig.     Vergl.  §  2. 

Die  Formel  hat  fast  gleichzeitig  Clebsch,  Theorie  der 
binär en  Formen,  Leipzig  1872  und  Gordan  aufgefunden.  Der 
letztere  machte  sie  zur  Grundlage  vieler  verschiedenartiger  Ent- 
wickelungen,  Formensystem  binärer  Formen,  Leipzig  1875.  In 
Bezug  auf  das  temäre  Gebiet  und  auf  höhere  vergl.  §  10. 


§  4.    ZxLsaminenstelliing  der  versohiedenen  in  der  Theorie 
der  Formen  gebrauchten  Benennungen. 

Besonders  die  Engländer  haben  in  der  Invariantentheorie 
eine  grosse  Anzahl  von  Namen  eingeführt,  deren  Bedeutung 
man  wohl  kennen  muss.  Die  Erklärung  einiger  dieser  Ausdrücke 
ist  zwar  bereits  früher  gegeben  worden  oder  wird  später  wieder- 
holt werden;  wir  haben  aber  doch  geglaubt,  dass  es  dem  Leser 
erwünscht  sein  werde,  hier  eine  Zusammenstellung  derselben 
zu  finden. 

1.  Quantics  sagen  die  Engländer  statt  Formen, 
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2.  Concoinitante  nennt  Sylvester  eme  aUgemone  in- 
variante Bildung. 

3.  Evidente  Invariante  ist  die  Constante. 

4.  Eine  absolute  Invariante  ist  eine  rationale  gebrochene 
Invariante,  deren  Index  Null  ist. 

5.  Contra vari^inte  ist  eine  Bildung,  welche  die  Invarianten- 
eigenschaft hat,  wenn  die  in  ihr  enthaltenen  x  nicht  der  directen 
linearen  Transformation,  sondern  der  reciproken  unterliegen; 
d.  h.  eine  Bildung,  die,  mit  einer  Potenz  des  Transformations- 
moduls multiplicirt,  wieder  ztma  Vorschein  konmit,  wenn  man 
die  alten  Coefficienten  durch  die  transfbrmirten  ausdrückt  und 
diese  Ausdrücke  an  ihre  Stelle  setzt  und  statt  x^,  x^ 

JXi  =  +  A^^x^  —  Ä^ix'^, 

JX^  ==  -^12^1  "T  -^11^1 

schreibt.     Vergl.  §  1. 

ft.  Gemischte  (mixed)  (oneomitanten^  nennt  Sylvester  die 
Bildungen:  mit  zwei  Reihen  von  Yariabelen,  welche  die  Invarianten- 
eigenschaft  aufweisen,  wenn  die  einen  der  dixecten,  die  anderen 
der  reciproken  Transformation,  wie  in  5,  unterworfen  weiden. 
Diese  Formationen  werden  auch  genannt: 

7.  Zwischenfarmen  (Aronhold),  siehe  6  (Jder 

8.  Divarianten  (Salmon),  siehe  d. 

9.  Hyperdetcrminanten.  Diesen  Namen  hat  zuerst  Cayley 
den  Invarianten  gegeben. 

10.  dJ'ö^rcdjV'w/e  Grössen  heissen  2rwei  Reihen  von  Variabel en, 
die  denselben  linearen  Substitutionen  unterworfen  werden. 

tl.  Contragrediente  Grössen  dagegen  heissen  zwei  Reihen 
von  Variabelen,  mit  denen  lineare  Substitutionen  vorgenommen 
werden,  von  welchen  die  eine  reciprok  zu  der  anderen  ist. 

12.  Emananten.  Das  Resultat,  welches  sich  ergibt,  wenn 
man  femal  den  Aronhold' sehen  Process  an  der  Invariante 
einer  Form  f  ausführt,  hat  eine  Invariante  von  f  und  der 
Form  9?  zur  Folge,  deren  Coefficienten  durch  das  Aronhold' sehe 
Veriyiren  eingeftthrt  werden;  eine  solch»  Bildung  heisst  eine 
EnumanH  von  f  und  ^  (Cayley).     Vergl.  §  2, 

13.  Cont^nanf«^  sind  simultane  Invarianten  oder  Co  Varianten 
eines  Systems  von  Formen  gleichen  Grads,  welches  so  beschaffen 
ist,  dass  sich,  wenn  man  einen  Aronhold' sehen  Process  an  zwei 
seiner  Formen  ausführt,  als  Resultat  Null  ergibt.  Siehe 
Gordan,  Invariantentheorie,  2,  Leipzig  1887,  S.  70  und  weiter 
unten  §  5. 
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Mne  Gombinante  ändevt  sich  um  einen  Zahlenfactor,  wenn 
dem  System  der  gegebenen  Formen  ein  System  suhsUtmrt  wird, 
dessen.  Formen  lineare  Comhinationen  der  urspwiinglichen  sind. 

14.  Die  Evectante  (Cayley)  erhält  man,  wenn  der  Aron- 
hol dusche  Process  so  ausgeführt  wird,  dass.  eine  jede  Derivirte 
nicht  mit  dem  Coefficienten  hr  multiplicirt  wird,  der  denselben 
Index  hat,  wie  der  Coefficient,  nach  welchem  differenzirt  wird, 
sondern  mit 

(-ly-Xl-'-Xr^, 

d.  h.  also,  wenn  die  ^mme 

gebildet  wird,  in  welcher  die  «r  die  wirklichen  Coefficienten  der 
gegebenen  Form  von  der  n^^  Ordnung  sind,  und  J  eine  In- 
vaiiante  dieser  Form  bezeichnet 

15.  Die  Caialecticante  und  Canonizante  (Sj.Lvester).  Eine 
Form  von  ungerader  Ordnung  (2  m  —  1)  lässt  sich  immer  als 
Summe  von  m  Potenzen  von  Uneat-en  Formen 

«2  —  1  =  h,  (X^  -  a,X,y-^-'  H h  ftm  (^1  —  CC„,X2y"^-' 

ausdrücken. 

IHe  Gleichung,  von  welcher  die  Bestimmung  der  Coefficienten 
«1,  •  •  •,  «m  abhängt,  heisst  Canonizante.  Ist  die  Form  von 
geradem  Grad,  so  ist  eine  Darstellung  dieser  Art  nur  dann 
möglich,  wenn  eine  gewisse  Invariante,  welche  Catalecticante 
gefumnt  wird,  verschwindet.     Vergl.  §  8. 

16.  Lambdaique.  Eine  binäre  Form  von  gerader  Ordnung 
2  t«  lässt  sich  immer  als  Summe  von  w,  2w*^  Potenzen  linearer 
Formen  darstellen,  wenn  man  einen  Term  hinzunimmt,  welcher 
als  Factor  eine  gewisse  Invariante  A,  die  Wurzel  einer  Gleichung 
enthält,  deren  linke  Seite  eine  Determinante  ist:  Diese  De- 
terminante haben  Sylve&ter  und  Cajley  Lambdaique  genannt. 
Siehe  weiter  unten  §  8. 

17.  Syzygien  nennen  Einige  die  Beziehungen  zwischen  den 
invarianten  Formen  eines  vollen  Systems*    Siehe  §  6. 

18.  Schiefe  Formen,  forme  gobbe,  des  formes  gat*ches,  skew 
quantics  sind  invariante  Formen  von  ungeradem  Charakter^ 
d.  h.  solche,  für  welche  der  Exponent  X  derjenigen  Potenz  der 
Substitutionsdeterminante,  mit  wekher  sie  bei  der  linearen 
Transformation  multiplicirt  werden,  eine  ungerade  Zahl  ist. 
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19.  Sefninvarianten,  Peninvarianten  heissen  Formen,  welche 
zwar  die  Invarianteneigenschaft  besitzen,  aber  nicht  för  alle 
möglichen  linearen  Substitutionen,  sondern  nur  für  eine  Unter- 
gruppe der  vollen  Gruppe. 

Die  Seminvarianten  im  Allgemeinen  haben  untersucht: 
Cayley,  American  J,,  7,  15;  Quart,  J,,  19,  20;  Sylvester, 
American  J.,  5;  Perrin,  Soc.  math,  de  France,  11,  1873; 
d'Ocagne,  Cofnpt.  Rend,,  1886;  Deruyts,  Th.  des  formes, 
Bruxelles  1891;  Bull  de  Brux.,  1893—1894;  Mem,  de  Brux., 
1893;  Mem,  sav.  efrang,  Brux.,  1894,  etc. 

20.  Perpetuanten  sind  Seminvarianten,  welche  sich  nicht 
durch  eine  ganze  rationale  Function  mit  Hülfe  von  Seminvarian- 
ten niedrigeren  Grads  ausdrücken  lassen.  Siehe  Sylvester, 
American  J.,  5;  Mac  Mahon,  ib.,  7. 

21.  BezouUante,  Der  B^sultante  zweier  Formen  kann  man 
mittelst  der  Bezout' sehen  Methode  die  Form  einer  symmetri- 
schen Determinante  geben.  Siehe  S.  87  die  Determinante  B, 
Die  quadratische  Form  mit  n  Variabelen  (vergl.  §  10),  welche 
zu  Coefficienten  die  Elemente  dieser  Determinante  hat,  d.  h. 
also  die  quadratische  Form,  welche  B  zur  Discriminante  hat, 
heisst  Bezoutianie  der  beiden  Formen  (Sylvester).  Geht  man 
statt  von  der  Resultante  zweier  Formen,  von  der  Discriminante 
einer  einzigen  Form  aus,  so  erhält  man  auf  ähnliche  Art  die 
Bczoiitianie  einer  einzigen  Form,  Siehe  Salmon-Fiedler, 
Algebra  d,  linearen  Transf.  etc. 

22.  DiC  Beciprokunte.  Es  sei  y  eine  Function  von  x,  und 
y\  y'\  "  '  seien  die  Derivirten  von  y.  Eine  rationale  Function  B 
von  ?/,  ?/',  y'\  •  •  •  welche  sich,  wenn  man  y  mit  x  vertauscht, 
nur  \mi  einen  Factor  ändert,  der  rational  von  den  y\  y'\  •  •  • 
abhängt,  heisst  binäre  Beciprokante ,  Sylvester,  Messeng,  of 
Math.,  15;  Compt,  Bend.,  1885;  Hammond,  American  J,,  8, 
9,  10.  Ein  Beispiel  ist  die  Schwarz 'sehe  Reciprokante,  vergl. 
Kap.  9,  §  3.  Ausdehnungen  des  Begriffs  findet  man  bei  Elliot, 
Land,  Math.  Soc.  Proc,  17,  18,  19,  20;  Forsyth,  Phil.  Trans., 
1889  etc. 

Ist  B  rational  und  ganz,  so  ist  der  Factor,  um  den  B 
sich  ändert,  eine  ganze  Potenz  von  y\  Wenn  diese  Potenz  die 
nullte  ist,  so  ergibt  sich  die  absoluie  Beciprokante.  Die  totale 
Derivirtc  nach  x  einer  absoluten  Beciprokante  ist  wieder'  eine 
Beciprokanie,  lieber  weitere  Einzelheiten  siehe  F.  Meyer, 
Jahresber,  der  deutsch.  Math,'Verän.,  1,  S.  230  u.  ff. 
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§  5.     Specielle  invariante  Bildungen  für  binäre  Formen. 

Combinanten,   Besnltanten,   Discriminanten, 

HeB8e*8che  Determinanten. 

Die  Combi/nanten  sind  Invarianten  oder  Covarianten  eines 
Systems  von  Formen  gleichen  Grads  und  derart,  dass  sie  un- 
verändert bleiben,  wenn  man  eine  Vertauschung  zwischen  den 
Formen  des  Systems  vornimmt,  und  dass  ein  auf  zwei  Formen 
des  Systems  ausgeübter  Ar onhold' scher  Process  (§  2)  als 
Resultat  Null  ergibt. 

Eine  Combinante  ändert  sich  um  einen  constanten  Factor, 
wenn  statt  des  Systems  der  gegebenen  Formen  ein  anderes  System 
suhstituirt  unrd,  dessen  Formen  lineare  Combinationen  der  ge- 
gebenen mit  constanten  Coefficienten  sind. 

Jede  vmgerade  üeberschiebung  zweier  Farmen  gleichen  Grads 
ist  eine  Cofnbinante  dieser  Formen, 

Jede  Combinante  mehrerer  Formen 

/i  9»  ^»  •  •  • 

lässt  sich  immer  aus  einer  von  Urnen,  der  Fundamental- 
combinante,  ableiten.  Biese  letztere  hat  die  Gestalt  (Gordan, 
Math.  Ann.,  5): 

f{x),    (p{x),    t/;(x),    .. 

f{y),  9Qf)y  ^(^),  •• 
/*W»  9{^),  ^w»  •• 


Bezeichnet  man  mit 


(1)      (1)      (1) 
n        n.        n 

^(2)      m      ii) 


„(1) 


.(2) 


(p)    (p)    ip) 


.(P) 


bez.  die  wirklichen  Coefficienten  der  p  gegebenen  Formen,  so  ist 
jede  Combinante  der  Formen  eine  Function  der  Coefficienten,  in 
welcher  diese  letzteren  nur  in  Determinantenverbindungen,  wie 


auftreten. 

Pascal,  Bepertoriam.  I. 


«".<'.••■.<> 


18 
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Brei  quadratische  Formen  a|,  6j,  cl  haben  eine  eineige 
Combinantei 

(ab)  (ac)  (*c). 

Die  Combinanten  dreier  ctibischen  Formen  aj,  6j,  cj  sind 
sämmtlich  Covariant^n  und  Invarianten  von 

(ab)  (ac)  {bc)axbxCx' 

Nfiheres  über  die  Tbeorie  der  Ck)mbiiiaHte]i  &idet  man  bei 
Gordan,  Math,  Ann.,  5;  Brill,  ib.,  20;  Stroh,  ik,  22. 
Früher  hatte  sich  schon  Sylvester  mit  ihnen  besdiäfttagt, 
Cambr.  JhM.  math.  J.,  8,  1863  und  Betti,  Ann.  di  maU  (1), 
1,  1658,  der  das  System  der  dmraMeristiscken  DifferenUal' 
gMchungen  ftU*  die  Combinanten  fand. 

lieber  die  Beziehungen  zwisckeai  der  Theorie  der  Apolarität 
(§  9)  und  derjenigen  der  Combinanten  sohe  man  Brill,  Math. 
Ann.,  4,  S.  530  nach.       

Die  Hesultante  zweier  binären  Formen  haben  wir  schon  in 
Kap.  5,  §  4  definirt.  Sie  ist  eine  Invariante  der  beiden  binären 
Formen,  insbesondere  eine  specidle  Combinante. 

Wichtig  ist  dOT  folgende  Satz:  Wenn  die  Resultante  NM 
ist  und  daher  die  beiden  binären  Formen  eine  Wurzel  gemein- 
schaftlich haben,  so  verschwindet  für  diese  Wurzel  auch  die 
Functionaldetermifhante  der  beiden  Formen,  und  wenn  die  Ord- 
nungen der  beiden  Formen  gleich  sind,  so  werden  für  die.se 
Wurzel  auch  die  ersten  Derivirten  der  Functionaldeterminante 
gleich  Null. 

Ausser  den  in  Kap.  5,  §  4  angegebenen  Methoden  zur  Er- 
mittelung der  Eesultanten  gibt  es  noch  eine  andere,  die  speciell 
für  die  Theorie  der  Formen  wichtig  ist,  die  sogenannte 
Cayley'sche,  Crelle,  53: 

Wenn  f(x)^  9>(^)  ^ie  beiden  binären  Formen  von  gleicher 
Ordnung  sind,  so  betrachten  wir  den  in  x  und  y  symmetrischen 
Ausdruck 

F(x  u)  =  ^(^^y(y)  —  f(y)<p(x) 

Führt  man  die  hier' angezeigte  Division  aus,  so  Iftsst  sich 
F  sclireiben 
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Haben  f{x)^  9>{^)  ^u^  gemeiaschaftliche  Wurzel,  so  müssen 
die  CoefBcienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  ^| ,  y^  in  diesem 
Ausdruck  Null  sein;  man  erhält  mithin  die  Oleiehongen: 

^1         i   »—,—1        ^ 

^>^1^2  =0, 

^1  i     «  —  «—1  r\ 


folglich  muss  die  Determinante 

verschwinden.     Diese  Determinante  2?  nun  ist  die  Eesuiiani^. 

Eine  classische  Arbeit  über  die  Besultante  hat  Gordan, 
Math.  Ann.,  3  geliefert,  der  gerade  von  der  vorstehenden 
Cayley' sehen  Formel  ausgeht: 

Schreibt  man  F  in  der  symbolischen  Form 

so  zeigt  Gordan,  dass  die  Besultante  R  symbolisch  durch 

ausgedrückt  wird,  worin  i,  k  die  Werthe  0,  1,  •  •  •,  n  —  1  haben. 
Davon  ausgehend,  gelingt  es  ihm,  R  durch  TJeherschiehtmg  der 
beiden  gegebenen  Formen  unter  sich  zu  berechnen;  alsdann  dehnt 
er  dieselbe  Methode  auch  auf  den  Fall  aus,  in  weldiem  die 
beiden  gegebenen  Formen  mdht  von  derselben  Ordnung  sind. 

Aus  dieser  Gor  dänischen  MeÜiode  ergibt  sich  auch  das 
Mittel  nur  Feststellung  der  invarianten  Bedingungen,  unter  denen 
zwei  binäre  Formen  zwei  oder  mehrere  Wurzehi  gemeinschaft- 
lich haben: 

Die  mvarianten  Bedingungen,  damit  zwei  binäre  Formen 
zwei  Wurzeln  gemeinschaftlieh  haben,  lassen  sieh  nicht  durch 
Kwei  Invarianten,  sondern  nur  durch  eine  (Jovanafde  aasdrücken; 
denn,  da  die  verschiedenen  CoefficievUen  dieser  Covariante  Null 
sein  müssen,  so  ist  es  nicht  möglich,  aus  diesen  Coef&cienten 
zwei  verschiedene  Gombinationen  zu  bilden,  weldie  die  Form 
von  Invarianten  haben. 

18* 
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Gordan  nannte  diese  Covariante  6;  sie  hat  die  Gestalt 
ö  =  YJiriVk)  (siSk)  ri:cSix,     (h  A:  =  0,  1,  •  •  •,  n  —  2) 

ik 

und  ist  von  der  Ordnung  2»  —  2. 

Aehnlich  bestehen  die  Bedingungen,  damit  die  beiden  binären 
Formen  drei  Wurzeln  gemeinschaftlich  haben,  in  dem  Ver- 
schwinden einer  Covariante  <P  mit  zwei  Variabelenreihen: 

O  =  iJirirk)  (siSk)  rixViySixSiy,     (i,  Ä:  =  0,  1,  •  •  •,  «  —  3). 

ik 

Sie   ist   in    Bezug    auf  jede   Variabelenreihe   von    der   Ordnung 
2n  —  4,  u.  s.  w. 

Die  folgenden  Resultate  sind  bemerkenswerth:  Die  Resul- 
tante R  lässt  sidi  als  (2«  —  2)**  Ueberschiebung  der  Covariante 
S  und  der  Covariante  r*~  s^~  darstellen,  welche  bis  auf 
einen  Factor  die  Functionaldeterminanle  der  beiden  gegebenen 
binären  Fortnen  ist;  es  iM  dann 

7?  =  (e,(/;9,))2«-2      (Gordan). 

Aehnlich  lässt  sich  S  durch  lieber  Schiebungen  der  defnentareti 
Corarianten  (§  3)  vofi  O  über  die  elementaren  Covarianten  von 
F  ausdrücken.     Pascal,  Ann.  di  mat,  (2),  16,  S.  85. 

Die  invaria/ntefi  Bedingungen,  damit  die  beiden  binären 
Formen  drei  Wurzeln  gemeinschaftlich  haben,  bestehen  in  dem 
identischen  Verschwinden  der  Covari<inte  6  und  der  Invariante, 
welche  die  letzte  der  elementaren  Covarianten  von  O  darstellt, 
(L  h.  der  Invariante,  welche  symbolisch  durch  ((p^^)*"— ^  aus- 
gedrückt  wird,  wenn  O  die  symbolische  Gestalt  ^^J^~  (P^**""*  hat. 
Dieser  Satz  ist  von  E.  Pascal.  Sein  Beweis  befindet  sich  in 
der  oben  citirten  Arbeit  und  ein  zweiter,  von  demselben  Autor 
mitgetheilt,  auf  S.  3  einer  späteren  Abhandlung  von  Berzolari, 
Ann.  di  mat.,  19,  in  welcher  man  auch  eine  Ausdehnung  des 
Theorems  auf  den  Fall  von  4  gleichen  Wurzeln  und  von  n  =  5 
und  die  entsprechenden  Rechnungen  findet. 

An  diesem  Satz  ist  bemerkenswerth,  dass  die  neue  Relation 
zwischen  den  Coefficienten,  welche  in  Verbindung  mit  0  =  0 
die  Bedingung  liefert,  unter  welcher  die  beiden  binären  Formen 
drei  gleiche  Wurzeln  haben,  sich  in  die  Form  einer  Invariante 
bringen  lässt.  Diese  Form  erhält  man  z.  B.  nicht,  wenn  man 
von  der  Bedingung  für  die  Gleichheit  ein^  Wurzel  (R  =  0)  zu 
den   Bedingungen   für   die   Gleichheit  zweier  Wurzeln   übergeht. 
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Mit  der  Covariante  S  zweier  binärer  Formen  f^  q>  gleichen 
Grads  befasste  sich  auch  Kyparissos  Stephanos,  Arm.  ic, 
norm,,  (3),  1,  1884,  welcher  bewies,  dass  sie  die  einzige  Form 
(2w  —  2)*®**  iS^rads  ist,  deren  n*®  Ueberschiehungen  mit  den  ge- 
gebenen Formen  identisch  verschwinden. 

Daraus  ergibt  sich  leicht,  dass  sich  n  —  1  binäre  Formen 
von  der  Ordnung  n  als  lineare  Combinaiionen  der  (n  —  2)**" 
partiellen  Derivirten  einer  bestimmten  binären  Form  der  {in  —  2)**° 
Ordnung  ausdrüdccn  lassen,  und  dass  diese  letztere  Foim  die 
Covariante  S  in  Bezug  auf  die  beiden  Formen  w**'  Ordnung 
ist,  welche  die  zu  den  n  —  1  gegebenen  Formen  apolare 
Schar  bilden  (§  9).  Siehe  Berzolari,  Äcc.  Napöli,  1891. 
lieber  den  Fall  w  =  3  vergl.  Hermite,  Crelle,  57;  Clebsch, 
Grelle,  67;  Gundelfinger,  Math.  Ann.,  7;  für  n  =  4:  Linde- 
mann-Clebsch,  Vorles.  über  Geom.,  1,  S.  900.  Siehe  femer 
auch  Friedrich,  Diss.,  Giessen  1886  und  E.  Meyer,  Diss., 
Königsberg  1888. 

üeber  die  Ausdehnung  des  Theorems  auf  die  temären 
Formen  sehe  man  §  11  nach. 


C leb  seh  hat  eine  Methode  zur  Ermittelung  der  Resul- 
tante einer  quadratischen  Form  und  einer  Form  beliebiger 
Ordnung  angegeben,  Crelle,  59  und  Theorie  der  bin.  Formen, 
S.  84;  diese  Methode  wurde  später  von  E.  Pascal  auf  den 
Fall  einer  cubischen  und  einer  beliebigen  Form  ausgedehnt, 
Giorn.  di  Batt.,  25,  1887. 

üeber  die  Covariante  S  (siehe  oben)  bez.  einer  quadratischen 
und  einer  beliebigen  Form  sehe  man  C  leb  seh.  Binäre  Formen, 
S.  91  u.  ff.  nach  und  über  die  Bedingungen,  unter  denen  eine 
Form  eine  andere  von  geringerer  Ordnung  zum  Factor  hat, 
Igel,   Wiener  Berichte,  1880. 


Die  Discriminante  einer  binären  Form  ist  ihre  Resultante 
mit  ihrer  ersten  Derivirten.  Sie  ist  eine  Invariante  (2n  —  2)^** 
Grads  in  den  Coefficienten  der  gegebenen  Form  und  stellt,  wie 
man  weiss  (Kap.  5,  §  4),  gleich  Null  gesetzt,  die  Bedingung  dar, 
unter  welcher  die  Form  wenigstens  eine  doppelte   Wurzel  hat. 

Die  Discriminante  einer  Form  ist  offenbar  der  letzte 
Coefficient  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Quadrate  der 
Differenzen  zwischen  den  Wurzeln  der  gleich  Null  gesetzten 
gegebenen  Form  sind,    (üeber  die  Gleichungen  für  die  Quadrate 
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der  Differenzen  zwischen  den  Wurzeln  si^e  8.  82.)  Den  vor- 
letzten Coefficienten  hat  Perrin  Subdiscrimimmie  genannt, 
J.  de  matk,,  (4),  20. 

Die  Resultante  sowie  die  Discriminante  genügen  gewissen 
partiellen  Differentialgleichungen,  welche  von  Brioschi,  Cr  die, 
53  und  Gordan,  Gott.  Nachr.,  1870  aufgestellt  wurden. 


Eine  andere  wichtige  invariante  Bildung  einer  hinären 
Form  ist  ihre  Hesse' sehe  Determinante:  sie  ist  die  zweite 
üeberschiebung  der  Form  mit  sich  selbst  (§  2). 

Das  identische  Verschtvindefi  der  Hesse' sehen  Determinante 
ist  die  nothtcendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  die  binäre 
Form  eine  genaue  Potenz  einer  linearen  Form  sei.  Dieser  Satz 
ist  ein  specieller  Fall  des  Theorems  auf  S.  53. 


§  6.    Volle  Systeme  invarianter  Formen. 

Jede  Invariante  oder  Covariante  einer  Covariante  ist  auch 
Invariante  oder  Covariante  des  Grundsystems. 

Jede  invariante  Form  eines  Grundsystems  von  Formen  lässt 
sich  stets  durch  successive  Anwendung  des  Ueberschiebungsprocesses 
bilden.     Gor  dänisches  Theorem. 

Wenn  ein  System  von  einer  oder  mehreren  Urformen 
gegeben  ist,  so  gibt  es  immer  eine  endliche  Anzahl  von  In- 
varianten und  Covarianten,  durch  welche  sich  jede  andere  in- 
variante Form  des  Systems  als  ganze  rationale  Function  aus- 
drücken lässt.  Gor  dänisches  Theorem,  Cr  eile,  69;  Math.  Ann.,  2; 
siehe  auch:   Ueber  das  Formensy stein  bin.  Form.,  Leipzig  1875. 

Die  Gesammtheit  dieser  Invarianten  und  Covarianten  bildet 
das  sogenannte  volle  System. 

Die  Anzahl  der  Formen  des  vollen  Systems  kennt  man 
a  priori  nicht.  Eine  obere  Grenze  dafür  hat  Gordan  auf- 
gesucht, Journ.  de  Liouville,  1879. 

Das  vorstehende  Theorem,  das  den  Namen  Gordan's  trägt, 
hatte  schon  Cayley  fär  den  Fall  einer  Urform  von  einer  Ord- 
nung, die  gleich  oder  kleiner  als  4  ist,  gekannt  und  formulirt. 

Andere  Beweise  als  den  Gor  dänischen  für  die  Endlichkeit 
des  Invariantensystems  einer  Reihe  binärer  Formen  haben 
Hertens,  Grelle,  100;  Wiener  Berichte,  98,  1889  und 
Hubert,  Math.  Ann.^  33  gegeben.    Später  wurde  das  Theorem 


§  6.    Volle  Systeme  invarianter  Formen.  ^9 

auch  auf  andere  als  binäre  Formen  ausgedehnt.  Vorzüglich  sind 
hier  die  bemerkenswerthen  Untersuchungen  von  Hubert  zu 
nennen,  dessen  hauptsächlichste  Arbeit  in  den  Math,  Ann.,  36 
enthalten  ist.  Für  binäre  Formen  mit  mehreren  Variabelenreihen 
findet  man  einen  Beweis  bei  Peano,  Acc.  Torino,  1881 — 82, 
S.  73.    Weitere  Angaben  siehe  §  10. 

Die  Anzahl  der  Cavarianfen  J  vom  m*^  Orad  und  der 
^ten  Ordnung  einer  Form  der  «*""*  Ordnung  ist  der  Anzahl  der 
Covarianten  vom  n^^  Grad  und  der  p^^  Ordnung  einer  Form 
der  m^^  Ordnung  gleich,  Bas  Umkehrungstheorem  von  Her  mite, 
Camhr,  Dubl  math.  J.,  9,  1854,  S.  172.  Dieses  Theorem  hat 
Deruyts,  Brux.  Butt.,  (3),  22,  1891  auf  ultrabinärc  Formen 
ausgedehnt;  vergl.  auch  Gordan,  GöU,  Nachr.,,  1897. 

Wir  geben  noch  das  Brioschi'sche  Theorem,  Sitzungs- 
berichte der  physikalisch-medicinischen  Societät  zu  Erlangen,  1895, 
S.  116;  Compt.  Bmd„  1895  an: 

Wenn  zwei  binäre  Formen  einen  gemeinschaftlichen  linearen 
Factor  haben,  so  lässt  sich  eine  beiden  simultane  Covariante  von 
den  Criaden  p  und  q  und  der  Ordnung  m  durch  die  Invarianten 
und  Covarianten  derjenigen  Formen  ausdrücken,  welche  man  aus 
deti  gegehmen  durch  Ausscheidung  des  gemeinsamen  Factors 
erhält,  Ueber  die  Anwendung  dieses  Theorems  siehe  Brioschi, 
Acc.  Torino,  1896.    Vergl.  auch  Lüroth,  Erl,  Ber„  1896. 


Volles  System  für  eine  Gesammtheit  linearer  Formen, 
Jede  Covariante  oder  Invariante  eines  Systems  linearer  Formen 
«xj  ^x,  •  •  •  setzt  sich  aus  Aggregaten  von  Factoren  der  folgenden 
drei  Typen  zusammen: 

1.  Invarianten  vom  Typus  (a6),  •  •  •, 

2.  Covarianten  vom  Typus  aje,  6x,  «y,  by,  •  •  •, 

3.  Covarianten  vom  Typus  (xy),  •  •  •. 

Volle  Systeme  einer  und  mehrerer  quadratischer 
Formen.  Das  volle  System  einer  quadratischen  Form  al  besteht 
aus  der  Covariante  a|  und  der  Invariante  (aa^y  (I>iscriminante). 

Die  Discriminante  {aa'Y  hat,  durch  die  wirklichen  Coeffi- 
cienten  ausgedrückt,  die  Gestalt  2(aQa^  —  a^^. 

Das  volle  System  zweier  quadratischer  Formen 

f=al,  (p  =  bl 
besteht  aus: 
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v/  =  (««')*,  A,,,  =  {bby 


1.  den  beiden  Formen  seihst, 

2.  den  Discriminanten 

der  beiden  Formen, 

3.  der  Invariante 

Äftp  =  (aty  =  a^b^  +  o^fco  —  ^^hhi 

4.  der  Functionaldetermin<inte  der  beiden  Formen 

^  =  (ab)aa:b:c  =  («o^  — «i^)^!*  +  («o  ^2  — «2  ^0)^1^2  + 

+  (aib^  —  aih)  ^in- 
zwischen diesen  Formen  besteht  die  Beziehung 

»«  =  -  i  (^/V-  ^Ay,,f<p  +  Ä^^f^. 

Ist  d^  identisch  Null,  so  sind  f  wnd  q>  proportiotml  zu  einander. 
Wenn  AfjA.^i^  —  A?j^  identisch  Null  ist,  so  haben  die  beiden 
Formen  einen  gemeinschaftlichen  Factor,  d,  h,  Ä/fÄ,pfp  —  Ä/tp 
ist  die  Besultnnte  der  beiden  quadratischen  Formen. 

Das    volle   System   von   drei   oder   mehreren   quadratischen 
Formen 

f=al,    ip  =  bl,    t/;  =  f|,  •.. 
besteht  aiis: 

1.  den  n  Fortnen  selbst, 

'?  -4/'/'?  ' '  't 


2.  den  ^    J*       Formen  A//^  A^tp^ 


3.  den  — quadratiscihen  Covarianten 

(/;  qp)  =  <9yy,     (/;  tf;)  =  O/^,    . . ., 

4.  den  \n{n — l)  (w  —  2)  Invarianten  vmn  Typus 

^ »   ^2 »   ^2 


^/<prp  =  ((/;  9),  t/^)  =  (««')  («C)  (&C)  = 


Im  Ganzen  sind  es  ^n(n^  -^  3n  -{-  S)  invariante  Formen 
mit  Einschluss  der  gegebenen, 

I>ie  Beziehungen  zwischen  diesen  Formen  lauten  mit  Aus- 
nahme der  oben  bereits  angegebenen,  welche  für  die  Covarianten 
von  nur  zwei  Formen  gilt: 


2Bf^p^  = 


^//»    4/7'    ^/*P 

^rf^  '^*f><p^  -^yv 


§  €.    Voll«  Srstem«  iaTamater  Farmtm. 
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0, 


-4fr '^   -4ff^   *'f/^'»    /^ 
-^f/'»  -^ff  -^^'t  V    ^, 
-^%r/?  -^%ff>i  *'4%Mri  ^ 

Bf^^f=  Äff 9^^  +  Af^^^f  -p  Af^^f^. 

Zwischtn  dm  iMranantrm   txm   iw*  orffr  /•»it/'  Fhfinm  bf^ 
st^en  ausserdfm  dir  Rffatkmcn: 


V/^    ^/yi 


-4/„,  jf 


'/x 


-^/'    -^/»T'    -^<<^>    -^jT 

A^Pfy        A^^^        Ä^p^f,^         A^Jf 


0, 


A'/'  -At»  -^*P'  -A/  1 

worin  p  specieü  auch  die  Fonn  x  sein  kann;  fn^rr: 

Mfkf  andere  ihnen  ähnliche. 

Für   die   Invarianten    ron   sech^   Formen   hat    man    ansser 
alleti  torstehenden  noch  die  Bexiehungen: 


222, 


Rroa  = 


yv^-^/C« 


V/7    *Vp)    -A/<y 


-^9/1    -^^^7    Äif,a 
A^ffj^y    "^^C-)    •"V" 

2>if   Covarianten   von   vier   oder  mehr  Forfneti   sind   unter 
anderen  an  die  Bedingungen  gebunden: 


^^/H'^^'X 


2^f,pMtp^PQ  = 


Äf,^.,   A^ 


'f/y 


V(> 


,  '«P»        X^        9 
fRipxpx  —  q>Bxpj^f  +  '^ItxfH^  —  X-ß/y^  ■=■  ^' 
fR<pxpx  =  Af^%^ij^  +  Afyp^xfp  +  -4r/^9^- 
Das    Verschwinden    der    Invariante     J2,     welche    zu    drei 
quadratischen   Formen  /,   9,   i/;   gehört,   hat   die   folgende   geo- 
metrische Bedeutung: 
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Wenn  Bf,f.y,  identiscfi  NtUl  ist,  so  gehören  die  drei  Paare 
von  Punkten,  welche  die  Wurzeln  der  drei  gleich  NuU  gesetzten 
quadratischen  Formen  darstellen,  derselben  Involution  (siehe  Bd.  2, 
Kap.  l)  an  und  umgekehrt,  Ueber  die  geometrischen  Inter- 
pretationen der  Invarianten  und  Covarianten  quadratischer 
Formen  siehe  Bd.  2^  Kap.  2. 


Volles  System  der  cubischen  Formen.    Das  volle  System 
Ix'  =  •  •  •  setzt  sidi  zusammen  cms: 


dei'  Form  f  =  al  =  aj^  =  •  > 

1.  f. 

2.  z/  =  (aayojra^  =  2 


«0» 

Ol,  a 


2  1  ^1  ^2 


3.  R  =  {Jjy  =  {aay  (a'' a'y  {aa"^  (a'a")  = 

=  2{4(aoa8  — a^^  («i««  — V)  —  («o«8  — öi«?)^» 

4.  ^  =  (az/)  ajz/,  =  (aaj  {a  a"^  a^^a^^  = 

=  («oX  —  SfloOiO,  +  2a{^)x^^  + 

+  3  (aofliö^  —  2  «oa^^  +  a^^ag)  x^^x^  — 

—  3  (aoöjflj  —  2aiX  +  «lO^iV  — 

—  («003^—  3  öl  o^a,  +  2a^^)x^\ 

J,  B^   Q  heissen  bezüglich   die  Hesse' sehe  Determinante, 
die  Discriminante  und  die  Functiofialdeterminante, 
Sie  sind  an  die  Beziehung  gebunden: 

2e«  +  z/»  +  i2/-*  =  0. 

Die  Discriminafite  von  f  ist  bis  auf  einen  constanten  Factor 
der  Discrimiminte  von  J  d.  h,  R  gleich.  Für  R  =  0  haben 
f  und  A  einen  dojypelten  linearen  Factor,  der  für  beide  derselbe 
ist;  Q  wird  dann  getiau  der  Cubus  dieses  linearen  Factors. 

Ist  A  identisch  Null,  so  wird  f  genau  der  Cubus  einer 
linearen  Form. 

Die  Punkte,  tc eiche  die  Wurzeln  von  f=0  und  Q  =  0 
darstellen,  sind  drei  Paare  von  Punkten  in  Involution  (Bd.  2, 
Kap.  l),  von  denen  die  Doppelpunkte  durcJi  die  Wurzeln  von 
J  =  0  dargestellt  weiden. 

üeber  andere  geometrische  Deutungen  vergl.  Bd.  2,  Kap.  2. 

Die  zweite  Ueberschiebung  von  f  und  A  verschwindet  identisch. 

Die  dritte  Ueberschiebung  von  f  mit  Q  ist  gleich  R. 
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Die  inv(nrianim  Büdimgen  der  eubisd^en  Farmen  der  Schar 

werden  rational  durch  die  von  f  miitdst  der  Formeln  ausgedruckt'. 
Alf,  =  0  •  J, 
Ri^  =  0*R, 

worin     S  =  k^  -\-  —  (i^     ist. 

Das  System  einer  cubischen  binären  Form  war  schon 
Cayley  und  Sylvester  bekannt.  Näheres  findet  man  in  den 
Werken  von  Clebsch  und  Gordan,  die  am  Ende  des  §  2 
citirt  wurden,  üeber  die  sogenannte  invariante  Lösung  der 
Gleichung  S*«**  Grads  siehe  S.  127  u.  ff.  des  Clebsch'schen 
Buches.  Eine  Methode,  um  eine  beliebige  invariante  Bildung 
einer  binären  cubischen  Form  durch  die  Bildungen  des  vollen 
Systems  auszudrücken,  findet  man  bei  Pascal,  Bend.  Acc, 
Napoli,  1887. 


Volles  System   einer  quadratischen  und   cubischen 
Form.  —  Das  volle  System  t'on 

f=al  =  aL^  =  '", 

<p  =  6j  =  &;»  =  ... 

bilden: 

1.  die  fünf  Invarianten 

^// =(««')'.     Äj^  =  iJjy,     A,j  =  {aÄ)\ 
F=(apy,     M  =  —  {9py; 

2.  die  vier  linearen  Covarianten 

3.  die  drei  quudratiscfien  Covarianten 

4.  die  drei  cubischen  Covarianten 

9,     Q  =  (bJ)biJr,     0  =  (a6)a,62. 

Im  Ganzen  sind  es   15  Formen.     Die  Bezeichnungen   sind 
Gordan  entnommen,  die  von  Clebsch  weichen  etwas  von  ihnen  ab. 
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Zwischen  den  fünf  Invarianten  besteht  die  Beziehung 

—  2M^  =  ÄffL^  —  2AfjF .  L  +  AjjF\ 
warin 

X  =  I  { AffAjj  —  A%  \     ist 

Die  Invariante  L  ist  die  Discriminante  von  0, 
Andere  Relationen  sind: 

r^  =  z/X  —  j  p^Ajj^  worin  L  den  oben  angegebenen  Werth  hat, 
s^  =  —  eM—\p^L, 

Die  Form  0  kann  man  attch  statt  durch  die  Ueherschiehu/ng 
(f,^)  durch  die  Ueherschiebung  (tp^p)  ausdrucken,  also 

0  =  (/*,  J)  =  (g?,  p)     setzen. 

Die  Resultante  von  f  und  (p  wird  durch  die  Fundamental- 
invarianten mittelst  der  Formel 

(Result.)  =  F —  2A/jA/f    ausgedrückt. 

Das  volle  System  einer  quadratischen  und  einer  cubischen 
Form  haben  Salmon  und  Clebsch  behandelt,  lieber  den  Fall, 
in  welchem  statt  der  cubischen  Form  (p  die  Form 

Xip  +  t^Q 

substituirt  wird,  siehe  Clebsch,  Cr  eile,  68  und  Theorie  der  bin. 
Form.,  S.  212. 

Volles  System  zweier  cubischen  Formen.  Das  System 
vofi  f=al  =  ax^=  •  •  •,  tp  =  bl  =  bx^  =  "  '  besteht  aus  dm 
folgenden  26  Formen: 

1.  sieben  Invarianten 

Ajj,  Af^f^,  AjfT^  Aje,  Af^ei 

J={f^)\     Ä  =  (z/F)  (F0)  (^0); 

2.  sechs  linearen  Covarianten 

i^,p),  i^,^),  (f^,p),  (^,  Jf); 

3.  sechs  quadratischen  Covarianten 

■^  =  (/;  f)\  "  =  (<p,  9)*,  ö  =  (/;  9,)^ 

(Jr),iQ,q>y,iK,fy; 
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4.  sechs  mbischen  Covarianten 

(/•,r),  (9,^); 

5.  einer  hiquadratischen  Cavaricmte 

Eine  sehr  einfadie  Crrundbejnehung  zwischen  ihnen  lautet 
Die  Discriminante  von  6  ist 


Äßß  =  Aj^  — 


iiml  ferner  ist 


(/;^)=(r,rX 

2Sl  =  (p,  7t). 
Zwischen  den  sieben  Invarianten  gibt  es  die  beiden  Relationen 
Ajj^  Aßj,  Af^j 


2^2  = 


Aj 


et 


^99) 


Art 


AjTt  Aß  Fl  Af^p 

worin  Aßß  den  oben  angegebenen  Werth  hat,  und 

4/51  =  {AjjAf^f^  —  AfTjAjfr)  — 
—  4  {AjßAßf  —  AßßAjf^\ 

Die  Resultante  von  f  und  fp  ist 

(Result.)=  2751  —  2/3. 

Man  glaubte  früher,  das  System  der  zwei  cubischen  Formen 
sei  aus  28  Formen  zusammengesetzt;  siehe  z.  B.  C  leb  seh, 
Binäre  Formen,  Leipzig  1872;  später  fand  man,  dass  zwei 
lineare  Covarianten  zu  viel  aufgeführt  sind,  weil  sie  sich  rational 
durch  die  anderen  ausdrücken  lassen;  siehe  Sylvester,  Swr  le 
vrai  nomhre  des  coiariants  fondamerUaux  d'un  systdme  de  deux 
cubiques.  Compt.  Rend.,  1879,  2.  Abth.,  S.  828;  D'Ovidio  und 
Gerbaldi,  Acc.  Torino,  1880. 

Es  lassen  sich  noch  andere  lineare  Covarianten  bilden, 
welche  durch  diejenigen  des  Systems  ausgedrückt,  die  folgende 
Gestalt  haben: 
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(9,^«)»=(l.,z/), 

-  (9, ^pY  =  (A  ^*)*  =  A^FP  -i-  {Äse  +  ^J")^  -  J  {r,  p), 

(9,  Ä*)^  =  ^^^  j}  +  ^,^  ^  -(-  /  (^^  ^). 

IFmn  Ä  =  0  15^,  ohne  dass  die  Unterdeterminanten  zweiten 
Grads  der  Determinante,  durch  weldie  51*  (siehe  oben)  dar- 
gestellt wird,  verschwinden,  so  gibt  es  eine  lineare  ConMnaiion 
von  f  und  q> 

die  der  vollständige  Cuhus  der  linearen  Covarianten  p  oder  n  ist, 
welche  letzteren  alsdann  bis  auf  einen  Factor  zusammenfallen; 
und  umgtkd^. 

Wenn  alle  Minoren  zweiten  Grads  der  Determinante,  durch 
welche  Sl^  ausgedrückt  wird,  und  miüiin  auch  Sl  selbst,  NuU 
sind,  alsdann  ist  entweder  q>  vom  Typus  /*+^ö>  ^-  ä-  ^'^ 
Covariante  von  f,  oder  f  und  q>  sind  vollständige  Guben,  In 
beiden  Fällen  sind  p  und  n  identisch  Null 

Das  System  dreier  cubischer  Formen  hat  v.  Gall,  Math. 
Ann.,  45,  1894  behandelt. 

Untersuchungen  über  das  System  beliebig  vieler  cubischer 
binären  Formen  hat  Peano  angestellt,  Acc.  Torino,  1881  —  82, 
S.  580. 


Volles  System  einer  biquadratischen  binären  Form, 
Das  volU  Sffsiem  von 

f=ai  =  a:'  =  '' 

seist  sich  zusammen  aus: 
1.  zwei  Invarianten 

i  =  (aa')*  =  2(ao«4  —  ^^^3  +  ^V), 
;  =  (/;  Hy  =  {aaj  (aa^J  {a  aj  - 

6       Oj,   flfg     «3 

Oj,  «3,  a^ 
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2.  zwei  biguadratischen  Covarianten 

f    und 

+  2  {a^a^  —  a^a^)  x^^x^  +  {a^a^  +  20103  —  Za^^)x^^x^^  + 
-f  2  («la^  —  ojcis)  jTiaJa*  +  (0,0^  —  «j*)  rCj^ } ; 

3.  einer  Covariante  der  ß^^  Ordnung 
T={f,  ff)  =  {aaj  {a"a)alaLa:'  = 

=  (V«8  —  ^«0«l«2  +  2öi«)  V  + 

+  K*«4  +  2aoai03  —  ^a^a^^  +  eai'a,)«!*^«?^  + 
+  5  (ao«i«4  —  3flo«««3  +  2ai*ag)  V V  + 
+  10  {a^^a^  —  flo  V)  Ä'i  V  + 
+  5  (—  000304  +  SoiOgO^  —  2oi  V)  W  4- 
+  (9o4Ö2^  —  a^a^  —  2010304  —  «03*0,)  x^x^^  + 
+  (3020304  —  0104*—  203«)  V- 

Die  Formen  H  und  T  bezeichnet  Gordan  mit  J  vaid  t 
Sie  sind  mit  /",  i^  j  durch  die  Beziehung  verbunden: 

Nennt  man  die  drei  Wurzeln  der  cnbischen  Gleichung 

Ä  =  «*  —  -|«—  8=0     (Eesolvente) 
m,  m',  m"  und  setzt 

H-^mf 2y«, 

if  +  m7  =  -  2,f;>, 

SO  ist 

Die  drei  quadratascfaen  Formen  9,  ^,  x  ^^^tzen  die  be- 
merkenswerthe  Eigenschaft,  dass  jede  von  ihnen  die  FuncHonal- 
determinante  der  beiden  anderen  ist: 

W3:)  =  — ^ — 9» 
G:^  9)  = 
(9,  ^)  = 


2 

f»"  —  m 

2 
m  —  w' 


288     Kapitel  XII.    Die  Invariantentheorie  der  algebraischen  Formen. 
I>ie  Discriminante  von  f  lautet 

Dieser  Ausdruck  ist  auch  der  Discriminante  der  cubischen 
Gleichung  Ä  =  0  äquivalent. 

Die  Besidtaniü  van  f  tmd  H  ist  bis  auf  einen  ZaMenfactor 
dem  Quadrat  der  Discriminante  von  f  gleich. 

Wenn  die  Discriminante  von  f  verschunndet,  so  hat  f  einen 
doppelten  Factor,  der  auch  für  H  doppelt,  für  T  aber  fünffach  ist 

Wenn  sich  f  und  H  um  einen  constanten  Factor  unter- 
scJieiden,  dann  und  nur  dann  ist  f  das  vollständige  (Quadrat 
einer  Form  zweiter  Ordnung, 

Ist  H  eine  genaue  vierte  Potenz,  ohn^  identisch  zu  ver- 
scfimnden  (i  =  0,  i  ^  0),  so  hat  f  dnen  dreifachen  Factor; 
hat  umgekehrt  f  einen  dreifachen  Factor,  so  ist  H  eine  genaue 
vierte  Potenz  und  i  =  0,  ^*  =  0.  Alsdann  wird  T  die  genaue 
sechste  Potenz  des  Factors,  der  in  f  drdfacJi  auftritt, 

Verschunndet  H  identisch,  so  ist  f  die  genaue  vierte  Potenz 
ein^  linearen  Ausdrucks  und  umgekehrt;  in  diesem  Fäll  sind 
offenbar  T,  i,  j  gleich  Null, 

Die  dritte  Ueberschiebung  von  f  und  H  versctimndet  identisch. 

Die  vierten  üeberschiebungen  von  f  mit  T  oder  von  H  mit 
T  sind  identisch  Null, 

Die  ztveite  Ueberschiebung  von  T  mit  sich  selbst  hat  den 
Werth^ 

(T,  Xy  =  -  j^  [iB^  -  2jHf  +  ^'  /•»)  . 

Die  vierte  Ueberschiebung  von  T  über  sich  selbst  ist 
identisch  gleich  Null. 

Die  sechste  Ueberschiebung  von  T  mit  sich  selbst  lautet: 

Die  Invarianten  der  zusammengesetzten  Form 


sind: 


ix^ 3Jsi,   U-,  -  6j%  =  Ä«(t»  -  6/), 
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wonn 


si  =  i'- ;- 1(1*  -  -^-  ^» 


ist. 


üeber  die  geometrische  Bedeutung  der  Invarianten  und 
C  Ovarianten  der  biquadratischen  Form  siehe  Bd.  2,  Kap.  2. 

Die  invariante  Lösung  der  biquadratischen  Gleichung  wird 
in  dem  Werk  von  C  leb  seh,  S.  154  u.  ff.  besprochen. 


Volles  System  einer   quadratischen  und  biquadra- 
tischen  Form.  —  Es  sei 

fp  =  hi  =  K*  =  *''. 

Das  volle  Systcfn  besteht  dann  aus: 

1.  sechs  Invarianten 

i,  j,     (siehe  oben) 

D  =  (««% 

A  =  {aby  (a'by  =  (1^;a)^ 

B  =  [aHy{aHy  =  (2ay, 

^  =  (^3:)(^«)(zö)  =  (^«)'; 

2.  sechs  quadratischen  Covarianten 

f,  t  =  (a?»)*fc|,  x^iaHyni, 

3.  fünf  hiquadrafischen  Covarianten 

L  =  iba)bla,,   M^iHa)HUx,   K=>  {'^H)^^Bl; 

4.  einer  Covariante  sechsten  Grads 

im  Ganzen  18  Formen, 

Sie  sind  an  die  Belatian  gebunden: 

D,         A,  B 

i_A,jJ)     JA        iE         i^n 
^'     Ü      '      3'     3  6    "T"    18 

Die  Resultante  von  f  und  g?  hat  die  Form 

(Result.)  =  Jl^  —  ABB  +  |i2)l 


Pascal,  Repertoriom.  I. 


19 
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Wenn  C  verscJucindet  und  nur  in  diesem  Fall,  gibt  es  eine 
quadratische  Form  g  derart,  dass  sich  q>  als  quadratische  Function 
van  f  und  g  ausdrücken  lässt.  Mit  diesem  vollen  System  haben 
sich  Bessel  und  Harbordt,  Math,  Ann.,  1  und  Brioschi, 
ib.,  3  beschäftigt. 

Das  System  einer  cuhißchen  und  hiquadratischen  Form  wurde 
von  Gundelfinger  behandelt,  Programm,  Stuttgart  1869; 
Sylvester,  Compt.  Jtend,,  1878   reducirte  es  um   drei  Formen. 

Es  besteht  nach  dieser  Beduction  aus  61  Formen: 

1.  zwanzig  Invarianten, 

2.  fünfzehn  linearen  Covarianten, 

3.  zehn  quadratischen  Covarianten, 

4.  acld  cubischcn, 

5.  fünf  biquadratischen, 

6.  ztvci  Covarianten  vom  ö*®"*  und 

7.  einer  vom  6**°  Grad, 

Die  Resultante  einer  cubischen  und  bi quadratischen  Form 
wurde  von  Brioschi  berechnet,  Collect,  math,  in  mem.  Chelini, 
Mailand  1881.  

Das  System  ziveier  biquadratischer  Farmen  hat  Gordan 
untersucht,  Math,  Ann,,  2;  siehe  auch  Faa  di  Bruno,  bin. 
Formen,  deutsch  von  Walter,  Leipzig  1881.  Es  besteht  aus 
28  Formen: 

1.  acht  Invarianten, 

2.  acht  quadratischen  Covarianten, 

3.  sieben  Cavarianten  4*®'  Ordnung  und 

4.  fünf  6'®'  Ordnung, 

Gordan  1.  c.  hatte  noch  zwei  überflüssige  Bildungen  hinzu- 
genommen, wie  später  Sylvester  nachwies,  Compt.  Bend.,  1877. 
Zwischen  den  acht  Invarianten  besteht  eine  Beziehung,  bei  deren 
Berechnung  Bertini,  Giorn.  di  Batt.,  14;  Math.  Ann.,  11,  1877 
Fehler  machte;  genau  ist  die  Darstellung  D'Ovidio's,  Acc. 
Torino,  15,  1880.  Auch  andere  Autoren  beschäftigten  sich 
mit  diesem  Gegenstand;  siehe  D'Ovidio,  Sopra  alcune  classi 
di  sizigie  binarie,  Acc.  Torino,  1893  und  eine  neuere  Arbeit 
Brioschi's,  ib.,  1896.  Die  Resultante  aus  zwei  biquadratischen 
Formen  hat  D'Ovidio  gefunden,  Acc.  Torino ^  1880.  Vergl. 
auch  Brioschi,  1.  c. 

Ueber  die  Berechnung  der  invarianten  Bedingungen,  unter 
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denen  zwei  biquadratische  Formen  zwei  oder  drei  Wurzeln  ge- 
meinschaftlich haben,  siehe  Gordan,  Math,  Ann.,  3;  Pascal, 
Ann.  di  mat,  16  und  Bend.  Acc.  Napoli,  1888, 

Andere  Arbeiten  über  das  System  zweier  biquadratischen 
Formen  sind  von  Sylvester,  Americ.  Journ,,  2;  Stroh,  Math, 
Ann.,  22;  v.  Gall,  Math.  Ann.,  33. 


Eine   Form   5**'  Ordnung  besitzt  höchstens  23  invariante 
Formen,  die  sich  so  vertheilen: 

1.  vier  Invarianten  vom  4.,  8.,  12.,  18**°  Grad, 

2.  vier  Covarianten  1*®'  Ordnung  vom  5.,  7.,  11.,  13*®°  Grad, 


3. 

drei 

n 

2ter 

11 

11 

2.,  6.,  8*«"  Grad, 

4. 

drei 

?» 

3ter 

11 

11 

3.,  5.,  9*«°  Grad, 

5. 

zwei 

« 

4tor 

11 

11 

4.,  e**'»  Grad, 

6. 

drei 

11 

5ter 

11 

11 

1.,  3.,  7*"*  Grad, 

7. 

zwei 

11 

ßter 

11 

11 

2.,  4*«"»  Grad, 

8. 

eine 

Covariante 

yter 

11 

11 

5*«"^  Grad, 

9. 

eine 

11 

gter 

11 

11 

3*«"»  Grad. 

Durch  die  beiden  ersten  Invarianten  d.  h.  durch  die  vom 
4**°  und  8*«"  Grad,  lässt  sich  die  von  Salmon,  Cambr.  Duhl 
Math.  Journ.,  5,  1850  berechnete  Discriminante  ausdrücken. 

Das  volle  System  der  Form  5**'  Ordnung  findet  man  schon 
in  dem  Werke  von  C leb  seh.  Siehe  auch  Gordan,  Invariantenth. ; 
Bruno-Walter,  Binäre  Formen,  S.  328—355  und  Cayley, 
Werke,  2 ;  ferner  die  Abhandlung  D '  0  v i  d i  o '  s ,  Acc.  Torino,  1 880. 

Die  Resultante  einer  Form  5*®'  Ordnung  und  einer  quadra- 
tischen Form,  einer  Form  5*®'  Ordnung  und  einer  cubischen 
untersuchte  D'Ovidio,  Mem.  Societä  it.  delle  scienze,  Bd.  4, 
1881;  die  einer  Form  5**'  Ordnung  und  einer  biquadratischen 
oder  zweier  Formen  5*®'  Ordnung  D'Ovidio,  3feni.  Lincei,  4, 
1888. 

üeber  die  invarianten  Bedingungen,  unter  denen  zwei 
Formen  5*"  Ordnung  zwei  Wurzeln  gemeinschaftlich  haben, 
siehe  Gordan,  Math.  Ann.,  3,  über  den  Fall  von  drei  gemein- 
schaftlichen Wurzeln  Pascal,  Ann.  dl  mat.,  16  und  über  vier 
Berzolari,  Ann.  di  mat.,  19. 

Die  vollen  Systeme  einer  Form  5*®'  Ordnung  in  Ver- 
bindung mit  einer  anderen  Form  sind  nicht  vollständig  be- 
kannt, wenn  man  eine  Arbeit  Winter' s,  Progr.,  Darmstadt 
1880  ausnimmt,  in  welcher  der  Fall  einer  quadratischen  und 
einer  Form  5*®'  Ordnung  behandelt  wird. 

19* 
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Das  rolle  Syste^n  einer  binären  Farm  6*®'  Ordnung  be- 
steht aus: 

1.  fünf  Invarianten  vom  2.,  4.,  6.,  10.,  .lö*^*»  Grad, 

2.  sechs  Covarianten  2*«'  Ordnung  vom  3.,  5.,  7.,  8.,  10.,  12*®°  Grad, 

3.  fünf  „  4*«'       „  '        „    2.,  4.,  5.,  7.,  9*«°  Grad, 

4.  fünf  „  6*«'       „  „    1.,  3.,  4.,  6.,  6*°"  Grad, 

5.  drei  „  8*«'       „  „    2.,  3.,  5*«*^  Grad, 

6.  einer  Covariante  10*®'       „  „    4*®*^  Grad, 

7.  einer         „  12*"       „  „    3**»»  Grad. 

lieber  dieses  volle  System  findet  man  nähere  Angaben  bei 
Clebsch,  hin.  Formen^  S.  286;  Gordan  etc.  Die  Discrimi- 
nante  dieser  Form  hat  zuerst  Brioschi  berechnet,  Grelle^  53; 
Ann.  di  mal,  1.  Vergl.  auch  Maisano,  Math.  Ann.,  30. 
Die  Beziehungen  zwischen  den  Formen  des  vollen  Systems 
fand  Clebsch,  Gordan;  Stephanos,  Cotnpf.  Rcfid.,  Bd.  96; 
Maisano,  Lhwei^  Bd.  19;  Math.  Ann.^  31;  D'Ovidio,  Acc. 
Torino,  1889,  1892,  1893.  Die  Resultante  einer  Form  6^®'  Ord- 
nung und  einer  cubischen  Form  hat  D'Ovidio  untersucht,  Acc. 
Torino,  1892.  lieber  die  invarianten  Bedingungen,  unter  denen 
eine  Form  6*®'  Ordnung  mehrere  gleiche  Wurzeln  hat,  siehe 
Maisano,  Math.  Ann.,  31  und  D'Ovidio,  Acc.  Torino, 
1888. 

Das  System  einer  Form  6*®'  Ordnung  und  einer  quadra- 
tischen Form  wurde  von  v.  Gall,  Progr.,  Lemgo  1873  be- 
handelt. 

Das  System  einer  binären  Form  7*°'  Ordnung  besteht  aus 
Bildungen,  deren  Anzahl,  Ordnung  und  Grad  aus  der  hier 
folgenden  Tabelle  (S.  293)  unmittelbar  entnommen  werden 
kann. 

Mit  dem  System  der  Form  7*®'  Ordnung  haben  Sich  Krey, 
Dissert.,  Göttingen  1874  und  Gordaij^  Ucbci'  das  Formensystem 
bin.  Fonncn,  Leipzig  1875  befasst.  Sylvester,  Am.  Journ.  of 
Math.^  2,  1879  stellte  eine  Tabelle  der  Formen  des  vollen 
Systems  zusammen,  welche  jedoch  Correcturen  erfuhr;  v.  Gall, 
Math.  Ann.^  31,  S.  318  hat  das  Problem  ausführlicher  behandelt 
und  die  umstehend  von  ims  wiedergegebene  Uebersicht  ange- 
fertigt. Die  Discriminante  der  Form  7*®'  Ordnung  wurde  von 
Gordan,  Math.  Ann,,  31  und  von  Brioschi,  Ann.  di  mat., 
(2),  26  untersucht. 
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Ordnung  in  den  Variabel en. 
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Für    da^    volle    System    der  Form   8**'  Ordnung    gilt   die 
folgende  Tabelle: 


Ordnung  in  den  Variabelen. 
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Im  Ganzen  sind  es  69  Functionen. 

Das  System  wurde  von  Sylvester  aufgestellt,  Am.  Journ.,  2; 
später  untersuchte  es  v.  Gall,  Math.  Ann.,  17,  S.  31,  149,  456 
und  glaubte  zuerst,  in  der  Sylvester 'sehen  Tabelle  seien  drei 
Bildungen  zu  viel  enthalten  und  es  fehle  eine  Covariante  Cj^, 
von  der  4*^^^  Ordnung  und  dem  10*®**  Grad;  auf  S.  456  corrigirte 
er  dann  diesen  Irrthum  bez.  der  drei  überflüssigen  Bildungen 
und  Sylvester  bewies  schliesslich,  Compt.  Bend.^  1881,  dass 
die  CJq  überflüssig  ist.  In  Bezug  auf  die  Beziehungen  zwischen 
den  neun  Invarianten  vergl.  Alagna,  Roid.  Palermo,  6,  1892; 
10,  1896.  Die  Discriminante  der  Form  8*®'  Ordnung  wurde 
von  Maisano,  Bend.  Palermo,  3,  4  studirt;  über  die  Bedingungen 
für  die  Existenz  mehrerer  vielfacher  Wurzeln  siehe  Alagna, 
Bend.  Palermo,  4. 

Ueber     andere     volle    Systeme     vergl.    die    citirte    Arbeit 
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Sylvester's,  Am.  Journ.,  2;   für  die   9*®  Ordnung  erhält   der 
Autor  415  Bildungen,  für  die  10**  475.^) 

Wichtig  für  die  Theorie  der  vollen  Systeme  ist  die  Arbeit 
Gordan's  über  das  Formensystein  etc.,  Leipzig  1875. 


Wir  gehen  nun  zu  den  vollen  Systemen  für  Formen  mit 
mehreren  Reihen  von  Variahelen  über,  die  weder  cogredient  noch 
contragredient  sind,  sondern  durchaus  unabhängigen  linearen 
Transformationen  unterliegen.  Ueber  diese  Fälle  sind  bis  jetzt 
erst  wenige  Untersuchungen  angestellt  worden. 

Bilineare  Fonnen,  Es  liege  eine  einzige  Form  von  zwei 
Keihen  von  Variabelen  vor  und  sie  sei  in  beiden  Reihen  linear 
(bilinear);  symbolisch  werde  sie  durch 

f=  a^chy 
dargestellt. 

Das  volle  System  besteht  aus  f  und  der  Invariante 

A  =  («fl')  (bV). 

Das  volle  System  für  zwei  bilineare  Formen 

f==a^b,j^    (p  =  c^dy 

setzt  sich  aus  den  sieben  Bildungen  zusammen 

B    =  (bd)axCx,      ^    =  (ac)hydy, 

Ueber  das  volle  System  n  bilinearer  Formen  siehe  Peano, 
Giorn.  di  Bau.,  20. 

Die  qu<xdratiseh'Uncare  Fonn.  Das  volle  System  der  quadra- 
tisch-linearen Form  /*=  albfj  geht  aus  den  fünf  folgenden 
Bildungen  hervor: 

A   -Z>  =  (aa')  (&^')aj.ai,    J  =  (aaybybi^^ 
p  =  (aJ)  a^Bxby  =  al  {bJ)  Ay , 
B  =  (BJ)J  =  {AAy. 
Zwischen  den  fünf  Bildungen  besteht  die  Relation: 
_    i>*  =  -  I  (^D^  +  J?/-*). 

1)  Der  Autor  zählt  zu  diesen  Bildungen  auch  die  identische 
CoTariante  (Constante)  und  bekommt  so  eine  um  die  Einheit  grössere 
Anzahl,  als  die  oben  angegebene. 
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Ueber    die     geometrische    Bedeutung     dieser    invarianten 
Bildungen  siehe  Peano,  Giorn.  di  Bau.,  20. 


Bas  volle  System  einer  quadratisch -qu^ratischen  Form 
besteht  aus  18  Bildungen,  nämlich: 

1.  drei  Invarianten, 

2.  drei  quadratisch-quadratischen  Formen  (2,  2), 

3.  drei  quadratisch-biquadratischen  Formen  ^2,  4), 

4.  drei  biquadratisch-quadratischen  Formen  (4,  2), 

5.  zwei  biquadratischen  Formen  in  x  allein, 

6.  einer  Form  6*®'  Ordnung  in  x  allein, 

7.  zwei  biquadratischen  Formen  in  y  allein, 

8.  einer  Form  6*®''  Ordnung  in  y  allein. 

Die  drei  Invarianten  hat  schon  C  leb  seh,  Vorles.  über 
Geom.y  S.  354  gefunden;  später  fand  Capelli,  Giorn,  di  Batf.,  17 
andere  Bildungen  und  wies  nach,  dass  keine  weiteren  Grund- 
invarianten cxistiren  können;  Peano,  Giorn.  di  Bau.,  20  er- 
mittelte dann  das  volle  System.  Viele  Jahre  später  zeigte 
Gordan,  Maih.  Ann.,  33,  S.  388  als  Anwendung  einer  allge- 
meinen Methode,  dass  für  die  quadratisch-quadratische  Foim 
nicht  mehr  als  38  Grundbildungen  möglich  sind,  also  20  mehr, 
als  schon  vor  ihm  Peano  gefunden  hatte;  er  hat  es  aber  unter- 
lassen, ihre  Anzahl  auf  geeignete  Art  zu  reduciren. 


Man  kann  sich  nun  auch  Formen  von  mehr  als  zwei 
Variabelenreihen  denken,  über  sie  existiren  jedoch  bis  jetzt  erst 
wenige  Untersuchungen;  über  die  trilmcaren  und  quadrilinearen 
Formen  sind  einige  Arbeiten  von  Le  Paige,  Compt.  Bend., 
1881—82;  Am  Torino,  1881—82,  S.  299;  Bull.  Acad.  Belg., 
(3),  2,  S.  40  vorhanden. 


§  7.    Typische  Darstellung  der  binären  Formen. 
Schwesterformen. 

Unter  typischer  Barstellung  einer  oder  mehrerer  Formen 
versteht  man  im  Allgemeinen  eine  solche,  bei  welcher  die 
Variabelen  rationale  Covarianten  und  die  Coefficienten  rationale 
Invaiianten  der  gegebenen  Formen  sind. 

Bei  einer  Form  a"  von  ungerader  Ordnung  lässt  sich  die 
typische  Darstellung  auf  folgende  Art  ausführen: 
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Wie  man  weiss,  (siehe  §  2)  gibt  es  für  eine  solche  Form, 
wenn  w>3  ist,  immer  zwei  lineare  Covarianten,  deren  Deter- 
minante von  Null  verschieden  ist;  sie  seien  Ux^  ßx- 

Erhebt  man  nun  beide  Seiten  der  symbolischen  identischen 
Beziehung 

ax  (aß)  =  ctx  {aß)  —  ßx  {aa) 

auf  die  w*®  Potenz,  so  erhält  man  auf  der  linken  Seite  /*•  («(3)" 
und  auf  der  rechten  eine  Form  von  der  w**°  Ordnung  in  den 
Covarianten  cix  und  ßx  mit  Coefficienten,  welche  Invarianten 
sind.  Man  braucht  alsdann  nur  noch  diese  Coefficienten  durch 
die  Grimdin Varianten  auszudrücken. 

Ebenso  kann  man  mit  einem  System  von  Urformen  jedes- 
mal  dann   verfahren,  wenn  zwei   lineare   Covarianten   existiren. 

Bei  einer  Form  a]J  von  gerader  Ordnung  ergibt  sich  da- 
gegen die  typische  Darstellung  auf  die   folgende  Art: 

Wie  man  aus  §  2  weiss,  existiren  für  ein  gerades  w  >  4 
immer  zwei  quadratische  Covarianten,  deren  Resultante  von  Null 
verschieden  ist.  Mit  ihrer  Hülfe  lässt  sich  immer  eine  dritte  bilden, 
die  von  den  ersten  linear  unabhängig  ist,  d.  h.  ihre  Functional- 
determinante.  Jedenfalls  kann  man  daher  annehmen,  es  gebe 
drei  quadratische  Covarianten  aj,  /3?,  y|. 

Aus  ihnen  erhält  man  die  typische  Darstellung,  wenn  beide 
Seiten  der  identischen  Relation 

alKaiir  =  «  («,  ^?  +  ß  («,  BY  +  y  («,  C)\ 
in    welcher   -4,   J5,   C   die   Functionaldeterminanten    von   (3,    y; 
y,  «  bez.  a,  ß  sind  und  Tta^y  die  Invariante  der  drei  quadrati- 
schen  Fonnen   a,  jS,  y  ist   (vergl.   §  6),   auf  die   —  te   Potenz 
erhoben  werden.    Ist  insbesondere  y  =  C^  so  wird 

Ä<.^.  =  M(«,«)*(/J.^)*-[(«>OTi 

n 
und  mithin  durch  Erheben  in  die  —  te  Potenz 

f  ■  [B„,,,]^  =  [«  (a,  Af  +  ß  («,  B)'  +  y  (a,  Cf]^ . 

Entwickelt  man,  so  ergibt  sich  die  Darstellung  von  f  dui'ch 
die  Variabelen  a,  j3,  y  mit  Coefficienten,  welche  Invarianten  sind. 

Die  Formen  (Invarianten,  Covarianten),  mittelst  welcher 
die  typische  Darstellung  ausgeführt  wird,  heissen  Schwestei'' 
formen  (forme  associate,  fonnes  associees). 

Die  Anzahl  der  Schwesterformen  beträgt  ä;  -f-  3,  tvcnn  k  die 


298     Kapitel  XII.    Die  InTariantentheorie  der  algebraischen  Formen. 

Anzahl  der  Coefficienten  der  gegebenen  Farmen  bezeichnet  und 
wenn  ah  neue  Variubelen  lineare  Covarianten  gewählt  werden; 
nimmt  man  dagegen  quadratische  Covariü/nten,  so  beträgt  diese 
Zahl  k  +  10. 

Jede  Invariante  oder  Covariante  des  gegebetien  Systems 
lässt  sich  immer  ratimial  (aber  nicht  als  ganze  Function)  durch 
die  Seh  wester fomien  der  typischen  Darstellung  ausdrücken. 

Mit  der  typischen  Darstellung  der  binären  Formen  hat  sich 
zuerst  Her  mite,  Cambr,  Duhl,  MaÜi,  J,,  9,  1852  beschäftigt, 
dann  folgten  Clebsch,  Gott  Nachr.,  1870;  Math.  Ann.,  3; 
Gundelfinger,  Grelle,  74;  Sylvester,  Compt.  Bend.,  1878; 
Amcric.  J.,  1.  Mit  der  typischen  Darstellung  simultaner  Formen 
befasste  sich  Bessel  und  Harbordt,  Math.  Arm.,  1. 

Ueber  die  typische.  Darstellung  der  ultrabinären  Formen 
(der  temären,  quatemären  etc.)  siehe  weiter  unten  §  11. 


§  8.    Ganonisohe  Darstellung  der  Formen. 

Unter  der  canonischen  Gestnlt  einer  gegebenen  Form  pflegt 
man  eine  Form  zu  verstehen,  in  welche  die  gegebene  sich 
transformiren  lässt,  und  welche  besondere  Vereinfachungen 
speciell  in  Bezug  auf  die  Anzahl  der  Tenne,  welche  sie  enthält 
und  auf  die  Beschaff enJieit  dieser  Tenne  aufweist;  so  z.  B.  ist 
eine  Form  canonisch,  in  welcher  die  Anzahl  der  willkürlichen 
Coefficienten  auf  die  geringste  reducirt  ist,  und  wird  eine 
Form  canoniscJi  genannt,  deren  Terme  die  Potenzen  einer  mög- 
lichst geringen  Anzahl  linearer  Formen  sind. 

Speciell  die  typisclie  canonische  Form  erhält  man,  wenn  in 
ihr  nur  Invarianten  und  Covarianten  der  Urform  auftreten. 

1.  Quadratische  Formen. 

Jede  binäre  quadratische  Form  /"  =  a«  =  ^x  =  •  •  •  lässt 
sich  immer  durch  lineare  Transformation  auf  die  canonische  Form 

Si*  +  l2^     bringen. 

Man  braucht  dazu  nur  die  lineare  Form 

willkürlich  zu  wählen;  die  beiden  linearen  Formen  §i,  Ig  werden 
alsdann  durch  die  Formeln 


^2  =  {aa)a:c 
bestimmt. 
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Zwei  quadratische  Formen  lassen  sich  gleichzeitig  auf  die 
vorstehende  canonische  Gestalt  bringen;  die  Formen  1^,  Ig  sind 
dann  bis  auf  einen  Factor  die  beiden  linearen  Factoren  der 
Functionaldeterminante  ^,  / 

2.  Die  cuhische  Form 
lässt  sich  stets  in 

transformiren,  worin  |^,  Ig?  durch  0?^,  x^  ausgedrückt,  nichts 
anderes,  als  die  beiden  linearen  Factoren  der  quadratischen 
Co  Variante  J  sind,  nämlich  J  =  —  ^l^lg. 

3.  Die  biquadratisdie  Form 
kann  immer  auf  die  canonische  Form 

gebracht  werden,  worin  m  eine  Wurzel  der  Gleichung  dritten 
Grads  in  Bezug  auf  w* 

bedeutet  und  1^,  |g  die  linearen  Factoren  einer  der  drei  quadra- 
tischen Formen  g?,  i^,  x  sind,  in  welche  die  Covariante  6*®*"  Ord- 
nung T  (siehe  oben)  zerfällt. 

Der  Modul  (rs)  der  Substitution 

bj  ^~*  ^1  ^1      1*  ^*  •''2 

ergibt  sich  aus  der  Formel 


wobei  angenommen  ist,  dass  y,  i  aus  der  allgcfneineti  biquadra- 
tischen Form  entnommen  werden  und  nicht  aus  der  auf  die 
canonische  Form  reducirten. 

Damit  sich  die  hiquadratische  Form  in 

ii*  +  i,* 

Iransformiren  lasse,  ist  es  nöthig,  dass  ^  =  0  sei, 

4.  Die  Form  fünfter  Ordnung 
lässf  sich  immci'  in 
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Anzahl  der  ^Vi 
icenn  ah  *?'  ' 
nimmt  man 
Zahl  k  +  ' 

Jeih 
lässl  sich 
die  Schf 


^ipptiworie  der  algebralBchen  ForxLen. 

^  ^k-  SHmme  von  drei  fiinftm  PoUnz-  n 

•  jfneare  Covarianten  der  Form  5* ■'  Ord- 
-  "^  ifflic^n«  ^*^  ^^^  gewöhnlich    «,   6    nennt: 


i-  w'" 


hortw  Covariante  vom  5*'"  Grad, 


zuerst 

dann 

Gui 

Am 

bef 


.,   13^*^^  Grad. 

^  Ä»  ^Vurzeln  der  cubischen  Covariante  vom 
*^.      ju  nennen   pflfgt,    und   die   Grössen   /; 
.:*j  lieziehungen 

.  -  ^s + *3,'  Ji^ = ^6 = — '/i  5l^'^ 
.  •*-  +  ^v«»;  ^'  =  ^34 = -  (/;  ii'sj', 

jt  Jie  rechten  Seiten  als   U cb*'r Schiebung*  h  von  /* 

.i.^ouen  der  linearen  Covarianten  |^,  ^  ausgedrückt 

äitf  Invariante   ist,   welche   sich   bei   der   Bildung 

..ssj     UvhnHchiehnng     der     quadratischen     Covariante 

.. -*  &  mit  1^  ergibt: 

X  rindet  man  bei  Gordan,  Itwar.  etc.  §  24. 
» .  HH  j  f'ine  doppdte  Wurzel  hat,  welche  alsdann  die  von 
■  >  ist,  so  wird  die  vorstehende  canonische  Form  unmöglich. 
X    n(  dann 

li-j  =  <5*  •  9, 

liüJ  setzt  man  der  Symmetrie  wegen 

6  :.-■  t/i, 

9  ''--  »?-» 
so  wird  dit'  eanonische  Fortn  von  f  (die  Bring' sehe  Form) 

worin  A^  B   die   Invarianten   der   Form  5^^'  Ordnung  und  von 
K\vm    i'""»  und  8**^"  Grad  sind. 
Durch  die  Substitution 

hB  =  —  4^2  .  j^     ^^^  _  t;,X^/7 

wird    die    Form    o'*='    Ordnung    auf    dir    Ilermife'sehe  Form 

(Comjif.  Jlffid.,  April   1858; 

_  1 
X-'  -  X  —  j  Z    ^     gebracht. 
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Historische  Angaben  über  die  Bring' sehe  Form  (welche 
auch  die  Jerrar dusche  genannt  wird,  weil  sie  auch  in  den 
M((th.  liesearches,  Thl.  2,  Bristol  und  London  1834  des  letzteren 
Autors  vorkommt)  findet  man  bei  Klein,  Tkosaedcr,  Leipzig 
1884,  S.  143. 

Die  Bring'sche  Arbeit,  die  1786  in  einer  der  Universität 
Luiid  unterbreiteten  Promotionsschrift  veröffentlicht  wui-de,  ist 
von  Hill,  VerhandL  der  schwedischen  Akad,,  1861,  welcher  für 
Bring  das  Verdienst  der  Entdeckung  in  Anspruch  nahm,  später 
auch  von  Harley,  Quart,  Journ.,  6,  1863  und  in  Gnmert's 
Archiv,  41,  1864,  S.  105 — 112  reproducirt  worden. 

Durch  eine  geeignete  Tschirnhausen' softe  Transformation 
[S.  82)  lässt  sich  jede  Gleichung  5**"  Grads  auf  die  Bring* sehe 
Form  bringen. 

Eine  andere  canonische  Gestalt  der  Form  5*®'  Ordnung  ist 
die  Brioschi'sche,  Ann.  di  wat.,  (l),  1,  1858;  Atti  Ist.  L&nib., 
1858,  in  welcher  die  Tenne  4*®*»  und  2**^  Grads  fehlen;  auf 
sie  lässt  sich  jede  allgemeine  Gleichufig  5*®*^  Grads  mittelst  einer 
Tschirnhausen' schcfi  Transfortnation  zurückführest.  Siehe  auch 
Gordan,  Math.  Ann.,  28  und  Invarianten,  S.  263—266. 

5.  Die  Fonn  sechstel'  Ordnung 
lässt  sich  auf  die  canonische  Gestalt 

u^  4"  ^'^  +  ^^^  "}"  Xuvtv  (u  —  v)  (v  —  w)  (iv  —  w) 


rednciren,  worin  u,  v, 
Wurzel  der  Gleichung 


tc  drei  lineare  Formen  sind,  und  X  die 


^'0>                 "n                    ^21 

«3 

—  A 

«2?        «8  — i^»              ö'4l 

«4 

=  0 

bezeichnet. 

«5 

rtg  +  A,              (7^,                        ÖTj, 

«6 

Wenn  die  In  varia  fite  4*^°  Ch'ads 


«01    «n    «2»    «8 


"81    "41    "51    "6 

Kuli  ist,  so  lässt  sich  die  Form  6*®'  Ordnung  auf 

.;  7...,  M®  +  t'^  +  «'« 

zurilcKfuhren. 

Ueber  die  Reduction  der  Form  6*®*"  Ordnung  auf  die  Summe 

von  vier  sechsten  Potenzen  siehe  Salmon,  Alg.  d.  lin.   Trans  f., 

Leipzig  1877,  Art.  246. 
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Andere  canonische  Formen  für  den  allgemeinen  Fall  sind 
die  Briirsche,  Math.  Arm,,  20,  S.  330;  die  Brioschi- 
Maschte'sche,  Math,  Ann,,  30,  S.  496;  Acc,  Lincei,  1888; 
Acta  math.,  12.     Die  letztere  lautet: 

x^  +  ar^  +  ß^^  +  -4-  ^*  +  y^  +  ^» 

worin  a,  |3,  y,  d  vier  Invarianten  der  Form  6**'  Ordnung  be- 
zeichnen; sie  ist  eine  canonische  und  typische  Darstellung. 

Eine  weitere  canonische  Darstellung  ist  die  Brioschi'sche, 
Ann,  di  mat„  11,  1883. 

6.  Formen  wigerader  Ordnung,  Jede  Form  ungerader  Ord- 
nung 2w — 1,  deren  wirkliche  Coefficienten  üq,  a^,  •••,  a^m—i 
sind,  lässt  sich  immer  als  Summe  von  m  Potenzen  linearer 
Formen  ausdrücken. 

C'  =  ^(^1  — «1^)'"""'  +  •••  +  ömCrCi-ttmO:,)«— ^ 
(canonische  Form), 

Die  Gleichung,  von  welcher  die  Bestimmung  der  Coefficienten 
^1?  *  •  'i  ^m  abhängt,  lautet: 


^0? 


•1   Om—U 


iCj 


—  iTj* 


=  0, 


Arn,    •••,    atm-U    (— l)"*iCr 

deren  linke  Seite  eine  Co  Variante,  die  sogenannte  Canonizantc  ist. 

Die  Canonizante  ist  die  Determinante  der  Derivirten 
(2m— 2)*«'  Ordnung. 

Mit  dieser  canonischen  Darstellimg  der  Formen  ungerader 
Ordnung  befasste  sich  zuerst  Sylvester,  Cambr.  Duhl.  Math.  J., 
6,  7,  1851—1852;  Biil  Mag.,  1851. 

7.  Formen  gerader  Ordnung,  Eine  Form  gerader  Ordnung 
2  m  lässt  sich  immer  als  Summe  von  m'  Potenzen  linearer 
Formen  darstellen,  wenn  man  einen  Term  hinzufügt,  der  als 
Factor  eine  gewisse  Invariante  l  enthält,  welche  die  Wurzel  von 


^0, 


■*2' 


j    "-m— ri 


a^^       •  •  •,  r7,;,_i, 


^3» 


• )    (ffH  /yJ^N    ^  ?    fiin+lf 


^m+2 


«m  +  (— O^'-'A,    fl^+i, 


*m4-2, 


«2« 


=  0 
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ist.      Diese    Determinante    wurde     von    Cayley    Lamhdaique 
genannt. 

Wenn  eine  der  Wurzeln  A  =  0  ist,  d,  h.  wenn 


«01 


'u 


•i    «w-f  1 


«m,    Ol 


m-fli 


•?    fl2m 


=  0 


ist,  so  lässt  sicJi  die  Form  gerader  Ordnung  als  Summe  von 
m  Potenzen  linearer  Formen  ausdrücken. 

Die  vorstehende  Determinante,  deren  Verschwinden  die 
Bedingung  für  die  canonische  DarstellbarJcdt  einer  Form  gerader 
Ordnung  angibt,  heisst  Cataledicante ;  sie  ist  eine  Invariante  und 
die  Determinante  der  Derivirt^n  2w**'  Ordnung, 

Ueber  diese  canonischen  Darstellungen  siehe  Cayley, 
Crelle,  54;  Werke,  4  und  auch  Faa  di  Bruno,  Ann.  di  Tor- 
tolini,  1855.  Neuere  Arbeiten  über  den  Fall,  in  welchem  die 
Canonizante  vielfache  Wurzeln  hat,  sind  von  Gundelfinger, 
Crelle,  100;  Qött,  Nachr,,  1883. 


§  9.    Apolarität  für  binäre  Formen. 

Man  sagt,  eine  binäre  Form  w*®'  Ordnung  a^  oder  eine 
Gruppe  von  n  Pimkten  sei  zu  einer  anderen,  deren  Punkte  //, 
z,  ^,  •  •  •  sind  (in  der  Anzahl  w),  apolar,  wenn  die  Polare 

aya.at'-' 

Null  ist.  Die  beiden  apolaren  Formen  sind  alsdann  a"  und 
(xg)(xz){xt)^^: 

Dieser  Begriff  findet  sich  zuerst  bei  Battaglini,  Äccad, 
Napoli,  1864 — 68,  der  ihn  auch  auf  temäre  Formen  ausdehnte. 
Später  wurde  er  von  Rosanes,  Crelle,  75,  76;  Math.  Ann.,  6 
und  von  Reye,  Crelle,  78,  79  weiter  entwickelt  und  mit  Glück 
verwendet.  Der  letztere  führte  den  Namen  Apolarität  ein, 
während  Battaglini  die  beiden  Formen  harmonisch  conjugirt 
nannte,  indem  er  die  Apolarität  als  eine  Verallgemeinerung  der 
gewöhnlichen  Harmonie  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  1,  §  2)  betrachtete, 
auf  welche  sie  in  der  That  für  n  =  2  zurückkommt. 

Die  Bedingung  für  die  Apolarität  der  beiden  binären  Formen 

«X'  K  ^^^  iaby  =  0. 

Jede    binäre  Form   ungeraden    Grads   ist   apolar    zu    sich 
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selbst,  jede  binäre  Form  geraden  Grads  dagegen  ist  nur  dann 
apolar  zu  sich  selbst,  wenn  die  bilin^are  Invariante  (aa'Y 
verschwindet,  die  desshalb  Harmonizante  genannt  unrd, 
Battaglini  1.  c. 

Eines  der  wichtigsten  Resultate  der  Apolaritätstheorie 
verdankt  man  Rosanes  1.  c: 

Die  Apolaritüt  zweier  binären  Formen  w**'  Ordnung  ist  die 
nothivendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  eine  der  Fornnen 
sich  linear  durch  die  n^^  Potenzen  linearer  Factoren  der  anderen 
ausdrücken  lasse  (die  canonische  Form). 

n  gegebene  binäre  Formen  w**'  Ordnung  lassen  sicfi  durch 
lineare  Combinationen  von  n^^  Potenzen  von  n  linearen  Formen 
darstellen,  deren  Product  eine  zu  allen  n  gegebenen  Formen 
apolare  Form  ist. 

Die  Theorie  der  Apolarität  steht  in  engem  Zusammenhang 
mit  der  Lehre  von  den  Combinanten,  siehe  Brill,  Matti.  Ann., 
4,  S.  530,  1871. 

Mit  diesen  Untersuchungen  hängen  auch  die  älteren  Syl- 
vester's,  Cambr.  Dubl.  Math.  J.,  6,  7,  1851,  1852  und 
Cayley's,  Grelle,  54  zusammen,  bei  welchen  die  Anzahl  der 
linearen  Formen,  durch  deren  w*®  Potenzen  die  gegebene  Form 

n 
auszudrücken  war,  kleiner  als  n  sein  imd  zwar  —  für  gerade  n 

ri-f  1 
und   — - —  für  ungerade  n  betragen  sollte.     Man  sehe  darüber 

das  Ende  des  §  8  nach. 


§  10.    Automorphe  binäre  Formen.    Folyederformen. 

Ein  interessantes  Problem  besteht  darin,  diejenigen  binären 
Formen  zu  ermitteln,  welche  durch  eine  endliche  Gruppe  linearer, 
mit  den  Variabelen  x^.,  x^^  vorgenommener  Transformationen 
sich  in  sich  selbst  zurückverwandeln.  Solche  Formen  werden 
automorph  genannt. 

AVir  wollen  die  im  Allgemeinen  complexen  Wurzeln  der 
Form  geometrisch  in  einer  Ebene  interpretiren  (die  Gauss' sehe 
Darstellung,  vergl.  Kap.  1,  §  2),  uds  dann  eine  Kugel  denken, 
welche  diese  Ebene  in  dem  Coordinatenanfang  0  berührt  und 
annehmen,  alle  Punkte  der  Ebene  seien  von  dem  Punkt  der 
Kugel  aus,  der  0  diametral  gegenüber  liegt,  auf  die  Kugel 
projicirt.  Die  AVurzeln  der  binären  Form  werden  so  durch 
Punkte  der  Kugel  dargestellt. 
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Die  linearen  Transformationen  nun,  durch  welche  eine 
binäre  Form  in  sich  transformirt  wird,  entsprechen  bei  dieser 
Darstellung  Rotationen  der  Kugel  um  einen  ihrer  Durchmesser. 
Die  Gruppen  von  Rotationen  der  Kugel,  für  welche  eine  Ge- 
sammtheit  von  auf  ihr  liegenden  Punkten  unverändert  bleibt,  sind: 

1)  Die   cyclische  Gruppe,   d.  h.  Rotationen,   die  um  einen 

Durchmesser  stattfinden,  und  deren  Winkel  - — ,  (Z:  =  0,  1,  •  •  •, 
«?  —  1)  beträgt. 

2)  Die  Diedergruppe,   d.  h.   um   einen  Durchmesser  statt- 

findende  Rotationen  vom  Winkel  ,  welche  mit  einer  Rotation 

n    ' 

von  180®  um  einen  zu  ihm  senkrechten  Durchmesser  combinirt 

sind  oder  nicht. 

3)  Die  Gruppen  von  Rotationen,  durch  welche  eines  der 
fünf  regelmässigen  Polyeder  in  sich  transformirt  wird.  Siehe 
auch  Kap.  14. 

Die  allgemeinste  (automorphe)  Form,  welche  zur  cyclischen 
Gruppe  gehört,  lässt  sich  immer  durch  geeignete  Transforma- 
tionen auf  die  Form 


^^.^JTai'^r+i^j) 


bringen,   worin  or,   ß  positive   ganze   Zahlen   sind   und   X['\  l^^ 
willkürliche  Parameter  bedeuten. 

Die  allgemeinste  zur  Diedergruppe  gehörige  Form  hat  den 


-F.  = 


^,1+J^." 


1  —  2  ' 


F,= 


2—  2 

F^  =  OTiXg     ist. 

Es  bleiben  also,  abgesehen  von  diesen  speciellen  und  tri- 
vialen Typen  der  automorphen  binären  Formen,  noch  die  zu 
untersuchen,  welche  den  fünf  regulären  Polyedern,  dem  Tetraeder, 
Cubus,  Octaeder,  Dodekaeder  und  dem  Ikosaeder  entsprechen 
(siehe  Bd.  2,  Kap.  18,  §  3). 

Es  sind  jedoch  nicht  mehr  als  drei  Gruppen,  für  welche 
diese  fünf  Polyeder  unverändert  bleiben,  nämlich  die  Gruppe  des 
Tetraeders  von  12  Transformationen,  die  des  Octaeders  mit  24 

Pascal,  Ropertorium.  I.  20 


306     Kapitel  Xu.    Die  Invariantentheorie  der  algebraischen  Formen. 

und  die  des  Dodekaeders  mit  60  Transformationen;  die  Gruppen 
der  beiden  anderen  Polyeder  sind  dieselben  wie  die  vorstehenden, 
d.  h.  die  Gruppe  des  Cubus  entspricht  der  des  Octaeders  und 
die  des  Ikosaeders  der  des  Dodekaeders. 

Die  auf  solche  Art  den  filnf  regulären  Polyedern  ent- 
sprechenden binären  Formen,  welche  also  automorph  sind,  lassen 
sich  immer  auf  die   folgenden  canonischen  Formen  reduciren: 

/i   =  ^/  ±  2  y^^x^^x^^  +  iCg*     .     .     .     .  (Tetraeder), 

U   =  ^i^ii^i'  —  ^2^) (Octaeder), 

/s  =  ^1*^  +  l'i^/^g*  +  V •  (Cubus), 

/is  =  ^1^2  (^/°  +  llaJi^a;^^  —  rrg^®)       .     .     .  (Ikosaeder), 

f2o  =  -  (^i""  +  ^2'')  +  228  {x^^^x^^^  —  x,'x,'')  -  ^Ux.'W'' 

(Dodekaeder). 

Die  Formen  /g  und  f^Q  kann  man  bez.  als  Covarianten 
(Hesse' sehe  Determinanten)  der  Formen  f^  und  f^^  ansehen; 
insbesondere  lässt  sich  also  sagen: 

Abgesehen  von  den  beiden  trivialen  Kategorien  der  oben  an- 
gegebenen Formen  stellen  die  drei  Formen  f^^  /g,  /"^g,  tvenn  man 
üire  sämmtlidien  Covarianten  Mnzunimmt,  die  einzigen  auto- 
morphen Formen  dar. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  drei  Formen  f^^  /"g,  f\^ 
die  einzigen  binären  Formen  sind,  weldie  keine  vielfachen  Factoren 
haben  und  für  welche  die  Eigenschaft  (/",  fY  =  0  gilt, 
Wedekind,  Habilit.-Schr.,  Karlsruhe  1876;  Brioschi,  Ann.  di 
mat.,  (2),  8,  1877;  Halphen,  Paris,  Sav.  Strang.,  (2),  28, 
1881;  siehe  auch  Gordan,  Invariantcnth.,  §  19.  Bei  den 
Formen  ferner,  welche  mehrfache  Factoren  haben,  kann  (/*,  /*)'*  =  0 
nur  dann  sein,  wenn  die  Form  n*®'  Ordnung  wenigstens  einen 
{n  —  1) fachen  Factor  hat. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  drei  Formen  f^^  /g,  /^j  be- 
steht darin,  dass  ihre  vollen  Systeme  aus  drei  Covarianten  und 
einer  Invariante  bestehen.  Die  drei  Covarianten  sind  die  Form 
f  selbst,  ihre  Hesse'sche  Determinante  H  und  die  Functional- 
determinantc  T  von  f  und  H. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  Bildungen  U  und  T  in 
Bezug  auf  die  Formen  /*4,  /g,  /ig  bez.  mit  H^^H^^  H^^-i  ^11  ^6?  ^12^ 
bezeichnen.    Es  gilt  die  wichtige  geometrische  Interpretation: 

Die  Bildungen  H  haben  zu  Wurzeln  die  Werthe,  tvdche 
den  Central  der  Seitenflächen  der  in  Betracht  gezogenen  Polyeder 
cfitsprechen  tind  die  Bildungen  T  haben  zu  Wurzeln  die  Werthc, 
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welche  den  Mittelpunkten  der  Kanten  dieser  Polyeder  ent- 
sprechen. 

Zw^ischen  geeigneten  Potenzen  von  f,  H,  T  besteht  immer 
eihe  lineare  Belation, 

Es  ist 


^i  =  V  +  2)/=:3x,v  +  V, 

12  V—  3  T^^  —  f^^  +  H^'  =  0. 


■Se  =  /s» 

Tg  =  Xi>«  -  33x,W  -  33x,*a;g»  +  x,'\ 

108/;*  -  H,^  +  T,ä  =  0. 


■"12  /J0> 

2"«  =  C^,'*  +  ^2*)  +  522  {x,''x,'  —  x,W)  — 

—  10005  (x*>x^'>  +  Xi"x,»), 
^12* +  ^12'— 1728/18*  =  0. 


Ueber  die  Gruppen  linearer  Transformationen,  die  zu  diesen 
binären  Formen  gehören,  siehe  Kap.  14,  §  3. 


Wir  wollen  die  zu  den  drei  Formen  gehörigen  Invarianten 
bez.  mit  C^,  Cg,  C^^  bezieichnen,  und  die  Verhältnisse  betrachten: 

H^^  '     Ja,'  '     if„»  ' 

worin  A,  fi,  v  derart  gewählte  Zahlen  sind,  dass  jedes  dieser 
Verhältnisse,  die  in  den  Variabelen  schon  von  der  Ordnung  Null 
sind,  auch  in  den  Coefficienten  der  Urform  (ursprünglichen  Form) 
vom  nullten  Grad  wird. 

Bezeichnet  man   diese  Verhältnisse   mit  q  (Parameter),   so 

heisst  die  Function,  durch  welche  man  aus   ihnen  —   in  Aus- 

drücken  von  q  erhält,  die  Irrationulität  des  2'etraeders,  Octaedcrs 
bez.  des  Ikosaeders  (Klein).  • 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  5*®°  Grads  werden  durch 
ikosaedrische  Irrationalitäten  ausgedrückt,  wie  wir  schon  auf 
S.  93  gesagt  haben. 

20* 
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Zur  Betrachtung  der  automorphen  Formen  kam  auf  in- 
directe  Art  zuerst  H.  A.  Schwarz,  Zürich,  Natur  f.  G.,  1871; 
Grelle,  75  bei  Gelegenheit  der  Untersuchung  der  algebraischen 
Integrale  der  hypergeometrischen  Differentialgleichungen  (Kap.  18, 
§  6);  später  wurden  diese  Formen  direct  und  auf  allgemeinere  Art 
von  Klein  studirt,  Erl,  Sitz.-Ber,,  1874,  1875;  Math.  Ann.,  9. 

Auch  von  einem  anderen  Standpunkt,  indem  man  nämlich 
von  den  algebraischen  Integralen  der  linearen  Differential- 
gleichungen ausgeht,  kommt  man  zu  den  automorphen  Formen, 
wie  Fuchs  gezeigt  hat,  Göü,  Nachr.,  1875;  Crelle,  81,  85; 
siehe  auch  Klein,  Math.  Ann.,  11,  12;  Jordan,  Grelle,  84; 
Conipt  Rend.,  1876. 

Schliesslich  trifft  man  auf  dieselben  automorphen  Formen, 
wenn  man  die  binären  Formen  aufsucht,  fttr  welche  die 
vierte  üeberschiebung  über  sich  selbst  verschwindet.  Siehe  die  oben 
citirten  Abhandlungen  von  Wedekind,  Brioschi,  Halphen 
und  auch  Gor d an,  Math.  Ann.,  12. 

lieber  die  Ausdehnung  auf  temäre  und  quatemäre  Formen 
sehe  man  weiter  unten  §  22  nach. 


§  11.    Beliebige  algebraische  Formen.    Allgemeines. 

Unter  einer  algebralsctien  Form  r*®'  Stufe  versteht  man  eine 
homogene  ganze  rationale  Function  von  r  Variabelen 

per  Grad  dieser  Variabelen  heisst  die  Ordnung  der  Form.  Die 
Coefficienten  dieser  Form  können  ihrerseits  homogene  ganze 
rationale  Functionen  von  anderen  Variabelen  sein,  deren  Anzahl 
auch  =f=  r  sein  kann.  Die  Formen  haben  in  diesem  Fall 
mehrere  Reihen  von  Variabelen. 

Wenn  r  =  3  ist,  so  erhält  man  die  ternärc7i  Formen, 
für  r  =  4  die  quatcrnären  etc. 

Setzt  man  eine  temäre  Form  mit  einer  Reihe  von  Varia- 
belen gleich  Null,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  einer  ebenen 
Curve,  wenn  die  x  als  homogeng  Coordinaten  der  Punkte  der 
Ebene  interpretirt  werden,  vergl.  Bd.  2,  Kap.  1;  wird  eine 
quatemäre  Form  mit  einer  Reihe  von  Variabelen  gleich  Null 
gesetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer  Fläche,  indem  man 
die  X  als  homogene  Coordinaten  eines  Punkts  des  Raums  deutet. 
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Nach  denselben  Principien,  wie  in  §  1,  können  wir  einer 
Form  r*®'  Stufe  und  «^'  Ordnung  mit  nur  einer  Reihe  von 
Variabelen  symbolisch  die  Form  geben 

und  ähnlich  können  wir  offenbar  die  symbolische  Darstellung 
auch  auf  Formen  mit  mehreren  Reihen  von  Variabelen  aus- 
dehnen. 

Wir  nehmen  an,  die  x  unterliegen  linearen  Tansformationen 
vom  Typus 

Xi  =  Aiix'x  +  Äi^Xi  H h  AirX'r 

und  es  sei  die  Determinante 

welche  der  Modul  der  Transformation  heisst,  von  Null  ver- 
schieden. Bezeichnet  man  mit  Alj  die  durch  J  dividirten  al- 
gebraischen Adjungirten  (vergl.  S.  41)  der  Elemente  Aij  der 
Determinante  z/,  so  ergibt  sich,  dass  die  symbolischen  Coeffi- 
cienten  a^,  r/g,  •  •  •,  «r  der   Form  a"  mittelst  der  Formeln 

tti  ^E^  Aiiai  +  A^ai  +  •  •  •  AI  rar 

transformirt  werden. 

Die  zu  ihnen  inversen  Formeln  lauten  bez.: 

X'i  Ez  AiiXi  +  AiiXi  H f-  A'riXr, 

a'i  EIZ  Auai  +  -^2»fl2  + f-  ^ridr. 

Die  Formeln  für  die  Transformation  der  a  erhält  man  aus 
denen  der  ar,  wenn  statt  eines  jeden  Coefficienten  Aij  seine 
durch  J  dividirte  algebraische  Adjungirte  in  2/,  also  Alj^  sub- 
stituirt  wird.  Zwei  Transformationen,  welche  in  diesem  Ver- 
hältniss  zu  einander  stehen,  heissen  reciprok. 

Die  Invariantentheorie  der  Formen  studirt  jene  homogenen 
ganzen  rationalen  Functionen  der  Coefficienten  der  ursprüng- 
lichen Form  und  auch  der  Variabelen,  welche  durch  lineare 
Transformation  der  x  bis  auf  einen  Factor,  der  eine  Potenz  des 
Moduls  J  ist,  unverändert  bleiben.  Diese  Functionen  heissen 
im  Allgemeinen  invariante  Bildun/fcn. 

Es  ist  aber  leicht,  sich  davon  zu  überzeugen,  dass  man, 
um  die  Gesanuntheit  aller  so  beschaffenen  Bildungen  zu  um- 
fassen, ausser  den  Variabelen  x  auch  noch  andere  Variabelen 
betrachten  muss. 
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Es  mögen  r  Reihen  von  Variabelen  x^^  •••,  rCr;  Vi^  •  •  *,  Vr^ 
Tj,  •••,  Zr\  •••  vorliegen;  die  Determinante,  die  diese  sämmt- 
lichen  Variabelen  zu  Elementen  hat,  pflegt  man  dann  mit  dem 
Symbol  (xyz  •  •  •)  zu  bezeichnen. 

Aus  den  Transformationsformeln  geht  unmittelbar  hervor, 
dass,  wenn  man  z.  B.  zwei  Reihen  von  Variabelen 

betrachtet  und  sie  denselben  linearen  Transformationen  unter- 
wirft, die  binären  Determinanten,  welche  in  der  Matrix  dieser 
2r  Elemente  enthalten  sind,  sich  durch  lineare  Transformations- 
formeln in  die  binären  Determinanten  der  Matrix  der  trans- 
formirten  Elemente 


^1,    ^2j    •• 


Vr 


verwandeln. 

Daraus  folgt  nun,  dass,  wenn  eine  Bildung  die  x  und  die 
y  enthält,  aber  nur  in  den  Combinationen 


X; ,    Xj 


un 


es  ausreicht,  diese  Bildung  nicM  als  Function  der  x  und  y 
{zweier  Reihen  von  Variabelen),  sondern  als  Function  der 
einzigen  Reihe  von  Variabelen  u  anzusehen. 

Es  ist  desshalb  nöthig,  auch  die  u  unter  die  zu  betrach- 
tenden Variabelen  aufzunehmen. 

Ebenso  aber  wie  die  m  hat  man  auch  die  Variabelen  v 
einzuführen,  welche  durch  die  Determinanten 


Xi ,    Xj ,    Xjc 
^i  ?     ^j  ?    ^k 


=  Viik 


dargestellt  werden  u.  s.  w.  Es  ergibt  sich  daher,  dass  ausser 
den  X  weitere  r  —  2  Reihen  von  Variabelen,  von  denen  jede 
von  specieller  Beschaffenheit  ist,  in  Betracht  zu  ziehen  sind. 
Die  letzte  dieser  Reihen  besteht  aus  r  Variabelen,  also  aus 
ebensovielen,  als  x  vorhanden  sind. 

Die  geometrische  Interpretation  dazu  leuchtet  ein.  Fassen 
wir  die  x  als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes  in  einem 
Raum  von  r  Dimensionen  auf  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  19),  so  sind 
die   Variabelen   u,   r,   •  •  •   die    Coordinaten    der    successiven    in 
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diesem  Raum  enthaltenen  linearen  Mannigfaltigkeiten,  der 
Geraden ,  der  Ebene  etc.  Für  r  =  3  ergibt  sich ,  dass  die  u 
die  Coordinaten  der  Geraden  in  der  Ebene  sind.  Wir  nennen 
desshalb  im  temären  Gebiet  die  w  auch  Geradencoordinaten. 

Mehrere  Reihen  von  Variabelen  heissen  cogredient,  wenn  sie 
denselben  linearen  Transformationen  unterliegen;  corUragrcdient 
dagegen,  wenn  sie  reciproken  (siehe  oben)  linearen  Transforma- 
tionen, digredient,  wenn  sie  weder  gleichen  noch  reciproken 
linearen  Transformationen  imterliegen. 

Contragrediente  Variabelen  sind  die  x^^  •  •  • ,  Xr  und  die 
der  letzten  der  r  —  2  Reihen  von  Variabelen,  von  denen  oben 
die  Rede  war.  So  überzeugt  man  sich  auch  leicht  davon,  dass 
die  Operationssymbole 

A   A   ...  J_ 

r.Ti '   dx^ '  '     '   dx^ 

durch  Formeln  transformirt  werden,  die  reciprok  zu  denen  der 
X  sind. 

Um  daher  die  Gesammtheit  der  invarianten  Bildungen  zu 
umfassen,  muss  man  sich  denken,  dass  diese  im  Allgemeinen 
mehrere  Reihen  von  cogredienten  Variabelen,  wie  die  x,  mehrere 
Reihen  von  cogredienten  Variabelen,  wie  die  u,  mehrere  Reihen 
der  V  etc.  enthalten. 

Ein  Theorem  von  C  leb  seh  jedoch,  Gott,  Ahlu,  1872,  welches 
als  eine  Erweiterung  der  C  leb  seh -Gor  da  naschen  Formel  (vergl. 
§  3)  anzusehen  ist,  reducirt  die  Anzahl  dieser  Bildungen  und 
stellt  fest,  dass  es  ausreicht,  BUdtmgen  zu  betrachten ,  die 
höchstens  eine  einzige  BeUie  von  Variabelen  x,  eine  einzige 
Reihe  der  m,  eine  einzige  der  v  etc,  enthalten. 

Wir  bemerken  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  von  einem  an- 
deren Standpunkt  aus  Capelli,  Giorn.  di  Batt.,  18;  Mem. 
Lincei,  12,  1882;  Betid,  lAncei,  1891,  indem  er  von  den 
Variabelen  «,  f,  •  •  •  absah  und  nur  die  mit  x  cogredienten 
Variabelen  in  Betracht  zog,  die  Cleb  seh -Gordan 'sehe  Formel 
erweitert  hat. 

Der  Unterschied  zwischen  dem  binären  Gebiet  und  dem 
allgemeinen  Fall  besteht  darin,  dass  man  sich  in  dem  binären 
Gebiet  immer  auf  Formen  mit  einer  einzigen  Reihe  von  Varia- 
belen beschränken  kann,  während  man  im  allgemeinen  Fall 
nicht  unter  r  —  1  Reihen  herabgehen  kann,  welche  dann  aus 
cogredienten  (Capelli)  oder  digredienten  Variabelen  (Clebsch) 
bestehen  können. 
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Hat  man  die  invarianten  Bildungen  auf  die  in  dem 
C  leb  seh 'sehen  Theorem  angegebenen  beschränkt,  so  lässt  sich 
eine  weitere  Reduction  ausfuhren.  Es  ist  bewiesen  worden 
(siehe  oben,  §  6)  auch  für  den  Fall  von  nicfit,  wie  früher,  binären, 
sondern  von  Formen  höherer  Stufe,  dass  immer  volle  Systeme 
bestehen,  d.  h.  dass  immer  eine  endliche  Anzahl  von  Bildungen 
existirt,  als  deren  ganze  und  rationale  Function  sich  jede  andere 
Bildung  ausdrücken  lässt. 

Dieses  Theorem  hat  zuerst  Gor d an  für  specielle  Fälle  des 
temären  Gebietes,  für  eine  cubische  temäre  Form:  Math.  Ann.,  1, 
für  zwei  quadratische  temäre  Formen:  Math,  Ann,,  19  bewiesen; 
und  dann  allgemein,  auch  für  nicht  temäre,  Hilbert,  Math, 
Ann,,  36;  siehe  darüber  auch  Gordan,  Math,  Ann.,  42; 
Capelli,  Ecnd,  Acc.  Napoli,  1896;  White,  Am.  J,,  14,  1892. 


Indem  wir  uns  jetzt  speciell  auf  die  temären  Formen  be- 
schränken, unterscheiden  wir  die  folgenden  invarianten  Bildungen : 

1.  Invarianten  hängen  nur  von  den  Coefficienten  der  Urform 
oder  Urformen  ab.  Der  Grad  in  diesen  Coefficienten  heisst 
der  Grad  der  Invariante, 

2.  Covarianten  hängen  ausser  von  den  Coefficienten  auch  von 
den  Variabelen  x  ab,  der  Grad  in  den  Variabelen  heisst 
ihre  Ordnung,  der  Grad  in  den  Coefficienten  ihr  Grad. 

3.  Cofitravarianten  oder  zugeordnete  Farmen  hängen  von  den 
Coefficienten  und  den  contragredienten  Variabelen  u  ab. 
Der  Grad  in  diesen  letzteren  heisst  ihre  Classe. 

4.  Zwischenformen  hängen  von  den  Coefficienten,  den  Variabelen 
X  und  den  Variabelen  u  ab. 

Bezeichnet  man  mit  «i,  «2?  ^3  ^®  ^^  ^^^  ^n  -^'2?  % 
contragredienten  temären  Variabelen,  so  verwandelt  sich  der 
Ausdruck  Ux  durch  lineare  Transformation  bis  auf  einen  Factor 
^  offenbar  in  u'x'\  dieser  letztere  Ausdruck  heisst  die  identische 
Covariante;  sie  gehört  dem  vollen  System  jeder  beliebigen  ter- 
nären  Form  oder  jeden  Systems  solcher  Formen  an.  —  Aehn- 
liches  gilt  für  die  Formen  r*"  Stufe. 

Es  besteht  der  Satz: 

Wenn  eine  invariante  Form  eines  Systems  gegebener  tcrnärcr 
Formen  die  Coefficienten  dieser  Formen  nicht  enthält  und  mir 
eine  Beihe  von  Variabelen  x  und  eine  Reihe  von  Variabelen  ti, 
so  ist  sie  nothwendiger  Weise  bis  auf  einen  Zahle nfactor  eine 
Potenz  der  identischen  Covariante. 
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Die  Betrachtungen  über  die  invarianten  Operationen  in  §  2 
lassen  sich  leicht  auf  die  Formen  beliebiger  Stufe  ausdehnen. 
Die  Operation 

worin  m  die  Ordnung  der  Form  oder  der  Covariante  ist,  an 
welcher  operirt  wird,  und  die  y  zu  den  x  cogrediente  Variabelen 
sind,  heisst  Polar enprocess.  Sie  lässt,  an  einer  Covariante  aus- 
geführt, ihre  Invarianteneigenschaft  unverändert. 

Wenn  /  eine  Function  von  r  Reihen  cogredienter  Variabelen 

^1»    ^2,    •  •  •»    ^r;    Ifi,   .^2»    \;  •»   !fr;    ^1,    Z^,    '  •  •,    Zr]    '  '  '    bez.    VOU 

den  Ordnungen  m,  m\  m'\  •  •  •  ist,  so  lässt  der  (Cayley'sche) 
symbolisch  durch 

\    d        d  d 


Sl  = 


I  dx^'  a'x,'        '  dx^ 
i     d       _d_     _d_ 

€  C  ^ 


ausgedrückte    Process    (worin    man    bei    der    Entwicklung    der 
Determinante  statt  des  Products  der  r  Derivirten  die  entsprechende 
r^  Derivirte   zu    substituiren   hat),    wenn   er    auf   J   ausgeübt 
wird,  die  Invarianteneigenschaft  von  J  bestehen. 
Gibt  man  symbolisch  J  die  Gestalt 


so  ist 


a  a     a 

*     y       * 


SIJ  =  (fla'a"  •  •  •)  ä 


m  —  1     '  m'  —  1 


Aehnlich  lässt  sich  der  Begriff  des  Äronhold'schefi  Pro- 
cesses  ausdehnen.     Siehe  §  2. 

Wenn  a,y...  die  wirklichen  Coefficienten  einer  Form  und 
h,j...  die  Coefficienten  einer  anderen  Form  derselben  Ordnung 
sind,  so  heisst  die  Operation 


der  Ära nhohV sehe  Process.  Wendet  man  ihn  auf  eine  in- 
variante Bildung  J  der  gegebenen  Form  (der  Form  mit  den 
Coefficienten    a)   an,   so  transformirt .  er   sie   in   eine  invariante 
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Bildung  der  beiden  Formen  (der  Form  mit  den  Coefficienten  a 
und  der  mit  den  Coefficienten  h), 

üeber  die  invarianten  Processe  in  der  Theorie  der  algebrai- 
schen Formen  hat  neuerdings  Capelli  zahlreiche  Arbeiten 
veröffentlicht,  Mem.  Acc.  Napoli,  (2),  1,  1888;  Rend,  Acc. 
Napoli,  1886,  1887,  1888,  1893;  Giom,  di  Batt,  (1),  21; 
(2),  1;  Math.  Ann.,  29,  37. 


Die  Einführung  der  symbolischen  Rechnung  hat  zur  Folge, 
dass  jede  invariante  Bildung  eines  Systems  beliebiger  Formen 
symbolisch  als  invariante  Bildung  eines  Systems  linearer  Formen 
dargestellt  werden  kann. 

Beschränkt  man  sich  auf  den  temären  Fall,  so  gilt  ins- 
besondere: 

Jede  invariante  Bildung  eines  Systems  ternärer  Farmen 
lässt  sich  symbolisch  als  die  Gesammtheit  von  symbolischen  Pro- 
ducteti  darstellen,  deren  Factor en  die  Typen  haben: 

Uz,  a^y  Uay  aai  ((ibc)y  {abu)^  (atir),  (uvw)^ 
(aßy),   (aßx),   (axy),   {xyz), 

worin  a,  b,  c,  •  •  •  Coefficienten  linearer  Formen  in  PunJct- 
coordinaten  sifid,  a,  /S,  y,  •  •  •  Coefficienten  linearer  Formen  in 
Geradencoordinaien ,  x,  y,  z,  •  •  •  Punktcoordinaten  und  u,  v, 
w,  •  '  •  Geradencoordifiaten  bedeuten. 


Für  die  symbolische  Rechnung  bei  den  temären  und  den 
Formen  höherer  Stufe  sind  gewisse  Identitäten  grundlegend, 
die  denen  analog  sind,  welche  bei  der  symbolischen  Darstellung 
der  binären  Formen  zur  Verwendung  kamen.  Für  das  ternäre 
Gebiet  lauten  diese  Identitäten: 

{abc)  (dcf)  —  (bcd)  (aef)  +  (cda)  (bef)  —  (dah)  {cef)  =  0, 
{abc)  djc  —  (bcd)  Ux  +  (cda)  b^  —  (dab)  c^  =  0, 

=  0, 


(abc)  (xyz)' 


bzy  by,   b. 


^x>    ^yt 


Cz 


(xyz)  at  —  (^^0  «*  +  i^f^)  «y  —  i^^y)  «.  =  0, 

(xyz)  (trs)  —  (yzt)  (xrs)  +  (ztx)  (yrs)  —  (txy)  (zrs)  =  0, 

worin  a,  5,  c,  d^  e,  f  Coefficienten  linearer  Formen  in  Punkt- 
coordinaten oder  auch  Geradencoordinaten  darstellen   und  x^  y, 
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jgr,  t,  r,  s  Punktcoordinaten  oder  auch  Coefficienten  linearer 
Formen  in  Geradencoordinaten  bezeichnen. 

Für  die  Formen  höherer  Stufe  erhält  man  fünf  Typen  von 
Identitäten,  die  den  obigen  analog  sind. 

IXese  Identitäten  sind  die  einzigen  primitiven,  die  zivisehen 
symbolischen  Bildungen  von  invariantem  Typus  "bestehen  können, 
in  dem  Sinn,  dass  jede  andere  scheinbar  verschiedene  Identität 
schliesslich  nur  eine  Combination  der  obigen  Identitäten  sein 
kann.  —  Dieses  Theorem  wurde  für  binäre  und  temäre  Formen 
von  Gordan  und  Study,  3£ath.  Ann.,  30,  S.  120  und  für  den 
allgemeinen  Fall  von  Pascal  bewiesen,  Liticei^  Bend.,  1888; 
Memorie,  5,  1888.  

Die  geometrische  Interpretation  der  invarianten  Bildungen 
der  temären,  quatemären  etc.  Formen  ist  für  die  Geometrie 
von  grosser  Bedeutung.  Eine  temäre  Form  mit  einer  Reihe 
von  Variabelen  x^  die  man  als  Punktcoordinaten  interpretirt, 
gleich  Null  gesetzt,  stellt  geometrisch,  wie  wir  schon  gesehen 
haben,  eine  ebene  Curve  dar,  und  ähnlich  eine  quaternäre  Form 
mit  einer  Reihe  von  Variabelen,  gleich  Null  gesetzt,  eine  Fläche 
des  gewöhnlichen  Raumes. 

Das  identische  Verschwinden  der  Invarianten  und  Covarian- 
ten  der  Form  entspricht  jenen  Eigenschaften  und  Beziehungen 
zwischen  den  Elementen  der  Curve  oder  Fläche,  die  bei  allge- 
meinen linearen  Transformationen  d.  h.,  geometrisch  gesprochen, 
bei  homographischer  Transformation  unverändert  bleiben  (pro- 
jective  Eigenschaften).     Siehe  Bd.  2,  Kap.  1. 

Oder  insbesondere:  Nimmt  man  an,  für  eine  specielle  Form 
sei  eine  gewisse  Invariante  Null,  so  entspricht  dies  einer  solchen 
Eigenschaft  der  Curve  oder  Fläche,  die  sich  nicht  ändert, 
wenn  diese  Curve  oder  Fläche  homographisch  transformirt  wird. 

Femer  stellt  eine  Covariante  mit  einer  Reihe  von  Variabelen, 
gleich  Null  gesetzt,  eine  andere  Curve  oder  Fläche  dar,  welche 
bez.  der  ursprünglichen  projective  Eigenschaften  besitzt. 

U.  s.  w. 

Wir  wollen  noch  hinzufügen,  dass  man,  anstatt  anzu- 
nehmen, die  Urformen  hätten  nur  eine  Variabelenreihe ,  voraus- 
setzen kann,  sie  hätten  mehrere  z.  B.  zirei  zu  einander  contra- 
ffredicfite  oder  auch  digrediente  Variabelenreihen. 

Von  diesen  Formen  wird  vom  Standpunkt  der  Invarianten- 
theorie aus  in  §  21  kurz  die  Rede  sein. 
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Die  geometrische  Interpretation  dieser  Formen  mit  zwei 
Reihen  contragredienter  Variabelen  ist  leicht;  nehmen  wir  an, 
es  handele  sich  um  ternäre  Formen  und  setzen  eine  temäre 
Form  mit  zwei  Reihen  contragredienter  Variabelen  gleich  Null, 
so  wird  dadurch  geometrisch  in  der  Ebene  eine  Zuordnung 
zwischen  den  Punkten  und  gewissen  Curven  einer  bestimmten 
Classe  oder  auch  zwischen  den  Geraden  imd  gewissen  Curven 
einer  bestimmten  Ordnung  festgestellt;  d.  h.  man  erhält  das, 
was  ein  ebener  Conncx  genannt  wird.  Von  diesen  geometrischen 
Formen  wird  in  Bd.  2,  Kap.  6  die  Rede  sein. 


Zimi  Schluss  dieses  Paragraphen  wollen  wir  einige  histo- 
rische und  literarische  Angaben  über  die  Ausdehnimgen  machen, 
welche  andere  gnmdlegende  oder  wichtige  Sätze  und  Betrachtungen, 
die  man  über  die  binären  Formen  anzustellen  pflegt  und  von 
denen  wir  weiter  oben  gesprochen  haben,  auf  ternäre,  quater- 
näre  etc.  Formen  erfahren  haben. 

Die  Invarianten  und  Covarianten  der  uUrabinären  Formen 
genügen  ebenso,  wie  bei  den  binären  Formen  (vergl.  §  2)  ge- 
wissen Differentialgleichungen;  mit  ihnen  hat  sich  für  das 
ternäre  Gebiet  im  Allgemeinen  Forsyth,  Proc.  Land.  math. 
Soc,  19,  1888  beschäftigt. 

Bas  ümkehrungstheoretn  von  Her  mite  (vergl.  §  6)  wurde 
von  Deruyts,  Bri4X.  Bull,  (3),  22,  1891  erweitert;  siehe  auch 
Gordan,  Götf.  Nadir,,  1897. 

Eine  andere  wichtige  Ausdehnung  bezieht  sich  auf  die 
typische  Darstellung  (vergl.  §  7).  In  dieser  Beziehung  hat  zu- 
erst Brioschi,  Ann.  di  mat,,  (l),  1,  1858  das  Verfahren  er- 
weitert, das  Her  mite  bei  den  binären  Formen  eingeschlagen 
hatte.  Später  beschäftigten  sich  damit  auf  andere  Art  auch 
Grassmann,  Math.  Ann.,  7  und  Christoffel,  Math.  Ann.,  19. 

Das  Studium  der  tjrpischen  Darstellimg  und  der  bez.  vollen 
Systeme  von  Schwesterformen  wurde  dann  von  Clebsch- 
Gordan,  3fath.  Ann.,  1  auf  cubische  temäre  Formen,  von 
Gordan,  Math.  Ann.,  17,  20  auf  eine  specielle  biquadratische 
ternäre  Form  (siehe  §  22)  und  von  Forsyth,  Americ.  J.,  12 
auf  viele  andere  Fälle  des  temären  Gebiets  und  von  demselben 
Autor,  Canthr.  Phil.  Trans.,  14,  1889  auch  auf  das  quatemäre 
Gebiet  ausgedehnt. 

In  Verbindung  mit  der  typischen  Darstellung  der  temären 
Formen  steht  ein  Theorem   von  Hermite,  CrelJe,  57,   welches 
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an  die  Sätze  anschliesst,  die  wir  in  §  5  bei  der  Besprechung  der 
Covariante  S  angeführt  haben. 

Hermite  zeigte,  dass  drei  ternäre  quadrai'ische  Formen 
sich  immer  als  erste  Derivirten  einer  und  dersdhen  cubischen 
ternären  Form  anselien  lassen,  tceldie  zu  Coefficienten  simultane 
Invarianten  der  gegebeyien  Formen  hat.  Siehe  darüber  auch 
Gnndelfinger,  Grelle,  80. 

Eine  der  ersten  Arbeiten  über  die  ternären  Invarianten  ist 
von  Aronhold,  Grelle,  39,  der  die  Invarianten  der  cubischen 
ternären  Formen  untersuchte. 

Vollständige  Lehrbücher  über  die  ternären,  quatemären 
etc.  Formen  gibt  es  nicht;  die  Theorie  dieser  Formen  ist  nicht 
so  entwickelt,  wie  die  der  binären.  Von  den  Werken,  die  sich 
mit  ihnen  beschäftigen,  citiren  wir  die  Algebra  der  linearen 
Transf,,  von  Salmon-Fiedler,  Leipzig  1877,  in  welcher  nicht 
nur  die  binären  sondern  auch  die  Formen  höherer  Art  behandelt 
werden;  die  bekannte  Geometrie  von  Clebsch-Lindemann, 
1.  Bd.,  Leipzig  1875;  2.  Bd.,  1.  Tbl.,  ib.,  1891  und  ein  Buch 
von  Study,  Methoden  zur  Theorie  der  ternären  Formen,  Leipzig 
1889.  Mehr  literarische  und  historische  Einzelheiten  findet  man 
in  der  oben  (§2)  citirten  Arbeit  von  Franz  Meyer.  Schliesslich 
geben  wir  noch  die  neueren  Werke  an:  Deruyts,  Essai  dune 
th.  generale  des  formes  alg.,  Bruxelles  1891;  Elliot,  Algebra 
of  QuanticSy  Oxford  1895;  Andoyer,  Theorie  des  formes, 
Paris  1898. 

§  12.    Das  Uebertragungsprinoip. 

Von  grosser  Bedeutung  für  die  Theorie  der  ternären  Formen 
ist  das  sogenannte  Gl  eh  seh*  sehe  Uehertragungsprincip ,  welches 
dazu  dient,  aus  bekannten  binären  Invarianten  oder  Covarianten 
gewisse  specielle  invariante  Formen  eines  Systems  temärer 
Formen  abzuleiten. 

Wir  wollen  annehmen,  es  liege  eine  ternäre  Urform 
ö"  EH  ft^  ^  •••  vor.  Es  seien  y^^  y^i  yv^\  ^u  ^21  h  ^^^^  Reihen 
von  cogredienten  Variabelen,  die  als  Coordinaten  zweier  Punkte 
der  Ebene  interpretirt  werden  können;  die  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Geraden,  welche  sie  verbindet,  sind  alsdann 

^1  =  KVi  +  hh^ 
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während  die  contragredienten  Variabelen  w^,  Wg,  %,  d.  h. 


Vi  % 

y»  Vi 

Vi  Vi 

^s    h 

1 

^8    h 

1 

h     ^2 

sich  als  Geradencoordinaten  interpretiren  lassen,  vergl.  Bd.  2, 
Kap.  1. 

Substituirt  man   diese  Werthe  in  a"  und   setzt   symbolisch 

so  erhält  man  a",  welches  eine  in  k  binäre  Form  ist.  Inter- 
pretirt  man  geometrisch,  so  ergibt  sich,  dass  die  Wurzeln  X 
von  a"  =  0  den  Durchschnittspunkten  der  Geraden  (pz)  mit 
der  Curve  a^  =  0  entsprechen. 

Es  liege  nun  eine  Invariante  oder  Covariante  der  binären 
Form  a^  vor  und  sie  werde  mit  77  bezeichnet.  Sie  besteht  aus 
Termen,  von  denen  jeder  zu  Factoren  binäre  Determinanten 
vom  Typus  (aß)  und  lineare  Factoren  vom  Typus  a^,  ßx^  •  •  • 
hat,  wobei  unter  ß  Symbole  verstanden  werden,  die  den  a 
äquivalent  sind. 

Transformirt  man  nun  77  so,  dass  die  Coefficienten  der 
temären  Form  und  die  Coordinaten  u  darin  auftreten,  so  er- 
hält man  eine  in  Bezug  auf  die  gegebene  temäre  Form  in- 
variante Bildung. 

Die  geometrische  Deutung  der  so  erhaltenen  Bildung  ist 
sehr  einfach.  Sie  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gesanimtheit 
aller  Gei'aden  u  dar,  welche  die  gegebene  Curve  in  G-ruppen  von 
Funkten  schneiden,  die  jene  bestimmten  projectiven  Eigemichaften 
besitzen,  denen  das   Verschwinden  der  Invariante  II  etUspridit. 

Man  überzeugt  sich  jetzt  leicht,  dass  jede  Determinante 
(aß)  einer  Determinante  (abu)  und  jeder  Factor  ax  einem  a^ 
gleichwerthig  ist,  wobei  jedoch  die  Variabelen  x  und  u  nicht 
imabhängig,  sondern  durch  die  Bedingung  Ux  =  0  miteinander 
verbunden  sind.  Nennt  man  dann  die  Coordinaten  einer  anderen 
Geraden,  welche  durch  den  Punkt  x  geht,  r^,  v^^  r^,  so  kann 
man  statt  des  Factors  a^  die  Determinante  {auv)  substituiren. 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  vorstehenden  Ausführungen  die- 
selben bleiben,  wenn  statt  einer  einzigen  Urform  mehrere  vor- 
handen sind. 

Es  gilt  daher  die  folgende  einfache  Regel  zur  üeber- 
tragung  invarianter  Bildungen  aus  dem  binären  in  das  temäre 
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Gebiet:  Jede  binäre  Determinante  (aß)  wird  durch  eine  temäre 
Determinante  (abu)  ersetzt,  wobei  a,  b,  •  •  •  die  Symbole  der 
ternären  Formen  sind,  welche  den  obigen  Formeln  gemäss  den 
Symbolen  a,  /S,  •  •  •  entsprechen;  femer  wird  an  die  Stelle  eines 
jeden  linearen  Factors,  wie  a^,  eine  Determinante  (auv)  gesetzt, 
wobei  die  v  als  willkürliche  Grössen  betrachtet  werden. 

Eine  derartige  Bildung,  gleich  Null  gesetzt,  stellt  in  den 
Coordinaten  u  eine  Curve  (oder  ein  System  von  Curven,  wenn 
in  die  Bildung  auch  die  v  migelien)  dar,  deren  Tangenten  die 
gegebene  Curve  oder  Curven  in  Punkten  schneiden,  die  besondere 
invariante  Eigenschaften  besitzen. 

Die  Anwendungen  dieses  Princips  sind  sehr  verschiedener 
Art.     Eine  der  wichtigsten  ist  die  folgende: 

Um  die  Tangentialgleichu/ng  einer  gegebenen  Curve  in  Punkt- 
coordinaten  f=a^  =  0  zu  finden,  braucht  man  nur  den  sym- 
bolischen Äusdruek  der  Discriminante  einer  binären  Form 
n*®'  Ordnung  a"  zu  kennen  und  in  ihm  jede  Determinante  (aß) 
mit  einer  Determinante  (abu)  zu  vertauschen. 


Ein  dem  hier  entwickelten  ähnliches  Uebertragungsprincip 
lässt  sich  auch  in  dem  Fall  anwendeo,  in  welchem  die  Urform 
eine  temäre  ist,  die  eine  Reihe  von  Variabelen  x  und  eine 
Reihe  von  Variabelen  u  enthält,  d.  h.  eine  der  Formen,  welche, 
gleich  Null  gesetzt,  geometrisch  einen  sogenannten  Connex  er- 
zeugen, vergl.  §  11. 

Es  sei  die  Form  a^u^  gegeben.  Wir  betrachten  die  durch 
die  Punkte  y  und  z  bestimmte  Gerade  und  den  durch  die 
Geraden  v  und  w  gegebenen  Punkt.    Setzt  man  dann,  wie  oben, 

atj  =  A^y     a^  =  -^2» 
so  erhält  man 

worin  die  k  und  fi  binäre  Variabelen  sind. 

Es  sei  n  eine  Invariante  dieser  binären  Form  mit  zwei 
Reihen  von  Variabelen  und  die  symbolische  Gestalt  von  71  ent- 
halte keine  Determinante  vom  Typus  (-4A);  wir  ändern  in  ihr, 
wie  oben,  jede  Determinante  (AB)  in  eine  Determinante  (abu) 
und  jede  Determinante  (AB)  in  eine  Determinante  (aßx)  um 
und   erhalten   so   einen   aus   symbolischen   Factoren   (abu)   iind 
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(aßx)  bestehenden  Ausdruck,  der  eine  invariante  Bildung  der 
Form  ist.  Dieser  Ausdruck,  gleich  Null  gesetzt,  stellt  1)  für  jeden 
Punkt  X  eine  Curve  dar,  deren  Tangenten  die  entsprech<mle 
Curve  des  gegebenen  Connexes  in  n  Punkten  schneiden,  welche 
speciclle  projective  Eigensdtaften  besitzen  und  2)  für  jede  Gerade 
u  eine  Curve,  welche  so  bescfiaffen  ist,  dass  die  von  ihren 
Punkten  nadi  der  entsprechenden  Curve  des  gegebenen  Connexes 
gezogenen  m  Tangenten  eine  Schur  von  m  Geraden  bilden,  der 
ärgere  speciale  projective  Eigenschaften  zukommen. 

Das  Uebertragungsprincip  wurde  von  C  leb  seh  aufgestellt, 
Crelle,  59;  siehe  auch  Gundelfinger,  Math.  Ann.,  6;  Study, 
Methoden  etc.,  Leipzig  1889  und  die  Geometrie  von  Clebsch- 
Lindemann. 


§  13.    nesse'BOhe  und  Funotionaldetenninanten, 

Combinanten,  Besultanten  und  Disorüninanten  beliebiger 

algebraisoher  Formen. 

Es  seien  r  Formen  beliebigen  Grads  mit  r  Yariabelen  (also 
von  der  r^^  Stufe)  gegeben.    Wir  wollen  sie  symbolisch  durch 

n      7  n'         n" 

darstellen,  indem  wir  analoge  Kriterien  der  symbolischen  Dar- 
stellung, wie  bei  den  binären  und  temären  Formen,  zur  An- 
wendung bringen. 

Zu  den  einfachsten  invarianten  Bildungen  dieser  Formen  ge- 
hören die  Jacobi'sche  oda^  Functionaldeterminante  der  r  Formen, 
die  symbolisch  durch 

(x  \      71  —  litt  — 1    n" — 1 

abc  "')  a       b        c 
/        X  X  X 

und  die  Hesse' sehe  Determinante  einer  jeden  Form,  die  durch 

{aa  a    '")   a^     a^ 

dargestellt  wird,  worin  unter  a\  rt",  •  •  •  Symbole  verstanden 
werden,  die  den  a  äquivalent  sind. 

Diese  Bildungen  können  leicht  durch  die  Derivirten  der 
gegebenen  Formen   ausgedrückt   werden.      Siehe   Seite  51 — 53. 

Ein  wichtiges  Theorem  über  die  Jacobi' sehen  Determi- 
nanten ist  das  Clebsch'sche: 

Die  Functionaldeterminanten ,  die  aus  r  FuncHonaldeicrmi' 
nantcn   von  r  -{-  1   Formen  von  r    Variabelai  gebildet  ivei'den. 


§  13.    Hesse^sche  und  Functionaldeterminanien. 
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sind  den  Urformen  proportional,  Clebsch,  Grelle,  69,  70; 
Rosanes,  ib.,  75;  Pasch,  ib.,  80. 

Eine  interessante  Eigenschaft  der  Hesse' sehen  Determi- 
nanten bezieht  sich  auf  ihr  identisches  Verschwinden.  Sie  gilt 
nur  für  binäre,  ternäre  und  quaternäre  Formen: 

Das  Versehtmnden  der  Hesse' sehen  Determinante  ist  die 
nothwendige  tmd  ausreichende  Bedingung,  damit  sich  die  gegebene 
Form  durch  lineare  Transformation  auf  eine  andere  reduciren 
lasse,  die  eine   Variabde  weniger  enthält 

Dieses  Theorem  haben  Hesse,  Grelle,  42,  56  und  Andere, 
Baltzer,  1.  Ausg.  ^er  Determinanten;  Brioschi,  Determ.,  1854; 
Salmon-Fiedler,  Älgebr,  der  lin.  Transf,  1863  für  allgemein 
giltig  gehalten;  später  hat  Gordan-Noether,  Math.  Ann.,  10 
bewiesen,  dass  es  nur  für  r=  2,  3,  4  gilt  Näheres  findet 
man  bei  Pascal,  Determinanten,  Leipzig  1900,  §  65. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  Hesse'  sehen  Determinante  lautet : 

Die  Hesse' sehe  Determinante  der  Hesse' sehen  Determi- 
nante einer  cubischcn  Form  mit  beliebig  vielen  Variäbelen  ist 
eine  lineare  Gombination  der  gegebenen  Form  und  der  Hesse'- 
schen  Determinante. 

Dieser  Satz  wurde  für  das  ternäre  Gebiet  von  Bauer, 
Münch.  Akad.,  14,  1883,  für  das  quaternäre  von  Rohn,  Matii. 
Ann.,  23   und  allgemein  von  Voss,  Math.  Ann.,  27  bewiesen. 

Die  Hesse 'sehe  Determinante  einer  beliebigen  quadrati- 
schen Form  j    ^ 

/*=    ^,  aijXjXj 


ist  ihre  Discriminante  (siehe  S.  323  und  325);  durch  wirkliche 
Coefficienten  ausgedrückt,  hat  sie  die  Gestalt 


a. 


a 


111    "12?    "13» 


«1! 


^IJ    "22?    "231 

fl<ii  n  ßf«i«i  a, 


^221    % 
31?    ^321    ^88» 


Die  oben  (siehe  §  2,  S.  265)  von  uns  angegebenen 
Clebsch 'sehen  Formeln,  welche  das  Quadrat  einer  Functional- 
determinante  binärer  Formen  oder  das  Product  zweier  solcher 
Determinanten  liefern,  sind  auf  die  Formen  höherer  Stufe  von 
D'Ovidio,  Ann.  Torino,  1879;  Le  Paige,  Bull,  de  Belgique, 
1880,  1881;  Gompt.  Bend.,  1881;  Torelli,  Acc.  Napoli,  1886 
ausgedehnt  worden.  

Pascal,  Bepertoriam.  L  21 
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Die    Functionaldeterminante    ist    ein    speci  eller    Fall    von 
Bildungen,  die  den  Namen  Combinanten  führen  (vergl.  auch  §  5) : 
Ist  ein  System  von  p  Formen 

/i  1  fit  "  'y  fp 

von  der  r*®°  Stufe  und  gleicher  Ordnung  gegeben  und  macht 
man  die  lineare  Combinaiion 

nfi  +  ^%U  H h  V/»» 

so  versteht  man  imter  Combinante  der  p  gegebenen  Formen 
eine  solche  in  den  Coefficienten  der  f  imd  in  den  Variabelen 
ganze  rationale,  die  v  nicht  enthaltende  Bildung,  welche  sich 
in  Bezug  auf  die  lineare  Transformation  der  x  und  die  lineare 
Transformation  der  Variabelen  v  invariant  verhält.  Die  Com- 
binante kann  ausser  den  Variabelen  x^,  •  •  •,  Xr  auch  andere 
Systeme  von  Variabelen  y^,  •  •  •,  pr]  e^^  •  •  •,  Zri  •••  enthalten, 
die  zu  den  x  cogredient  sind. 

Alle  Combinanten  der  f  lassen  sich  als  invariante  Bildungen 
einer  einzigen  von  ihnen  betrachten,  die  nach  Gordan  Funda- 
mentalcomhinante  genannt  wird  und  die  sich  a-gibt,  wenn  nian 
die  Determincmte  bildet,  welche  in  der  ersten  Zeile  alle  f  mit 
den  Variabelen  x,  in  der  zweiten  aUe  f  mit  den  Variabelen  y  etc. 
enthält;  die  eingeführten  p  Reihen  von  Variabelen  x,  y,  •  •  •  sind 
sämmtlich  als  cogredient  anzusehen. 

Mit  den  Combinanten  hat  sich  Gordan,  Math.  Ann.,  5; 
Voss,  Münch.  Ber.,  1888  beschäftigt. 


Es  mögen  r  Gleichungen  vom  Typus 

a:=o,  &:=o,  ••• 

vorliegen,  worin  a^,  6^ ,  •  •  •  in  S3rmbolischer  Bezeichnung 
r  Formen  von  der  r*®°  Stufe  in  den  Variabelen  x^,  x^y  •  •  • ,  Xr 
sind;  man  eliminire  die  r  homogenen  Variabelen  x  und  gebe 
dem  Resultat  der  Elimination  die  Form  2?  ==  0,  wobei  B  eine 
ganze  rationale  Function  der  Coefficienten  der  gegebenen 
Formen  sei. 

Die  Bildung  B  ist  eine  Invariante  der  Formen  und  heisst 
JResultante.    Sie  ist  auch  eine  Cofnbinante  der  gegebenen  Formen. 
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Die  Resultante  ist  in  den  Coefficienten  einer  jeden  Farm 
von  gleichem  Grad,  toie  das  Prodtict  der  Ordntmgszahlen  aller 
anderen  Farmen. 

Die  Resultante  der  r  ersten  partiellen  Derivirten  einer 
Form  nach  den  r  Yariabelen  heisst  Discriminunte. 

Der  Grad  der  Discntninante  in  den  Coefficienten  der  ge- 
gebenen Farm  ist  r(n  —  ly—^,  wenn  n  den  Grad  der  Farm 
und  r  ihre  Stufe  bezeichnet, 

Gordan  hat  sich  in  den  Münch.  BericJiten,  17,  1887  mit 
der  Discriminante  einer  temären  Form  von  der  n*®°  Ordnung 
und  neuerdings  in  den  Math,  Ann.,  50,  1897  und  den  ZüricJier 
Cangr,-Verh,,  1898,  S.  143  mit  der  Resultante  dreier  temären 
Formen  beschäftigt. 

Ueber  die  invarianten  Bedingungen,  unter  welchen  sich  eine 
temäre  Form  in  lineare  Factoren  zerlegen  lässt,  siehe  Brill, 
Göft.  Nachr.,  1893;  Deutsche  Math, -Verein,,  5,  1897;  Math. 
Ann.,  50;  Junker,  Math.  Ann.,  43;  Gordan,  Math.  Ann.,  45. 


§  14.    Apolarität  für  beliebige  Formen. 

Die  Theorie  der  Apolarität,  die  wir  in  §  9  für  binäre 
Formen  auseinandergesetzt  haben,  lässt  sich  auf  den  Fall  be- 
liebiger Formen  ausdehnen. 

Es  mögen  zwei  Formen  von  r  Yariabelen  vorliegen,  die  eine 
a"  von  der  n*®"  Ordnung  in  Coordinaten  a:,  die  andere  u^  von 
derselben  Classe  n  in  contragredienten  Coordinaten  u.  Man  sagt, 
die  beiden  Formen  seien  conjugirt,  Rosanes,  Grelle,  75  oder 
vereinigt  liegend,  Clebsch-Lindemann  oder  auch  apolar,  R e y e , 
Grelle,  78,  79,  wenn  die  bilineare  Invariante  a"  Null  ist. 

Von  der  gegebenen  Form  nehme  man  die  erste  Polare  in 
Bezug  auf  einen  Pol  y  und  dann  die  Polare  dieser  in  Bezug 
auf  einen  Pol  z  u.  s.  w.,  bis  man  die  gemischte  Polare 

dyttgOt  •  •  • 

erhält,   die   in  jeder   der  Reihen  von  Yariabelen  y,  ;?,   t,  •  •  • 
linear  ist. 

Wenn  diese  gemischte  Palare  verschwindet,  so  ist  die  ge- 
gebene Farm  apolar  zu  derjenigen,  die  in  Goardinaten  u  die 
Gesammtheit  der  n  Pole  y,  z,  t^  •  •  •  darstellt.  Man  erhält  auf 
diese    Art    die    Apolarität    einer    Form    zu    einer    anderen    in 

21* 


H  t    . 


/|/V        f»f^rt-ff  f*  pVf^L'f.     •'»--'-    -'^  . 


§  15.    Die  quadratischen  Formen  im  Allgemeinen. 
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§  15.    Die  quadratisohen  Formen  im  i^llgemeinen  und  die 

bilinearen  Formen.      Trägheitsgesetz.      Die    Theorie    der 

Elementartheiler  von  Weierstrass. 

Es  liege  eine  quadratische  Form  nait  r  Variabelen  vor: 
f=  y,aijXiXj  =  al  =  ll  =  cl=  "•     (üij  =  aji). 

ij 

Ihre  einzige  Invariante  ist  die  Discritninante 

^111  ^121  ^181  ' 
^21»  ^22  >  ^31  * 
^31?    ^821    ^33 >    * 


^{ahC'Y. 


Wenn  J  von  Null  verschieden  ist,  so  heisst  f  ordinär, 
sonst  Singular. 

Bezeichnet  man  mit  u\^  Wg,  •  •  •,  Wr  die  r  zu  den  x  cofitra- 
grcdienten  Variabelen,   so   lässt   sich   die  Contravariante  bilden: 


0,     tc\,    «r,, 


'^'2?    ^21» 


•221 


{wah'"y 


Wenn  man  die  digredienten  Variabelen  m,  «;,  •  •  •  einführt 
(vergl.  §  11),  so  lassen  sich  noch  andere  invariante  Bildungen 
aufstellen;  für  r  =  3  (den  temären  Fall)  existiren  nur  die 
beiden  obigen  (vergl.  §  16);  für  r  =  4  (den  quatemären  Fall) 
lassen  sich  dagegen  noch  viele  andere  bilden,  weil  man  eine 
weitere  Variabelenreihe  einzuführen  hat  (vergl.  §  19). 

lieber  die  gleichzeitigen  Invarianten  von  zwei  quadratischen 
Formen  mit  r  Variabelen  siehe  Segre,  Math.  Ann.,  24. 


In  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  ist  das  wegen 
seiner  Anwendungen  auf  Mechanik  und  Geometrie  vielfach  be- 
handelte Problem  von  Interesse,  diese  Formen  auf  ihre  eano- 
niseJie  Gestalt  zu  bringen  d.  h.  sie  auf  eine  lineare  Combination 
von  Quadraten  zurückzuführen.  Eine  solche  Reduction  lässt 
sich  im  Allgemeinen  auf  unendlich  viele  Arten  ausführen;  hat 
jedoch  die  gegebene  Form  reelle  Coefficienten  imd  sollen  die 
linearen  Transformationen,  die  mit  den  Variabelen  vorzunehmen 
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sind,  gleichfalls  reeU  sein,  so  unterliegen  die  unendlich  vielen 
reducirten  oder  canonischen  Formen  dem  sogenannten  Trägheits- 
gesetz der  quadratisclien  Formen.     Es  lautet: 

Wenn  eine  quadratisdie  Farm  mit  r  Varmhelen  und  mit 
reellm  Coeffieienten  durdi  reelle  lineare  SubstUutioneti  auf  ztcei 
verschiedene  Arten  in  Ausdrücke  transformirt  wird,  die  nur  die 
Qumlrate  der  Variahelen  enthalten,  so  ist  die  Anzahl  k  der 
Terme  mit  positivem  Vorzeicfien  immer  dieselbe. 

Dieser  Satz  wurde  von  Sylvester,  Phil.  Mag.,  1852,  2, 
S.  138;  Fhil.  Tram.,  1853,  S.  407  aufgestellt;  später  theilte 
Borchardt,  Grelle,  53,  S.  275  mit,  dass  ein  ähnliches  Gesetz 
schon  Jacobi  seit  1847  bekannt  war.  Ueber  dieses  Theorem 
kann  man  auch  Hermite,  Grelle,  53,  S.  271;  Gundelfinger, 
Grelle,  91;  de  Presle,  BulL  de  la  Soc.  inath.,  15,  S.  179; 
Frobenius,  Sitzungsher.  der  Berl.  AJcad.,  1894  nachsehen. 
Untersuchungen,  die  auf  das  Engste  mit  dem  Trägheitsgesetz 
der  reellen  quadratischen  Formen  zusammenhängen,  hat 
Loewy,  Math.  Ann.,  50,  §  9;  ib.,  52  und  Nova  Acta  Leoj)., 
1898  angestellt. 

Wenn  die  Zalü  k  in  dem  vorstehenden  Theorem  Null  oder  r 
ist,  so  heisst  die  quadratische  Form  definit  (Gauss),  sonst 
indefinit. 

Jede  qiwdratiscJie  definite  Form  behält  da.sselhe  Vorzeichen 
bei,  auf  ivelche  Art  nuin  aucJi  die  Werthe  der  (reellen)  Varia- 
helen ämlern  mag. 

Eine  quadratische  Form  mit  r  Variabelen  lässt  sich  im 
Allgemeinen  auf  die  vorstehende  canonische  Form  auch  dann 
zurückführen,  wenn  die  Bedingung  gestellt  wird,  dass  die  vor- 
zimehmende  Transformation  eine  orthogonale  sein  soll,  d.  h.  der- 
art, dass  die  Form 

/•'=v  +  a-,«  +  v  +  "-  +  ^?- 

bei  ihr  unverändert  bleibt. 

Wenn  in  diesem  Fall  die  reducirte  Form  die  Gestalt 

l-r 

f  =  ^OijXiXj  =  A^^Xi^  +  A^x^^  -| 1-  ArxJ- 

annimmt,  so  sind  die  Goefficienten  A,  mit  entgegengesetztetn  Vor- 
zeichen genommen,  die  Wurzeln  dei'  (sogenannten  charakteristischen) 
Gleichung 
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«11  +  ^» 


327 


^12> 


"2n 

«81» 


a„  +  A, 


*13» 
»23» 


^82» 


'^sa 


+A, 


=  0, 


deren  linke  Seite  die  Discriminante  der  quadratischen  Form 
f+Xr     ist 

Sind  die  Coefficienten  atj  von  f  sämmtlich  reell,  so  sind 
edle  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  reell.    Vergl.  S.  44. 

Es  ist  dies  ein  specieller  Fall  des  Problems,  zwei  quadra- 
tische Formen 

f  =  ^ctjjXjXj,      F  =  ^hjjXjXj 

gleichzeitig  auf  die  canonische  Form  zu  reduciren. 

Offenbar  können  wir  immer  auch  die  Bedingung  hinzu- 
fügen, dass  die  zweite  dieser  Formen  sich  auf  einen  Ausdruck, 
wie  das  obige  f  zurückführen  lasse,  d.  h.  auf  die  Summe  der 
Quadrate  der  neuen  Variabelen.     Da  die  reducirten  Formen 

f  =  A,x,^  +  Ä^x,^  H h  Arxl, 

F  =  B,x,'  +  ^,V  H \-^r4 

sind,  so  braucht  man  nur 

zu  setzen,  um 

^  =  yi*  +  V  + •••  +  »? 

zu  erhalten.  ^ 

Die  Verhältnisse  ~  sind,  mit  anderem  Vorzeichen  genommen, 

die   Wurzeln  der  (charakteristischen)  Gleichung 

«11  +  ^^11    «12  +  ^^12»    • 
«21  +  ^^21»    «22  +  ^^22»    • 


=  0, 


deren  linke  Seite  die  Discriminante  der  quadratiscfien  Form 
f+XF    ist. 

Zu  den  ersten,  die  sich  mit  diesem  Problem  beschäftigten, 
gehören  Cauchy,  Exerc.  de  tnath.,  4,  1829  und  Jacobi, 
Cr  eile,   12. 


328     Kapitel  XU.    Die  Invariantentheorie  der  algebraischen  Formen. 

Die  Lösung  des  Problems  gestaltet  sich  so,  wie  hier  ange- 
geben wurde,  nur  dann,  wenn  alle  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung  von  einander  verschieden  sind;  sind  dagegen  einige 
Wurzeln   einander  gleich,   so   treten  andere  Betrachtungen   ein. 

Für  r  =  2  und  r  =  3  ist  die  Sache  einfach  und  schon 
vor  langer  Zeit  in  den  Büchern  über  analytische  Geometrie 
dargelegt  worden;  für  r  =  4  sind  Untersuchungen  von  Syl- 
vester, Phü,  Mag,,  (4),  1,  1851,  S.  119,  für  ein  beliebiges  r 
von  Weierstrass,  Berl,  Monatsher,,  1858,  1868  vorhanden. 
Der  letztere  behandelte  das  Problem  nicht  nur  für  zwei  quadra- 
tische Formen,  sondern  auch  für  bilineare  Formen  mit  zwei 
VariahdenreiJien.  Bei  dieser  Gelegenheit  stellte  Weierstrass 
die  Theorie  der  sogenannten  Elementartheüer  auf: 

Wir  wollen  die  Determinante  von  der  r*®°  Ordnung 

^  =  I  ««V  +  ^^iJ  I  =  I  «0-  I 

betrachten  und  im  Allgemeinen  annehmen,  sie  habe  a  zur 
Charakteristik  oder  zum  Rang^)  (siehe  S.  89),  d.  h.  es  seien  alle 
Unterdeferminanten  von  der  Ordnung  <y  -(-  1,  aber  nicJit  alle 
Unterdeterminanten  von  der  Ordnimg  a  identisch  Null.  Es  sei 
a-\-lh=p  und  lg  sei  der  Exponent  der  höchsten  Potenz,  mit 
welcher  ;p  als  Factor  in  allen  Unterdeterminanten  der  q^^  Ordnung 
{q  <  <y)  von  B  enthalten  ist;  mit  anderen  Worten:  jp',>  sei  ein 
Factor  aller  Minoren  von  der  Ordnung  9,  von  welchen  einige  p 
auch  in  einer  höheren  Potenz  enthalten,  einer  aber  wenigstens  p 
genau  in  der  Potenz  l^  enthält;  es  sei  D^,  der  grösste  gemein- 
schaftliche JTheiler  aller  Unterdeterminanten  der  q^^^  Ordnung, 
D^j  habe  mithin  p  in  der  Z^*®°  Potenz  zum  Factor.  Die  Zahlen 
Ifj  sind  ganze  positive  Zahlen  oder  auch  Null. 
Es  ist 

und,  wenn  l,j  =  0  ist. 


Wir  setzen 


Z._i  =  Z,,_2  =  •••  =  0. 

f^a  =  ^'1  —  la  —  1^ 

^(T— 1  =  l(}  —  1  'a — 2» 


1)   Statt    der    Bezeichnung    Charakteristik    benutzen    deutsche 
Autoren  nach  Frobenius'  Vorgang,  Creile,  86  das  Wort  Bang. 
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woraus 

lü  =  e^-\-  e^-i-  €^-\ [-Ca 

folgt;  in  Da  tritt  daher  als  Factor 

p^a  =  jp'i  •  p^t  .  p^»  .  .  .  p^a       auf. 

Die  Zahlen  e  genügen  der  Fundamentaleigensdiaft 

ea  ^  Cff— 1  ^  e„  — 8  ^  •  •  •  ^  ^1- 

Jeder  Factor  p*i  heisst  nun,  wenn  e,-  von  Null  verschieden 
ist,  ein  Elementartheiler  des  Systems  der  cnj  und,  wenn  ff  =  r 
ist,  der  Determinante  D  (Weierstrass),  und  |?  wird  die  Basis 
der  Elementartheiler  genannt. 

Den  Begriff  der  Elementartheiler  kann  man  auf  eine  be-, 
liebige  Determinante  ausdehnen,  deren  Elemente  a  nicht  wie 
die  Elemente  von  D  lineare  Functionen  von  A,  sondern  entweder 
ganze  Zahlen  oder  ganze  Functionen  einer  oder  mehrerer 
Variabelen  sind.  In  dem  ersten  Fall  ist  unter  dem  Symbol  p 
eine  Primzahl,  in  dem  zweiten  eine  lineare  oder  im  Allgemeinen 
irreducibde  ganze  Function  dieser  Variabelen  zu  verstehen. 

Ein  Elementartheiler  ersten  Grads  heisst  nach  Frobenius, 
CreUe,  86  ein  linearer  Elementartheiler;  Kronecker,  Berl. 
Monatsher.,  1874,  S.  226;  Werke,  S.  405  dagegen  sagt  ein- 
facher Elementartheiler.  Wir  dagegen  werden  nach  dem  Vor- 
gang von  Frobenius,  1.  c.  den  Ausdruck  einfacher  Elementar- 
theiler in  anderem  Sinn  gebrauchen: 

Bildet  man  die  Verhältnisse 

~fj =  ^o^    75 =  -Ea-i,      •  •,    D^  =  E^ 

und  setzt 

-^„4-1  =  J?(7-f  2  ==•••  =  JEr  =  0, 

80  sind  die  Ausdrücke  E  ganze  Zahlen  oder  bez.  ganze 
Functionen  und  werden  bez.  der  erste,  zweite,  •••,  r*®  Elementar- 
theiler des  Systems  der  0,7  oder  auch,  wenn  a  =  r  ist,  der 
Determinante  genannt.  Sie  sollen  zusammengesetzte  Elementar- 
theiler des  Systems  und  die  Ausdrücke  p*«  einfache  Elementar- 
theiler (Frobenius)  heissen. 

Man  beachte  jedoch,  dass  der  Ausdruck  zusammengesetzte 
Elementartheiler  von  Frobenius  in  anderem  Sinn  gebraucht 
wird.  Siehe  Cr  eile,  86,  S.  162.  Der  Ausdruck  in  unserem 
Sinn  findet  sich  bei  Muth  (an  dem  weiter  unten  citirten  Ort, 
S.    13)    und    wird    durch    die   Eigenschaft    gerechtfertigt,   dass 
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man  durcli  Zerlegung  der  zusammengesetzten  Elementar&ieüer  in 
Factoren  aUe  Elementariheüer  des  Systems  erhält 
»  i  Die  Hauptarbeiten  über  die  Theorie  der  Elemenimiheüer, 
auf  welche  wir  hier  nicht  näher  eingehen,  sind  ausser  den  bereits 
citirten:  Stickelberger,  Diss,  inaug.,  Berlin  1874;  Crelle,  86; 
Darboux,  J.  de  Liouvitte,  (2),  19;  Kronecker,  Berl. 
Monatsher,,  1874,  1890,  1891;  Crelle,  107;  Frobenius,  Crelle, 
86,  88;  Sitz.'BericIite  d.  Berl  Akad.,  1890,  1894,  1896; 
Hensel,  Crelle,  114,  115  etc.  etc.  Näheres  findet  man  in  dem 
soeben  erschienenen  Werk  von  Muth,  Tlieorie  und  Anwendu/ng 
der  Elemeräurlheiler,  Leipzig  1899. 

Wir  wollen  nun  die  Resultate  angeben,  zu  denen  man  auf 
Grund  der  Theorie  der  Elementartheiler  bei  dem  Problem  der 
Reduction  der  quadratischen  Formen  auf  die  canonische  Form, 
von  welchem  oben  die  Rede  war,  und  bei  dem  anderen  gleich- 
artigen Problem  der  Aequivalenz  von  quadratischen  Formen  oder 
von  Scharen  quadratischer  Formen  kommt. 

Damit  zwei  quadraiiscJie  Fortnen  mit  r  Variahelen  sich 
durch  dieselhen  linearen  Transformationen  auf  die  Gestalt 

Äj^x^^  +  Ä^x^^  -] 1-  Är4, 

B,x,' +  B,x,^ -{ \-Brxl, 

worin  -4/,  B{  nicht  heide  zugleicJir  Null  sind,  hringen  lassen,  ist 
es  nöthig  und  ausreichend,  dass  die  auf  die  gewöhnliclie  Art  aus 
den  Cocfficientcn  der  heiden  Formen  gehüdete  Determinante 

D  =  I  a.j  +  Xhij  I 

nicht  verschwinde  und  nur  lineare  Elementurtheiler  hesitze. 
Weierstrass,    Werke,  2,  S.  41 — 42. 

Wenn  D  zwar  von  Null  verschieden  ist,  die  Elementar- 
theiler von  D  aber  beliebig  sind,  so  lässt  sich  eine  Reductiou 
auf  andere  canonische  oder  normale  Formen  ausführen,  deren 
Natur  von  den  Elementartheilem  abhängt.  Darauf  gründet  sich 
dann  eine  Classificati&n  der  quadratisdicn  Formen.  Wir  lassen 
uns  jedoch  darauf  nicht  näher  ein. 


Ein  Problem  allgemeinerer  Art  besteht  darin,  zu  bestimmen, 
ob  zwei  Scharen  von  quadratischen  Formen  A-^XB^  JL'-f-A-B' 
äquivalent  sind,  d.  h.  ob  sich  durch  lineare  Transformationen, 
deren  Coefficienten  von  k  nicht  abhängen,  die  eine  in  die  andere 
verwandeln  lässt. 
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rr  Zwei  ordinäre  Scharen  quadratischer  Farmen  von  r  Varia- 

n  (d.  h,  solche,  deren  Discriminante  nicht  identisch  Null  ist) 
f  da/im  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  die  JElementartheiJer 
*r  Determinanten  übereinstimmen.    Weierstrass. 

Offenbar  ist  in   diesem   allgemeinen   Theorem  das   frühere 
specieller  Fall  enthalten. 
Die  Weierstrass' sehe  Theorie  ist  von  der  grössten  Trag- 

-  »ite;  sie  lässt  sich,  auf  geeignete  Art  modificirt,  auf  sehr  viele 

-  '^dere  Aequivalenzprobleme  anwenden. 

Denken  wir  uns  z.  B.,  es  liegen  quadratische  Formen  mit 

liiizen  Coefficienten  vor  und  man  wolle  untersuchen,  wann  eine 

.».^jn  zwei   Formen    dieser   Art   durch   eine   Transformation   von 

i^^anzen  Coefßcienten   und   dem    Modul  1    (unimodulare)   sich   in 

. ie   andere   verwandeln   lässt,    oder    auch    speciell,    wann    eine 

108er  Formen  durch   eine   unimodulare  Transformation   auf  die 

anonische  Form  gebracht  werden  kann.    Die  Untersuchung  der 

^  "Determinanten   der   beiden    Formen   und  ihrer   Elementartheiler 

n  dem  Sinn,  den  man,  wie  wir  oben  ausgeführt  haben,  alsdann 

iiesem  Ausdruck    geben    muss,    führt    zu   Resultaten,    die    den 

^"obigen  durchaus  analog  sind. 


Dieselbe  Theorie  lässt  sich  auch  auf  die  hUinearen  Formen 
.  anwenden: 

Unter  einer  bilinearen  Form  von  zwei  Reihen  von  Variabelen 

versteht  man  einen  Ausdruck  vom  Typus 

»■; 

Wenn  die  Coefficienten  a^  lineare  Functionen  eines  Para- 
meters X  sind,  so  stellt  dieser  Ausdruck  eine  Schar  von  bi- 
linearen Formen  dar.  Ist  die  Determinante  der  atj  von  Null 
verschieden,  so  erhält  man  eine  ordinäre  bilineare  Form,  ist 
I  üij  I  dagegen  Null,  eine  singulare. 

Ueber  die  Theorie  der  bilinearen  Formen  siehe  Weier- 
strass, 1.  c.  und  besonders  Frobenius,  Crelle,  84;  vergl.  auch 
Muth,  1.  c,  §  2  u.  ff. 

Bei  den  bilinearen  Formen  kann  man  ähnliche  Probleme 
studiren,  wie  bei  den  quadratischen: 
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1.  vorausgesetzt,  die  Goefficienten  seien  ganze  Zahlen,  die 
Aequivalenz  zweier  solcher  Formen,  d.  h.  die  Möglichkeit  eine 
von  ihnen  durch  eine  unimodulare  Transformation  in  die  andere 
zu  verwandeln  und  mithin  speciell  die  Beduction  einer  von 
ihnen  durch  eine  unimodulare  Transformation  (d.  h.  mit  ganzen 
Coefficienten  und  dem  Modul  1)  auf  die  Form 


^^i^iVi, 


welche  die  normale  oder  canonische  Form  heisst; 

2.  vorausgesetzt,  die  Coefficienten  seien  lineare  Functionen 
eines  Parameters  X,  die  Aequivalenz  zweier  Scharen  dieser 
Formen,  d.  h.  die  Möglichkeit,  die  eine  durch  lineare  Trans- 
formationen, deren  Coefficienten  von  l  nicht  abMngen,  in  die 
andere  zu  verwandeln  und  mithin  insbesondere  die  gleichzeitige 
Reduction  zweier  bilinearer  Formen  mit  constanten  Coefficienten 
auf  die  canonische  Form. 

Es  bestehen  die  folgenden  Theoreme: 

Zwei  bilineare  Formen  mit  ganzen  numerischen  Coefficietiten 
sind  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  die  entsprechenden 
zusammengesetzten  Elementqrtheiler  des  Systems  der  Coefficienten 
der  beiden  Formen  gleich  sind. 

Eine  gegebene  bilineare  Form,  deren  ganzzahliges  Coefficienten- 
System  die  zusammengesetzten  Elementartheiler 

besitzt,    lässt  sich  durch  unimodulare  Substitutionen  für   die   Xi 
und  yi  stets  in  die  Form 

^l^lt/l  +  -^2^23/2  H h  ^r^ryr 

transformiren. 

Zwei  bilineare  Formen  (zivei  Formenscharen)  mit  Coefficien- 
ten, die  lineare  Fundionen  von  X  sind,  und  von  Null  verschie- 
denen Determinanten,  sind  dann  und  nur  dann  äquivalent  (d.  /i. 
durch  von  l  unabhängige  Transformationen  die  eine  in  die  an- 
dere transformirbar),  wenn  die  Determirumten  der  beiden  Scharen 
in  ihren  Elementartheilern  übereinstimmen. 

Damit  sich  zwei  bilineare  Formen  durch  lineare  Trans- 
formationen gleichzeitig  auf  die  Gestalt 

A^l^l   +  ^^tUi  H h  ^r^ryr, 

-^l^lS/l   +  ^2^2^2   H h  ^r^ryr 
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bringen  lassen,  worin  -4,,  Bi  nicht  beide  Null  sind,  ist  es  noth- 
tcendig  und  hinreichend,  dass  die  Determinante 

I>=  I  a.7  +  ^^7  I 
nicht    identisch    versdiwindt  und  luuter   lineare  Elementartheiler 
besitze. 

Wir  schliessen  hiermit  die  Darlegung  der  Anwendungen 
der  Theorie  der  Elementartheiler  und  gehen  zu  einem  anderen 
Problem  in  Bezug  auf  die  quadratischen  Formen  über. 


Eine  orthogonale  Transformation  (d.  h.  eine  lineare  Trans- 
formation, bei  welcher  die  Determinante  der  Coefficienten  ortho- 
gonal ist,  vergl.  S.  48,  49)  transformirt  die  specielle  quadra- 
tische Form 

V  +  V  +  ---  +  a^r 

in  sich  selbst. 

Von  den  n^  Coefficienten   dieser  Transformation   sind   nur 

— ^— unabhängig;  es  bietet  sich  mithin  das  Problem: 

Wie  lassen  sich  durch  y  w  (n  —  1)  unabhängige  Grössen 
die  Coefficienten  einer  linearen  Transformation  ausdrücken,  welche 
die   quadratische   Form    ^x]  unverändert  lässt? 

Mit  dieser  Untersuchung  haben  sich  Euler,  Nom  Comm. 
Petrap.,  15,  20;  Cauchy,  Exerc,  de  math,,  4  und  schliesslich 
auf  allgemeinere  Art  Cayley,  Crelle,  32  beschäftigt.  Ueber 
das  allgemeine  Eesultat,  zu  welchem  Cayley  kam,  verweisen 
wir  auf  Pascal,  Determinanten,  Leipzig  1900,  §  47. 

Diese  Forschungen  lassen  sich  verallgemeinem,  wenn  man 
statt  der  obigen  speciellen  quadratischen  Form  eine  beliebige 
quadratische  Form  zu  Grunde  legt.  Her  mite  hat  für  r  =  3 
in  Crelle,  47  und  für  «  =  4  in  dem  Cambr.  DubL  math.  J.,  9 
darüber  Untersuchungen  angestellt.  Von  der  zahlreichen  Literatur 
sei  G.  Cantor,  Habilitationsschr, ,  Halle  1869;  Bachmann, 
CreUe,  76;  Tannery,  BuU,  sdenc,  math,,  11,  1876;  Prym, 
Gott.  Äbhandl,  38,  1892;  Frobenius,  Crelle,  84  erwähnt. 
Die  cogrediente  Transformation  der  bilinearen  Form  in  sich 
selbst  wurde  von  A.  Voss  behandelt.  Äbh.  der  legi.  Bayer. 
Akad.,  1890. 

Neuere  Arbeiten  von  Loewy,  Compt.  Bend.,  1896;  Nova 
Acta  Leop.,  1898  behandeln  auch  auf  Grund  der  Theorie  der 
Elementartheiler  die  Transformation  einer  bilinearen  Form  in 
sich  selbst,   wobei  die  y  und  x  conjugirt  imaginäre  Variabelen 
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sind;  als  Specialfall  ergibt  sich  dabei  die  reelle  Transformation 
einer  reellen  quadratischen  Form  in  sich.  Von  diesem  Gesichts- 
punkt aus  werden  Untersuchungen  angestellt,  welche  in  Ver- 
bindung mit  denen  über  die  automorphen  Formen  stehen, 
siehe  §  22. 


§  16.    Das  System  einer  oder  mehrerer  temärer 
quadratisoher  Formen. 

Das  volle  System  einer  einzigen  temären  quadratischen 
Form  a|  hat  nur  eine  Invariante  (die  Biscriminunte ,  §  15) 
und  mithin  keine  absoluten  Invarianten,  Es  hat  femer  nur 
eine  Contravariante, 

Ist  /"=  aj  die  gegebene  Form,  so  ergibt  sich  das  volle 
System  aus: 

A 

F={aluy, 
A=.{ahcy, 

Das  volle  System  zweier  temärer  quadratischer  Formen 
f=(i\i  f  =^  cl'x  besteht,  abgesehen  von  der  identischen  Co- 
variante,  aus  20  Bildimgen,  die  sich,  wenn  man  der  Einfach- 
heit wegen 


und 


«1,  «2, 


«1,    «2,    «3 


\  H 

hc. 

h    Cl 

h    <^3 

? 

\  q 

> 

h    «8 

hi  c't 

&8    Cz 

bi  Ci 

hi  Cs 

1 

hi  c'i 

? 

bi  Ci 

setzt,  symbolisch  auf  die  folgende  Art  schreiben  lassen: 
l)  vier  Invarianten: 


Aii  = 

=  {abc)\ 

-^112  " 

=  {aba)\ 

^22  = 

=  {aa'bj, 

^222  ' 

=  {a'b'cj; 

2) 

vier 

Covarlanten: 

f 

=  «l, 

r^a.\ 

A 

=  («a 

'x)aa'a!,a:caic, 

<^a2 

=  (aa 

'xy-, 

§  16.   Das  System  temärer  quadratischer  Formen.  335 


3)  vier  CofUravaria/nten: 

F=(abu)\     r  =  {a'h'u)\ 

B  =  {aau)  {aVc)  (ahc)  {uh'c')  (übe), 


■1« 


(aa'tt)*; 


4)  adU  Z  wischen  formen: 

A  =  (abc) a'x  (t*6c),  B^  =  {aVc) a«  (ub'c)^ 

N  =  {aau)axax^  N'  =  {cia'x)uaUa'y 

Ci  =  (aa'ujüaaxUa^  F^  =  {clu  x)  aa'Uaax^, 

Cj  =  {aau)aa'axUa''i  -T,  =  {€tax)aaUaax- 

Dieses  volle  System  hat  Gordan,  Math,  Ann.,  19  auf- 
gefunden; vergl.  auch  die  Geometrie  von  Clebsch-Lindemann. 

üeber  die  geometrische  Interpretation  dieser  invarianten 
Bildungen  siehe  Bd.  2,  Kap.  3  und  über  die  Reduction  der 
temäron  quadratischen  Formen  auf  die  canonische  Gestalt  den 
vorhergehenden  Paragraphen. 

Das  System  zweier  temärer  quadratischer  Formen  hat  zwei 
absolute  Invarianten.  Zu  solchen  kann  man,'  als  die  ein- 
fachsten, die  folgenden  wählen: 


A  = 
^  = 


ni» 


-^111  -^l»2 

-^12« 
-^112  -4.JJ2 


Ueber  das  System  zweier  temärer  quadratischer  Formen 
siehe  ausser  den  citirten  Arbeiten  von  Gordan  auch  Perrin, 
Soc.  math.  de  France,  18;  Rosanes,  Math,  Ann,,  6;  Gerbaldi, 
Annali  di  mat,  17. 

Das  System  dreier  temärer  quadratischer  Formen  hat 
Ciamberlini  untersucht,  Giern,  di  BaJtt,  24  (das  System  ent- 
hält 127  Bildungen,  darunter  11  Invarianten);  femer  Gundel- 
finger,  Grelle,  70;  Hertens,  Svtzungsber,  d.  Wien,  Akad.,  93; 
Gerbaldi,  Accad,  Torino,  25,  1890;  Fischer  und  Mumelter, 
Monatsh.  für  Math,,  8,  1897.  Ueber  die  Resultante  dreier 
temärer  quadratischer  Formen  siehe  Sylvester,  Cambr.  Dubl, 
math,  t/"..  8,  1853;  Cayley,  Grelle,  57;  Gundelfinger  und 
Hertens,  1.  c;  Gordan,  J,  de  math.,  (5),  3,  1897  und  über 
die  Combinanten  dieser  drei  Formen  Gerbaldi,  1.  c. 
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§  17.    Die  temäre  oubisohe  Form.     Ihre  Invarianten 
und  Oovarianten. 

Die  temäre  cubische  Form  habe  symbolisch  die  Gestalt 
f=al  =  hl  =  "'  oder,  durch  die  wirklichen  Coefficienten  aus- 
gedrückt, die  Gestalt  f=  ^aihk^iXhXk^ 

Aus  den  drei  invarianten  Bildungen  J,  Q^  B  der  binären 
cubischen  Form  erhält  man  durch  das  Uebertragungsprincip  die 
drei  invarianten  Bildungen  für  die  temäre  cubische  Form: 

S  =  {ahuyaxhx^ 

Qi  =  (abuy  (cau)  clhxj 

F  =  (abuf  {cduf  (acu)  (bdu). 

Setzt  man  ^      o«^ 

f    j_     <^  f 

^•>~  6  dx.dx/ 


Su  =  4: 


a*(9 


so  gelten  die  Formeln 


F  = 


2  dx.dxj' 


e  =  —  2 


®11         ®19        öl 


^11 


12 


^21 


'22 


^81       ^i 


fn 
fn 
hl 


SS 
«8 
f» 

/22 

XU 


®23      ^ 

/i3 

As 


^1 

^2 
0 


Setzt  man  ferner  symbolisch  0  =  0^w^  =  S'^u\,^  so  ist 

Das  volle  System    einer    ternären   cubischen    Form   besteht 
aus  34  Formen, 

Andere  wichtige  invariante  Bildungen  der  cubischen  Form  sind: 
Die  Hesse'sche  H=  {abc^axbxCx 


-^'A<^,^ 


die  Cayley'sche^) 


s  =  (abc)  {abu)  (acu)  (bcu) 


i 


1)  üeber  die  geometrische  Bedeutung  dieser  beiden  Formen, 
die  den  sogenannten  Hesse 'sehen  und  Cayley' sehen  Curven  ent- 
sprechen, siehe  Bd.  2,  Kap.  5  u.  7. 
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337 


die  Contravariante 


t  =  (ahd)  (abu)  {aeu)  (hfu)  (defy 


und  die  beiden  Invarianten 

S  =  (abc)  (abd)  (acd)  (bcd) 


aj 


=  I  {  («IM  «138  —  «m)*  +  («W2  «883  "  «Ls)  («111  «188  "  «Us)  + 
+  («283  «338   —  «233)  («111  «122  "  «n2)  + 
+  («222  «888  —  «223  «233)  («112  «118  "  «111  «128)  + 
+  («122  «333  +  «223  «138  —  ^  «123  «283)  («112  «128  "  «118  «I22)  + 
+  («122  «233  +  «183  «222  "  2cri83«128)  («118  «128  "  «112  «18«)  '  1 

T  =  (abc)  (abd)  (ace)  (bcf)  (defY 
=  a?. 

Ausser  den  beiden  Ftmdamentalinvarianten  8  und  T  exisHren 
weitere  nicht,  d.  h,  jede  andere  ist  st^ts  eine  rationale  ganze 
Function  dieser  beiden. 

Die  Bedingu/ng  S  =^  0  drückt  aus,  dass  die  Hesse* sehe 
Fonn  von  f  in  drei  lineare  Factor en  eerfäUt;  unter  dieser 
Bedingung  besteht  auch  die  Cayley*sche  Form  aus  drei  linearen 
Fadoren. 

Wenn  T  =  0  ist,  so  fällt  die  Hesse' sehe  Form  der 
Hesse' sehen  Form  mit  der  Urform  zusammen  und  die  Cayley*- 
sche  Form  der  Hesse' sehen  Form  mit  t. 

Die  Discriminante  (siehe  oben  §  13)  der  Form  dritter 
Ordnu/ng  ist 

T^  —  \8\ 

Nennt  man  a^k  und  ^,7*  die  Coefficienten  von  f  und  der 
Hesse' sehen  Form  J7,  so  lautet  der  wirkliche  Ausdruck  für  die 
Discriminante: 


B  = 


"111 

0^211 
«SU 

^11 
^11 


«122      «183      «123      «118      «112 


h 


311 


^822 


"222 

''S22 


^'233 
^'333 


^223 


^218 


^328      "818 


483      '*123 


''113 


^'233 
'*338 


Ä«M     h. 


''223 
828 


'212 
^'812 


•112 
^12 


Pascal,  Repertoriam.  I. 


'*318      "812 
22 
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Der  Ausdruck  ^  ist  absolute  Invariante  für  die  cubische 
Form, 

Die  ncüiwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  eine 
cubische  Form  sich  in  eine  quadratische  umd  eine  lineare  zer- 
legen lasse,  besteht  in  dem  identischen  Verschwinden  von 

Ts  —  St. 

SoU  man  die  cubische  Form  in  drei  lineare  Fadoren  zer- 
legen können,  so  ist  es  noüiwendig  und  ausreichend,  dass  f  und 
H  einander  proportional  seien,  d,  h,  dass  die  Form 

(ahu)  alhl 
identisch  verschwinde. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  für  die  Zer- 
legung von  f  in  drei  lineare  Fadoren,  deren  Determinante  NuU 
ist,  wird  durch  das  identische  Verschwinden  von  H  gegeben. 

Das  identische  Verschwinden  von  F  ist  die  Bedingung,  unter 
welcher  f  in  eine  einfache  lineare  Form  und  in  das  Quadrat 
einer  anderen  zerfällt,  und  das  identische  Verschwinden  von  S 
schliesslich  die  Bedingung,  unter  welcher  f  sich  auf  den  Cübus 
einer  linearen  Form  redudrt. 

Die  Contravariante  {ahuf  ist  identisch  Null, 

Für  das  Studium  der  temären  cubischen  Form  ist  die  Unter- 
suchung der  binären  biquadratischen  Form 

G iX,X,)  =  V  -  SX,%»  -  I  Ti, i,»  -  iS«V 

von  Interesse,  welche  in  der  Gestalt  der  Hesse' sehen  Determi- 
nante einer  beliebigen  cubischen  Form  der  sogenannten  syzy- 
gdischen  Schar 

auftritt. 

Die  Invariante  i  der  biquadratischen  Form  G  ist  identisch 

Null  2  /S»             \ 

Die  Invariante  j  von  G  ist  gleich  ■«  ("g"  —  ^J   ^-  ^'   ^^ 

auf  einen  Fadar  der  Discriminante  von  f  gleich. 

Die  Hesse' sehe  Determinante  von  G  unterscheidet  sich  nur 
durch  einen  Zahlenfactor  von  der  Invariante  Sx^^^  einer  Form 
der  syzygetiscJien  Schar. 

Die  Covariante  sechster  Ordnung  von  G  differirt  nur  um 
einen  Zahlenfactor  von  der  Invariante  T;i^^  einer  Form  der 
syzygdischen  Schar, 

üeber  die  geometrische  Bedeutung  der  in  diesen  Para- 
graphen enthaltenen  Resultate  verweisen  wir  auf  Bd.  2,  Kap.  7. 
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Canonische  Formen  einer  allgemeinen  temären  cubischen 
Form  sind  die  folgenden: 

(V  + V  + V)  + öwia'iXgXj     (Hesse),.     .     .     (I) 
(x^  +x^  +x^y'^27kx^x^x^ (n) 

Die  cuhische  Form  lässt  sich  ferner  auch  durch  eine  lineare 
Combination  der  Cüben  von  vier  linearen  Formell  darstellen. 
Vergl.  dazu  Bd.  2,  Kap.  7;  Salmon-Fiedler,  Höh.  Curv,, 
Anm.  55  und  F.  London,  Math.  Ann.,  36;  Scorza,  ib.,  50. 

Bringt  man  die  cubische  Form  auf  die  canonische  Gestalt  (I), 
so  erhalten  die  invarianten  Bildungen  <,  8^  T  und  die  Discrimi- 
nante  bez.  die  Werthe: 

t=  —  2(1  — 10ni«)(wi«+V+V)— 2(30m»+24m*)wiMsU3, 
*S'=24m(w»— 1), 
T==6(8w«  +  20m»— 1), 
(Discrim.)  =  (1  +  Sm^. 

Mit  den  temären  cubischen  Formen  haben  sich  Hesse, 
Aronhold,  Cr  eile,  39,  55,  der  die  Discriminante  berechnete, 
Cayley,  On  quanHcs,  Proc.Boij.Soc.,  7,  1856;  Phil  Trans.,  1861; 
Am.  Journ.,  4:]  GordB.n,  Mafh.  Ann.,  1;  Clebsch-Gordan,  Math. 
Ann.,  1,  6,  8;  Gundelfinger,  Math.  Ann.,  4,  5,  8;  Harnack, 
Math.  Ann.,  9;  Gerbaldi,  Atti  Torino,  15,  1880;  Hertens, 
Wien.  Berichte,  1888;  Dingeldey,  Math.  Ann.,  31;  Maisano, 
Bend.  Palermo,  4  'beschäftigt.  Eine  ins  Einzelne  gehende  Dar- 
stellung findet  man  in  der  Geom.  von  Clebsch-Lindemann, 
die  wir  bei  der  vorstehenden  Uebersicht  benutzt  haben.  Ueber 
analoge  Untersuchungen  siehe  auch  Salmon,  Anal.  Geom.  der 
flöher en  ebenen  Curven,  deutsch  von  Fiedler,  Leipzig  1882 
und  Salmon-Fiedler,  Die  Algebra  der  linearen  Transforma- 
tionen, Leipzig  1877. 


§  18.    Die  temlüre  Form  vierter  Ordnung. 

Gibt  man  der  temären  Foma  4**'  Ordnung  die  symbolische 

Gestalt  ^         A       ,A         A 

f=ai=bi  =  ci  =  '", 

so  ist  die  erste  invariante  Form,   die   sich  bei  der  Anwendung 
des  üebertragungsprincips  bietet,  die  Contravariante 

o  =  (abuy. 

22* 
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«l' 

«,' 

«3* 

«s«s 

«S«! 

«1«2 

\* 

h* 

6s* 

fc,6. 

6361 

^&2 

<■!* 

c,* 

c,* 

«^Cj 

<^<i 

e,«^ 

rf,« 

d.' 

rf,* 

d,rf, 

d^d. 

did, 

«■i* 

*•,* 

«,* 

<^«3 

^«1 

e,f, 

/i* 

/i* 

fs' 

Ufz 

^s/i 

/i/; 

Eine  andere  Contravariante  ist 

{ahu)^  {he^y  {cau)\ 

Die  einfachste  Invariante  tautet,  symbolisch  ausgedrückt, 

A  =  {ahcy-, 

sie  ist  in  den  Coefficienten  vom  3**",Qrad. 

Eine    andere    Invariante   B    hat,    durch   die    symbolischen 
Coefficienten  ausgedrückt,  die  Gestalt: 


B  =  a^^  \^  C3*  (/jdj  c^e^  fj^ 


und  ist  in  den  Coefficienten  vom  6*®°  Grad.  Man  erhält  sie, 
indem  man  die  x  auf  dialjtische  Art  aus  den  sechs  zweiten 
Derivirten  von  f  eliminirt. 

Multiplicirt  man  die  Elemente  der  ersten  Zeile  mit  a^^, 
die  der  zweiten  mit  5^'  etc.,  so  treten  sofort  als  Elemente  dieser 
Determinante  die  wirklichen  Coefficienten  der  Form  auf 

Die  Invariante  B  steht  in  besonderer  Beziehung  zu  der 
Möglichkeit,  f  durch  eine  lineare  Combination  der  4**°  Potenzen 
linearer  Formen  auszudrücken: 

Jede  temäre  Form  f  4**'  Ordmmg  lässt  sich  immer  durch 
die  i^^  Potenzen  von  sechs  linearen  Formen  darstellen;  ist  aber 
5  =  0,  so  reichen  dazu  die  4*®°  Potenzen  von  fünf  linearen 
Formen  hin;  sind  schliesslich  alle  Minoren  5*®'  Ordnung  der 
Determinante  B  Nuü,  so  lässt  sich  f  durch  die  4**°  Potenzen 
von  nur  vier  linearen  Formen  darstellen.  Siehe  Reye,  Cr  eile, 
78;  Clebsch,  ib.,  59;  Lüroth,  Math.  Ann.,  1. 

Von  den  Covarianten  der  temären  Form  4*®'  Ordnung  ist 
eine  4**'  Ordnung  beachtenswerth,  die  Clebsch,  Cr  die,  57 
untersucht  und  mit  S  bezeichnet  hat. 

Diese  Covariante  S  erhalt  man  auf  die  folgende  Art:  Es 
sei  at  die  gegebene  Form;  wir  bilden  die  Polare  ala^  und  die 
Invariante  4*®**  Grads  dieser  cubischen  Form  in  Bezug  auf  die 
Variabelen  x  (siehe  §  17).  Die  Clebsch' sehe  Covariante  S 
ist  alsdann  die  Resultante  von  aluy  und  von  dieser  Invariante, 
wenn  man  sich  die  y  variabel  denkt. 
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Ist  die  temäre  Form  4**'  Ordnung  speddl  derart,  dass  sie 
sich  auf  die  Gestalt 

aX/  +  &X,*  +  CZ3*  +  dZ/  +  eX,\ 
in  welcher  die  X  lineare  Formen  sind,   reduciren  lässt,  wie  es 
für  B  =  0  der  Fall  ist   (siehe  oben),  so  tvird  die   Covariante 
S  durch  ,  , 

JLi  Jxf  JLf  A.^  JL^ 

dargestellt. 

Wenn  dagegen  die  temäre  Form  4**'  Ordnung  auf  den 
Typus  euriickgefährt  werden  kann,  der  nur  die  vierten  Potenzen 
von  0?!,  ojj,  oTj  und  die  Produde  der  Quadrate  dieser  drei 
Variahelen  enthält,  so  reducirt  sich  auch  die  Covariante  S  seihst 
auf  diese  nämliche  Form,  Siehe  Salmon-Fiedler,  Höhere 
Curv.,  Leipzig  1882,  S.  355. 

Eine  ternäre  Form  4**'  Ordnung  kann  nur  dann  mit  der 
eigenen  Covariante  S  zusammenfaUen,  wenn  sie  ein  doppelter 
Kegelschnitt  d.  h.  das  Quadrat  einer  quadratischen  Form  oder 
die  specielle  Form  4**"  Ordnung  ist,  deren  Gleichung 

lautet.  Diese  letztere  wurde  von  Klein  und  Anderen  studirt 
und  hat  die  Eigenschaft,  automorph  zu  sein.  Vergl.  §  22  imd 
Ciani,  Rend.  Palermo,  14,  1899. 

Gordan  untersuchte  das  volle  System  dieser  speciellen 
Form  4*®'  Ordnung  und  fand  54  Bildungen,  Math.  Ann.,  17,  20; 
später  betrachtete  Maisano  die  invarianten  Formen  der  allge- 
meinen temären  biquadratischen  Form  bis  zu  denen,  welche  in 
den  Coefficienten  vom  5**°  Grad  sind,  Giom,  di  Batt.^  19.  Die 
Discriminante  für  den  allgemeinen  Fall  hat  Klein  untersucht, 
Math.  Arm.,  36,  S.  56;  andere  Forschungen  finden  sich  bei 
Salmon-Fiedler,  1.  c;  Scherrer,  Ann.  di  mat.,  10; 
Maisano,  Bend.  Palermo,   1    und   Ciani,  Ann.  di  mat.,   20. 


§  19.    Quatemäre  quadratisohe  Formen. 

Um  das  volle  System  einer  oder  mehrerer  quatemärer 
Formen  zu  erhalten,  hat  man  drei  verschiedene  Arten  von  Va- 
riabelen  einzufElhren  (siehe  §  11),  nämlich  die  Yariabelen  a-, 
welche  als  Punktcoordinaten,  die  w,  welche  als  Qeraden- 
Coordinaten  und  die  zu  den  x  contragredienten  r,  welche  als 
Ebenen-Coordinaten  interpretirt  werden  können. 
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Das  in  diesem  Sinn  ausgedehnte  volle  System  einer  ein- 
zigen quatemären  quadratischen  Form  hat  Hertens,  Wiener 
Berichte,  98,  1889  auf  20  Bildungen  reducirt.  Derselbe  Autor 
hat  sich  später  auch  mit  den  vollen  Systemen  von  zwei  und 
von  drei  quatemären  quadratischen  Formen  beschäftigt,  Wiener 
Berichte,  99,  1890. 

Von  den  Invarianten  zweier  quatemärer  quadratischer 
Formen  al,  a^'  sind  die  folgenden  beachtenswerth,  welche  die 
symbolische  Gestalt 

e  =  {ahcay, 
0  =  [ababy, 
e'=(aa'&'c')'     haben. 
Dazu  kommen  die  beiden  Invarianten 

j  =  (abcdy,     A'  =  {a'VcdJ. 

Bringt  man  die  beiden  quadratischen  Formen  auf  die 
canonische  Gestalt  und  zwar  auf  die  Formen 

^1       I     ^2     T"  %     "T  ^4  1 

SO  erhalten  die  obigen  Invarianten  die  Werthe: 
A  =0110,80330^,     ^'  =  1, 

%    =  0110,8083  +  O88O88O44  +  O38O44O11  +  04^011028, 
%'  =  Oll  +  «,2  +  «83  +  O44, 

<X>  =  Oll  0,8  +  08,033  +  O33O44  +  Oii083  +  ü^^a^^  +  a^^a^. 

Setzt  man  die  beiden  gegebenen  quadratischen  Formen 
gleich  Null,  so  ergeben  sich  Gleichungen,  welche  Flächen 
2ten  Qj-ads  darstellen.  Ueber  die  geometrische  Interpretation 
der  gleich  Null  gesetzten  vorstehenden  und  anderer  Invarianten 
in  Bezug  auf  diese  Flächen  2****  Grads  verweisen  wir  auf  die 
Geom.  d.  Raumes  von  Salmon- Fiedler,  Bd.  1,  Kap.  9. 


§  20.    Die  quatemäre  oubisohe  Form. 

Drückt  man  die  quaternäre  cubische  Form  symbolisch  durch 

f==al=bl 

aus,  so  ergibt  sich,  dctss  nur  fünf  Fundamentulinvarinnten  bcz, 
von  den  Chdnu^gen,  8,  16,  24,  32,  40  existiren. 
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Die  beiden  ersten  sind 
A  =  {ahcdy  {ab'c'd')  (abc'd')  {ah' cd')  (a'b'c'd), 
B  =  [ahcdf  [ah'cdy  {a'h"c'dy  {a"h'"c"d"y  X 
X  (aaa'a'")  {hVh"h'")  {cc'c'c")  {dd'd"d"y 

Gibt  man  der  cubischen  Form  die  Sylvester 'sehe  soge- 
nannte pentaedrale  canonische  Gestalt  (siehe  Bd.  2,  Kap.  11) 

«1 V  +  «1 V  +  a^V  +  «4X4' +  «6  V, 
SO  werden  die  Invarianten  Ä  und  B  bez. 


=vv«.w{2'«7-2  2'4).  0+ 


j), 


1 


Die  übrigen  Invarianten  C,  D,  E  nehmen  dann  bez.  die 
Form  an: 


6 

1 

E  =  ai^a^^<h^a^^a^\ 

lieber  die  symbolischen  Ausdrücke  f&r  diese  drei  Invarian- 
ten im  allgemeinen  Fall  siehe  Clebsch,  Crelle,  58,  S.  120. 

Die  Discriminante  von  f  lautet,  wenn  sie  durch  diese  fünf 
Invarianten  ausgedrückt  wird, 

{Ä^  —  6^By  —  16  384  (D  +  2ÄC). 

Es  gibt  vier  lineare  Covarianten;  sie  sind,  falls  die  cubische 
Form  in  die  Sylvester 'sehe  Gestalt  gebracht  wird: 


L   =  a^^a^^(H^a^a^^  ^atXi, 


^" 


1  * 
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5 

1 

5 
1 

I>ie  Ebenen,  welche  durch  diese  vier,  gleich  NidU  geseteten, 
Covarianten  dargestellt  werden,  schneiden  sich  in  einem  Punkt, 
wenn  die  Discriminante  der  a,  die  eine  weitere  Invaricmte  vom 
100*«"*  Grad  ist,  verschwindet. 

Eine  Covariante  4*®'  Ordnung  ist  die  Hesse'sche  Determi- 
nante der  cuhischen  Form.  Diese  Determinante  reducirt  sieb 
im  Fall  der  Sylvester'schen  Form  auf 

H  =  a^a^a^a^a^X^X^X^X^X^^^' 

Das  Studium  der  invarianten  Bildungen  der  quatemären 
cubischen  Form  haben  im  Jahr  1860  fast  gleichzeitig  Clebsch, 
Crelle,  58  und  Salmon,  Phü.  Trans.,  1860  begonnen.  Näheres 
findet  man  auch  bei  Salmon-Fiedler,  Änäl.  Geom.  d.  Raumes^ 
2,  §  317  u.  ff.  Clebsch  drückt  die  fünf  Invarianten  auch 
durch  die  Ck)e£Bcienten  der  Hesse 'sehen  Determinante  aus  und 
Salmon  fand  den  Ausdruck  für  eine  Covariante,  die,  geometrisch 
interpretirt,  eine  Fläche  darstellt,  welche  die  Fläche  dritten 
Grads,  deren  Gleichung  f=0  ist,  in  ihren  27  Geraden 
schneidet.     Siehe  Bd.  2,  Kap.  11. 


§  21.    Volle  Ssrsteme  für  Formen  von  mehreren 
Variabelenreilien. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  die  Urform  oder  die  Ur- 
formen hätten  eine  einzige  Variabelenreihe  (der  x).  Dabei 
waren  wir  auf  das  Problem  gestossen,  die  invarianten  Bildungen 
zu  ermitteln,  aus  welchen  ein  volles  System  besteht,  haben  ge- 
funden, dass  dies  vollständig  nur  in  wenigen  einfachen  Fällen 
möglich  ist,  und  haben  in  den  vorstehenden  Paragraphen  über 
die  bisher  erreichten  Resultate  einige  Angaben  gemacht.  Selbst- 
verständlich lässt  sich  diese  Untersuchung  ausdehnen,  wenn  man 
annimmt,  die  Urform  habe  mehrere  Variabelenreihen,  und  auch 
in  diesem  Fall  das  volle  System   aufeucht.     Diese  neue  Unter- 
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suchung  ist  natürlich  complicirter  und  bisher  nur  in  wenigen 
Fällen  gelungen. 

Man  kann  z.  B.  annehmen,  die  gegebene  Form  sei  temär 
und  enthalte  zwei  Yariabelenreihen;  diese  sind  dann  als  co- 
grediente  Variabelen  oder,  wie  x  und  u  als  contragrediente 
(vergl.  §  11)  oder  allgemeiner  als  Variabelen  anzusehen,  die 
durchaus  unabhängigen  Transformationen  unterliegen.  In  dem 
binären  Gebiet  tritt  dieser  Unterschied  nicht  auf,  weil  der  1** 
und  der  2*®  der  beiden  FäUe  vermöge  der  Clebsch-Gordan'- 
schen  Formel  auf  den  Fall  zurückkommt,  in  welchem  die  Ur- 
formen eine  einzige  Variabelenreihe  besitzen. 

Eine  temäre  Urform,  welche  eine  Reihe  von  Variabelen  x  und 
eine  Reihe  von  contragredienten  Variabelen  u  enthält,  stellt, 
gleich  Null  gesetzt,  geometrisch  eine  Zuordnung  dar  zwischen 
Punkten  und  Enveloppenciuren  der  Ebene,  oder  zwischen  Geraden 
und  Punktcurven  der  Ebene,  d.  h.  dasjenige,  was  man  einen 
Connex  nennt.  Davon  wird  in  Bd.  2,  Kap.  6  vom  Standpunkt 
der  Geometrie  aus  die  Rede  sein.  Es  sind  insbesondere  gewisse 
specielle  invariante  Bildungen  der  Connexe  untersucht  worden, 
die  man  mittelst  des  Uebertragungsprincips  (§  12)  erhält;  auch 
von  ihnen  werden  wir  in  Bd.  2,  Kap.  6  sprechen. 

Was  nun  die  vollen  Systeme  angeht,  so  hat  man  nur  das 
volle  System  einer  in  x  und  u  linearen  temären  Form  QxUa 
studirt;  es  enthält  7  Bildungen,  Clebsch-Gordan,  Math.  Ann.,  1. 
Analog  hat  Hertens,  Wiener  Berichte,  98,  1890  den  quater- 
nären  Fall  zu  behandeln  angefangen;  die  büinearen  quatemären 
Formen  mit  zwei  Reihen  cogredienter  Variabelen,  die  sogenannten 
NuUsystetne,  hat  derselbe  Autor  schon  früher  untersucht,  ib., 
97,  1888. 

§  22.    Automorphe  temäre,  quatemäre  eto.  Formen. 

Man  hat  die  von  uns  firüher  in  §  10  über  binäre  Formen 
angestellten  Betrachtungen  auf  die  Formen  von  der  Stufe  r  >  2 
ausgedehnt. 

Eine  Form  heisst  im  Allgemeinen  automorph,  wenn  sie 
eine  endliche  Gruppe  linearer  Transformationen  in  sich  selbst 
zulässt. 

Wir  beschränken  uns  hier  darauf,  einige  literarische  An- 
gaben zu  machen. 

Die  Untersuchung  hat  im  Allgemeinen  für  beliebige  r 
Jordan  begonnen,  Compt  Rend,,  1877;  Crelle,  84^  1878;  Äcc, 
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Napoli,  Ätti,  8,  1880;  sie  wurde  für  temäre  Formen  von  dem- 
selben Autor  durchgeführt,  welcher  11  Typen  fand.  Hierbei 
entgingen  ihm  aber  zwei  Typen,  von  welchen  den  einen  Klein 
studirte,  Math.  Ann.,  14,  17;  siehe  den  ersten  Band  von  Klein, 
Theorie  der  elliptischen  ModtUfunctionen,  herausg.  von  Fricke, 
Leipzig,  1.  Bd.,  1890;  2.  Bd.,  1892.  Die  entsprechende  Gruppe 
hat  168  Transformationen  und  die  temäre  Form 

ist  von  allen  der  Gruppe  angehörigen  Formen  vom  niedrigsten 
Grad  und  unzerlegbar. 

Den  anderen  Typus  mit  360  Transformationen  fand 
Valentiner,  Ejöh.  Skrift.,  (6),  5,  1889;  eingehendere  Studien 
über  diese  letztere  Gruppe  sind  von  Wim  an,  Math,  Ann.,  47; 
Gerbaldi,  Rend.  Palermo,  1898—99;  MaOi,  Ann,,  50;  Fricke, 
Gott.  Nachr.,  1896;  Deutsüi.  Math. -Verein.,  5,  1896;  die 
Gruppe  ist  holoedrisch  isomorph  zur  symmetrischen  Gruppe  von 
6  Elementen.     Siehe  Kap.  2,  §  4. 

Gerbaldi  fand,  dass  die  unzerlegbare  invariante  Form 
niedrigsten  Grads  für  die  Gruppe  der  360  Transformationen  vom 
6*®**  Grad  ist.  Sie  entspricht,  gleich  Null  gesetzt,  einer  Curve 
ohne  vielfache  Punkte  von  der  6****  Ordnung,  der  30*®°  Classe 
und  dem  Geschlecht  10.     Siehe  Bd.  2,  Kap.  5. 

Sie  hat  die  Gestalt: 

worin  (unter  s  eine  imaginäre  Cuhikwurzel  aus  der  Einheit 
verstanden) 

/i=«(V+ 20x30:1), 

/'5  =  — i(l  +  2c)[o:i2+eV  +  «V  — ^(aJ2^8  +  «S^i  +  f^i^)] 

Y6  =  — Kl  +  2c)£[V+fV  +  «V-K^2^3  +  «^3^1  +  ^'^1^2)] 

^ 

ist,  und  diese  f  quadratische  Formen  sind,  welche  dieselbe 
Discriminante  =  —  c^  besitzen. 

Zu  diesem  Resultat,  welches  theilweise  schon  bei  Wim  an, 
Math.  Ann.,  47,  1896  zu  finden  ist,  kommt  Gerbaldi  in  seinem 
citirten  neuesten  Aufsatz. 
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Von  den  quatemären  Formen  kennt  man  nur  einige  end- 
liche Gruppen  linearer  Transformationen;  wir  citiren  Klein, 
MatJi.  Ann.,  28,  29;  Maschke,  ib.,  30,  33,  36. 

Von  Loewy  und  gleichzeitig  von  Moore  wurde  der  fol- 
gende Satz  gefunden: 

Jede  endliche  Gruppe  führt  atich  eine  definite  Hermite'sdie 
Form  (d.  h.  eine  Farm  mit  canjugirt  complexen  Variabelen  imd 
Coefficienten,  welche  für  conjugirt  complexe  Werthe  der  Variabelen 
nur  verschwindet,  wenn  alle  Variabelen  gleich  Null  gesetzt  werden) 
in  sich  über,  A.  Loewy,  Compt,  Rend.,  1896;  Nova  Acta 
Leop.,  1898;  Math.  Arm.,  50;  Moore,  Math,  Awn,,  50; 
F.  Klein,  Deutsch.  Math, -Verein.,  1896.  Verwandte  Unter- 
suchungen sind  von  Fuchs,  Berl,  Ber,,  1896;  Compt.  Rend., 
1896.     Vergl.  auch  oben  §  15  am  Ende. 

üeber  Ausdehnungen  auf  Transformationen,  die  nicht,  wie 
bisher,  linear,  aber  rational  sind,  siehe  Maurer,  Crelle,  107. 


Kapitel  Xm. 
Die  Fanetionen  eomplexer  Yariabelen. 

§  1.    Allgemeines. 

Der  Einfachheit  und  Bequemlichkeit  wegen  wollen  wir  uns 
die  complexe  Variabele  x  -j-  iy  durch  die  Punkte  einer  Ebene 
auf  die  bekannte  Art  (vergl.  S.  4  u.  ff.)  dargestellt  denken. 

Die  complexe  Variabele  X -\- iY  nennt  Cauchy  (Exerc, 
d'analyse  etc.)  eine  monogene  Function  und  Eiemann  in  seiner 
Inauguraldissertation  schlechthin  eine  Function  der  complexen 
Variabelen  x  -^  iy^  wenn  X  und  Y  in  einem  gewissen  Theil 
der  Ebene,  deren  Punkte  die  Coordinaten  x  und  y  haben,  reelle 
stetige  Functionen  der  beiden  reellen  Variabelen  x  und  y  sind^ 
ihre  ersten  Ableitungen  nach  x  und  y  wenigstens  abtheilungs- 
weise  stetig  sind  und  den  beiden  Relationen 

dX^_dY 

dy  dx  '^ 

dY  ^dx 

dy         dx 

genügen  (die  Cauchy' sehe  Definition);  oder:  wenn  w  =  X-\-iY 
in  dem  genannten  Theil  der  Ebene  derart  von  z  =  x  -^  ly 
abhängt,    dass    das    Verhältniss    der    entsprechenden   Zuwächse, 

d.  h.  also      —   einen  bestimmten  und  einzigen  Grenzwerth  hat, 

auf  welche  Art  auch  Jz  gegen  Null  convergiren  mag,  d.  h. 
auf  welche  Art  auch  der  Punkt,  welcher  durch  die  complexe 
Variabele 

{x^  Jx)  +  i{y-^  ^y) 

dargestellt  wird,  sich  dem  durch  x  -^  iy  dargestellten  Punkt 
nähern  mag  (die  Biemann'sche  Definition). 

In  §  2  dieses  Kapitels  werden  wir  die  Definition  der  ana- 
lytischen  Functionen  in  demJWeierstrass' sehen  Sinn  besprechen. 
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Wenn  Z,  Y  reelle  Functionen  der  Variabelen  x,  y  sind 
und  jedem  individuellen  Werih  von  r,  y  nur  ein  eineiger 
F^mcäanswerth  entspricht,  so  heisst  die  Function  w  emdeuiig 
oder  monodram  (monotrap);  wenn  sie  dagegen  Functionen  mit 
m^reren  Wer&en  sind,  so  nennt  man  die  Function  tr  w^r- 
detUig  oder  polydrom  (polytrop). 

In  dem  ersten  Fall,  wenn  tr  eine  Function  von  e  ist  und 
für  den  Variationsbereich  von  fr,  der  in  Betracht  kommt,  d.  h. 
für  alle  Funkte  e  desjenigen  Theils  der  Ebene,  in  welchem 
die  Function  betrachtet  wird,  w  immer  endlich  ist,  heisst  die 
Function  holamorph  (nach  Briot  und  Bouquet)  oder  synectisch 
oder  auch  vom  Charakter  der  ganeen  Functionen;  wenn  aber  tr 
in  Punkten  e  =  P  zwar  unendlich  gross  wird,  aber  derart, 
dass   immer  eine  Umgebung  eines  jeden  dieser  Punkte  existirt, 

innerhalb  welcher  die  Function  —  holomorph  ist,  so  sagt  man, 

tc  sei  meromorph  und  die  ünendlichkeitspunkte  seien  Pole  oder 
ausserwesentUch  singiUäre  Putikte. 

Die  Punkte,  in  deren  Umgebung  die  gegebene  monogene 
Function  inuner  endlich  ist,  pflegt  man  nach  Weierstrass 
reguläre  Punkte  und  die  Function  in  dieser  Umgebung  regulär 
zu  nennen. 

Ein  specieller  Fall  der  holomorphen  Function  ist  die  ra- 
tionale ganze;  ein  specieller  Fall  der  meromorphen  die  rationale, 
und  der  monogenen  die  algebraische  Function.  Diese  letztere 
lässt  sich  auf  die  allgemeinste  Art  folgendermassen  definiren: 
nimmt  man  an,  w  und  z  seien  durch  eine  rationale  ganze  Be- 
ziehung fp  («r,  z)  =  0  miteinander  verbunden,  so  ist  w  im  All- 
gemeinen eine  mehrdeutige  Function  von  z\  jede  aUgetneine 
rationale  Function  F(w^  z)  der  beiden  Variabelen  w  und  z  ist 
alsdann  eine  dllgemeine  algebraische  Function  von  z.  Die  al- 
gebraischen Functionen  behandeln  wir  weiter  unten  in  Kap.  15. 

Jede  monogene  nicht  algebraische  Function  ist  eine  transcen- 
dente  Function. 

Man  sagt,  z  =  a  sei  eine  k-fadie  Wurzel  oder  ein  k-faclter 

Nullpunkt,  oder  die   eindeutige   Function  f(z)  verschwinde  von 

f(z) 
der  Ordnung  Ä,   wenn  f(a)  =  0   ist  und  ^   ff^T  z  =  a 

weder  Null  noch  unendlich  gross  wird.         (^  ~~  ") 

Man  sagt,  z  =  oo  sei  eine  k-fache  Wurzel  oder  ein  k-facher 

Nullpunkt,   oder  die  eindeutige  Function  f{z)  verschwinde  von 

der  Ordnung  Ä,    wenn  f{po)  =  0   ist  imd  f^f{z)   fElr  jsr  «=  oo 

weder  Null  noch  unendlich  gross  wird. 
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Man  sagt  femer,  e  =  a  sei  ein  Pol  k*^  Ordnung  von  f(e\ 
wenn  t^-x  ^en  Punkt  z  =  a  zum  Nullpunkt  von  der  Ä*"*  Ord- 
nung hat. 

Wenn  w  eine  eindeutige  Function  von  z  ist,  so  genügen 
sowohl  der  reelle  Theü  X  als  der  Coefficient  Y  des  imaginären 
Theils  der  (Laplace' sehen)  Differentialgleichung 

d^w    ,    d*u) ^ 

Jede  Function  der  beiden  reellen  Variabelen  x  und  y,  die 
der  Laplace' sehen  Gleichung  genügt,  pflegt  man  Potential- 
function  oder  auch  harmonische  Function  zu  nennen. 

Wenn  umgekehrt  X  und  Y  stetige  Functionen  von  x  und  y 
sind  und  dieser  Differentialgleichung  genügen,  so  können  sie  den 
reellen  Theil  und  den  Coefficienten  des  imaginären  Theils  einer 
eindeutigen  Function  bilden. 

Ist  der  reelle  Theü  von  w  gegeben,  so  ist  der  imaginäre 
Theil  bis  auf  eine  Constante  bestimmt. 


Stellt  man  auf  die  bekannte  Art  die  Werthe  der  complexen 
Variabelen  w  durch  die  Punkte  einer  Ebene  (der  Ebene  w) 
dar,  so  wird  dadurch  eine  Zuordnung  zwischen  den  Punkten 
der  Ebene  w  und  denen  der  Ebene  z  hergestellt.  Man  sagt, 
die  Ebene  z  werde  auf  die  Ebene  w  abgebildet. 

Betrachten  wir  einen  Theil  der  Ebene  z^  in  welchem  die 
Function  w  eindeutig  ist,  so  wird  einem  Punkt  z  ein  Punkt  w 
und  einer  stetigen  Linie  in  dem  Bereich  z  eine  stetige  Linie 
in  dem  Bereich  w  entsprechen.  Die  Abbildung  besitzt  in  diesem 
Fall  die  folgende  bemerkenswerthe  Eigenschaft: 

Der  Wifikd,  unter  welchem  sich  zwei  Linien  in  eincfn 
Punkt  der  Ebene  z  schneiden,  ist  dem  Winkel  gleich,  ufüer 
welchem  sich  die  entsprechenden  Linien  in  dem  entsprechenden 
Punkt  der  Ebene  w  treffen. 

Eine  solche  Abbildung  heisst  conform,  Gauss,  Ges.  Werke, 
4,  S.  262,  oder  isogonal  (siehe  Bd.  2  dieses  Werkes,  Kap.  16,  §  8), 
oder  winkeltreu,  oder  auch  nach  der  Bezeichnung  der  Engländer 
eine  orthomorphe  Transformation  (Cayley). 

Ein  unendlich  kleines  Dreieck  der  Ebene  z  ist  dem  ent- 
sprechenden unendlichkleinen  Dreieck  der  Ebene  w  bis  auf  Un- 
endlichkleine  höherer  Ordnung  ähnlich. 
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In  den  Punkten ^  in  welchen  -j-  =  0  ist,  versagt  die  con- 
forme  Abbildung. 

Die  Linien  der  Ebene  z,  für  welche  X  constant  ist, 
heissen  Niveaulinien,  diejenigen,  für  welche  Y  constant  ist, 
Stromcurven  und  beide  zusammen  ÄequipotentiaUinien  oder  Linien 
gleichen  Potentials. 

Die  Niveaulinien  stehen  senkrecht  auf  den  Stromcurven, 

Statt  die  complexe  Variabele  auf  einer  Ebene  darzustellen, 
kann  man  auch  eine  Kugel  benutzen  und  die  Punkte  der  Ebene 
stereographisch  auf  die  Kugel  projiciren.  Man  hat  dann  den 
Yortheil,  dass  der  unendlich  ferne  Punkt  ein  einziger  Punkt 
auf  der  Kugel  wird. 

Diese  Darstellung  auf  der  Kugel  hat  besonders  C.  Neu- 
mann,  Vorlesungen  über  Biemann's  Theorie  der  Abel' sehen 
Integrale,  Leipzig  1865,  2.  Aufl.  1884  angewendet.  Man  hat 
die  Kugel  desshalb  wohl  auch  die  Neumann* sehe  Kugel  genannt 

§  2.    Weiteres  über  die  Definition  der  Functionen 

complexer  Variabelen;  die  analytischen  Functionen  von 

Weierstrass. 

Wir  haben  in  dem  vorhergebenden  Paragraphen  die  Functionen 
complexer  Variabelen  auf  specielle  Art  definirt  und  so  Functionen 
erhalten,  die  man  monogen  nennt.  Die  Grundeigenachaft  dieser 
Functionen  besteht  darin,  dass  sie  in  jedem  Punkt  eine  einzige 
Derivirte  haben,  d.  h.  dass  die  Grenze  des  Zuwachsverhältnisses 
von  der  Art,  auf  welche  der  Zuwachs  der  unabhängigen 
Variabelen  der  Null  zustrebt,  nicht  abhängt. 

Selbstverständlich  könnte  man  aber  die  Function  der 
complexen  Variabelen  von  einem  allgemeineren  Gesichtspunkt 
auffassen,  d.  h.  man  köilnte  sagen,  eine  beliebige  reelle  oder 
complexe  Variabele  sei  inmier  dann  eine  Function  von 

z  =  x-\-  ig, 

wenn  sie  für  jeden  in  einem  gewissen  Bereiche  gelegenen  Werth 
von  z  einen  bestimmten  Werth  hat;  alsdann  lässt  sich  jede  be- 
liebige reelle  oder  complexe  Function  der  beiden  Variabelen 
X  und  y  als  Function  der  complexen  Variabelen  ansehen;  denn 
bei  gegebenem  z  ist  der  Werth  von  x  und  der  von  y  eindeutig 
gegeben  und  mithin  der  Werth  der  Function  von  x  und  g  be- 
stimmt. Es  bleibt  dann  zu  untersuchen,  unter  welchen  Be- 
dingungen eine  solche  Function  stetig  und  derivirbar  ist.    Auch 


352       Kapitel  XIII.    Die  Functionen  complezer  Variabelen. 

in  diesem  allgemeinen  Sinn  kann  man  die  Functionen  complezer 
Variabelen  in  die  Analysis  einföhren;  siehe  z.  B.  Stolz,  VarL 
üb,  allg,  Anthm.y  2,  Leipzig  1886  und  Gnmdzüge  der  Different.- 
u,  Integr,'Bechn.,  2,  Leipzig  1896;  will  man  dann  die  Derivir- 
harkeit  einführen,  so  kommt  man  zu  den  monogeneti  Functionen; 
um  daher  diese  letzteren  zu  erhalten,  benutzen  wir  den  Begriff 
der  Derivirharkeit ,  nicht  aber  den  der  anaJ/ytischen  Darstellung, 
von  welchem  der  Begriff  der  monogenen  Fwndion  noch  unab- 
hängig bleibt. 

Alsdann  erkennt  man  aber,  dass  man  auch  anders  verfahren 
kann,  dass  man  den  zweiten  Begriff  in  der  Art  einführen  kann, 
dass  sich  der  erste  als  Folge  aus  ihm  ergibt.  Auf  diese  Weise 
erhält  man  die  analytischen  monogenen  Functionen  von  Weier- 
strass,  Berl  Äbh,,  1876  oder  FwncHonenlehre,  Berl.  1886. 

Wir  wollen  eine  Eeihe  ganzer  positiver  Potenzen  der  Grösse 
{z  —  s^  betrachten,  deren  wahrer  Convergenzkreis  um  Zq  den 
Radius  B  hat;  wir  wollen  einen  Punkt  z^  im  Innern  oder  auf 
der  Peripherie  der  Kreisfläche  annehmen  und  die  Reihe  in  eine 
andere  auf  den  Punkt  z-^  bezogene  transformiren  (siehe  Kap.  FV, 
§  3);  die  neue  Reihe  convergirt  dann  in  einem  Kreis  um  z^ , 
der  innerhalb  des  wahren  Convergenzkreises  um  z^  liegt.  Es 
kann  aber  unter  umständen  der  wahre  Convergenzkreis  um  z^ 
auch  noch  einen  grösseren  Bereich  bedecken,  als  denjenigen,  der 
ganz  innerhalb  des  wahren  Convergenzkreises  um  Zq  liegt.  In 
diesem  Fall  ist  der  Radius  B^  des  wahren  Convergenzkreises 
imi  z^  grösser  als  J?  —  \  z^  —  Zq\,  Tritt  das  Letztere  ein,  so 
wird  die  ursprüngliche  Function  auf  einen  Bereich  ausgedehnt, 
über  den  die  frühere  gegebene  Reihe  sich  nicht  erstreckte;  für 
alle  Punkte  z^^  für  welche  die  neue  Reihe  in  einem  grösseren 
Bereich  convergirt,  als  derjenige  ist,  auf  den  die  ursprüngliche 
Reihe  sich  erstreckte,  bezeichnet  man  die  neue  Reihe  als  ana- 
lytische Fortsetzimg  der  früheren.  Fährt  man  mittelst  des  Princips 
der  analytischen  Fortsetzung  so  fort,  so  lässt  sich  die  ursprüngliche 
Function  in  einen  ausgedehnteren  Bereich  fortsetzen;  die  Gesammt- 
heit  aller  dieser  durch  die  verschiedenen  Reihen  dargestellten 
Functionen  bildet  eine  einzige  Function,  welche  Weierstrass 
eine  analytische  monogene  Ftmdion  genannt  hat.  Die  Derivir- 
harkeit solcher  Functionen  ist  infolge  der  Derivirharkeit  der 
Potenzreihen  gesichert.  Offenbar  kann  man  sich  bei  geeigneter 
Auswahl  der  verschiedenen  Centren  der  verschiedenen  aufeinander 
folgenden  Kreise  denken,  man  erreiche  auf  verschiedenen  Wegen 
den  nämlichen  Punkt;   wenn  sich  nun,   auf  welchem  Weg  man 
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auch  zu  diesem  Punkt  gelangen  möge,  immer  derselbe  Werth  der 
Function  ergibt,  so  ist  die  Function  fnonodrqm,  sonst  polydrom. 

Die  ursprüngliche  Beihe,  aus  welcher  alle  anderen  Reihen 
durch  die  Methode  der  analytischen  Fortsetzung  hervorgehen, 
und  welche  den  anfänglichen  Bereich  nach  und  nach  ausdehnen, 
pflegt  man  das  ursprüngliche  oder  primitive  Element  der  analy- 
Uschm  Function  zu  nennen.  Die  Gesammtheit  aller  Stellen,  für 
welche  die  ursprüngliche  analytische  Function  oder  die  durch 
analytische  Fortsetzung  gewonnenen  Reihen  convergiren,  heisst 
der  Stetigkeitsbereich  dei*  Function,  Als  Grenzstellen  des  Stetig- 
keitshereichs  bezeichnet  man  sämmtliche  Punkte,  über  welche 
hinaus  die  Potenzreihe  nicht  durch  die  Methode  der  analytischen 
Fortsetzung  fortgesetzt  werden  kann.  Die  Grenzstellen  des  Stetig- 
keitsbereichs der  eindeutigen  Function  können  isolirtc  Punkte  oder 
auch    Gruppen  tinendlicli  vieler  Punkte  sein  oder  Linien  bilden. 

Sie  heissen  singulare  Punkte  bez.  singulare  Linien, 

Wenn  eine  singulare  Linie  einen  Bereich  umschliesst,  in 
dessen  lÄieres  sich  die  analytische  Function  nicht  fortsetzen 
lässt,  so  erhält  man  sogenannte  Functionen  mit  natürlicher 
Grenze  (Fonctums  ä  dspaecs  laamaires),  siehe  unten. 

Eine  analytische  Function  in  dem  hier  entwickelten  Sinn 
ist  selbstverständlich  stets  monogen  in  dem  Sinn  des  §  1. 
Dagegen  ist  die  monogene  Function  des  §  1  nicht  immer  eine 
analytische;  sie  kann,  wie  wir  sehen  werden,  in  der  Umgebung 
gewisser  Punkt«  in  Potenzreihen  entwickelt  werden  und  fällt 
daher  in  dem  Convergenzbereiche  dieser  Reihen  mit  einer  ana- 
lytischen Function  zusammen;  es  kann  aber  vorkommen,  dass 
entweder  die  analytische  Function  sich  nicht  über  diesen  Bereich 
hinaus  fortsetzen  lässt,  während  die  monogene  Function  auch 
ausserhalb  dieses  Bereiches  existirt,  oder  auch,  dass  sie  sich 
zwar  fortsetzen  lässt,  aber  ausserhalb  des  genannten  Bereichs 
nicht  dieselben  Werthe  liefert,  wie  die  monogene  Function. 

Beispiele  zu  der  letzten  Bemerkung  ßndet  man  bei 
Tannery,  Berl.  Akad.,  1881;  Schröder,  Sclilöniildi's  math. 
Zeitschr.,  22,  1876;  Pringsheim,  Math,  Am,,  22,  1883  und 
Anderen. 

Ueber  die  Weierstrass' sehen  analytischen  Functionen 
siehe  Weierstrass,  Functimienlehre,  Berlin  1886;  Pincherle, 
Giorn.  di  Batt.,  18;  Biermann,  Theorie  d,  analyt,  Fumt, 
Leipzig  1887;  Forsyth,  llteory  of  fundions,  Cambridge  1893. 

Die  hauptsächlichsten  Arbeiten  über  die  Functionen  mit 
natürlicher  Grenze  sind:  Poincare,  Acta  soc,  Fennicae,  Bd.  12, 

Pascftl,  Repertorium.  I.  23 
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1883;  Appell,  Acta  Math,,  1,  1882;  Goursat,  Campt  Rmd., 
94,  1882;  Bull  des  Säenc,  Math,,  11,  1887;  Lerch,  Bl^m. 
Äbh,,  1888;  Journal  de  Teixeira,  1892;  Stieltjes,  EuU.  des 
Scienc.  Math.,  11,  1887;  etc.  Der  erste,  welcher  die  Functionen 
mit  natürlicher  Grenze  einführte,  war  Weierstrass,  BerL 
Monatsher.,  1866,  S.  617;  eines  der  ersten  Beispiele  findet  man 
bei  Hankel,  Programm,  Tübingen  1870,  wieder  abgedruckt  in 
den  Math.  Ann.,  20;  siehe  auch  Schwarz,  Äbhandl,,  2, 
S.  240—242. 


§  3.    Die  einfachsten  transcendenten  Fnnetionen. 

Die  Function   e*  wird,  wenn  z  eine  allgemeine   complexe 
Zahl  bedeutet,  durch  den  Werth  der  Reihe  definirt: 


i  +  n  +  ir  +  -' 

die  für  jedes  z  convergirt.  ^ 

Die  durch  e*  •  e*»  =  6*+*»  ausgedrückte  Eigensmaft  bleibt 
auch  für  complexe    Werthe   von  z  wnd  z^  bestehen,   ebenso   die 

Eigenschaft  ^  c*  =  e*. 

Die  Functionen  cos  j?,  sin  z^  deren  Argument  z  eine  complexe 
Zahl  ist,  werden  durch  die  Formeln  definirt: 

z^        z^ 

Sill£  =  ^--  +  - , 

gl         gi 
cosz  =  l—-  +  - . 

Die  Formeln  in  Bezug  auf  das  Additionstheorem  für  die 
Sinus-  u/nd  Cosinusfunction  und  die  von  ihnen  abhängigen 
Formeln  bleiben  auch  für  complexe  Argumente  unverändert. 
Siehe  Kap.  18,  §  2. 

Es  besteht  die  Grund  formet  : 

^-{-bi  ^.  ga  (^jQg  2,  -j-  i  sin  b). 

Die  Function  e*  ist  periodisch,  d.  h.  sie  nimmt  wieder  den 
nämlichen  Werth  an,  wenn  z  um  2kni  vermehrt  wird,  worin  k 
eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

Jede  Wurzel  der  Gleich img  e*  =  A  -^  iB  heisst  der  natür- 
liche oder^  nach  Napier,  Neper'sche  Logarithmus  der  complexen 
Zahl  A  -^  iB.  Die  Gleichung  hat  unendlich  viele  Wurzeln,  die 
m  Allgemeinen  sämmtUch  complex  sind;  sie  lassen  sicli  durch 
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HmtsufUgen  einer  Zahl  von  der  Form  2kni,  worin  k  eine  ganze  ZaJil 
ist,  auseinander  ableiten.  Man  pflegt  denjenigen  Werth  den  Haupt- 
werth  des  natürlichen  Logarithmus  zu  nennen,  bei  welchem  der 
Coefficient  von  i  zwischen  —  n  und  -f"  ^  (+  ^  eingeschlossen) 
liegt  und  ihn  mit  löge  {^  +  i^)  zu  bezeichnen.  Siehe  Kap.  18,  §  1. 
Die  Function  a*  wird  durch  die  Formel  definirt: 
a*  =  e*Oo»e«+ ***•'). 

Auch  a'  kann  daher  im  Allgemeinen  unendlich  viele  Werthe 
haben;  wir  werden  nur  den  Werth  in  Betracht  ziehen,  welcher 
A;  =  0  entspricht,  und  ihn  den  Hauptwerth  der  Potenz  nennen. 
Setzt  man  r  =  a:  -|"  *y  ?  a  =  q  (cos  a  -f"  *  sin  a),  so  wird 
a*  =  ^'[cosa?(a  +  2Ä:7r)  +  «  8inx(a  +  2Ä7r)]  X 
X  c-y(«+"'')[cos(y  loge^)  +  i  sin(y  loge^)]. 

Wenn  man  unter  a*  nur  den  Hauptwerth  dieser  Potenz 
verstehen  will,  so  gelten  für  a*  nicht  mehr  die  Grundeigen- 
schaften ftir  die  Potenzen: 

a'  '  a*^  ==  a*+'*;    (a*)**  =  a*'>;    log  o'  =  xr  log  a, 

weil   der  Hauptwerth  z.  B.   von   (a*)'»    einer   der   Werthe   von 
a**»  ist,  aber  nicht  der  Hauptwerth  von  a*'»  sein  muss,  etc. 

Verschiedene  Definitionen  der  Exponential-  und  logarith- 
mischen Functionen  findet  man  z.  B.  bei  Dur^ge,  7^.  der 
Fimct.  einer  compt,  ver,  Gr,,  Leipzig  1864,  Kap.  5;  eine  ein- 
gehende Darstellung  geben  Briot  et  Bouquet,  Theor.  des  fonct, 
doublement  period.  et  en  pari,  des  fond.  ellipt,,  Paris  1859, 
Kap.  2;  Stolz,  Ärithm,,  2  und  Grundzüge  der  Diff.-  u.  Integral- 
rechn.,  2;  siehe  auch  weiter  unten  Kap.  18. 


§  4.    Grenze,  Stetigkeit,  Differentiation  und  Integration 
in  dem  complexen  Bereich. 

Die  Definitionen  und  Grundtheoreme  über  Grenze  und 
Stetigkeit  gelten  auch  für  complexe  Functionen  compleier 
Variabelen;  man  braucht  an  den  betreffenden  Stellen  nur  statt 
des  Ausdrucks  absoluter  Werth  das  Wort  Modul  zu  setzen. 

Die  Derivirte  wird,  wie  schon  gesagt  wurde,  auf  die  übliche 
Art  als  die  Grenze  des  Zuwachsverhältnisses  definirt,  und  man 
kann  zeigen,  dass  die  Sätze  über  die  Differentiation  der  Aggregate, 
Producte,  Quotienten,  der  zusammengesetzten  und  umgekehrten 
Functionen  etc.  unverändert  bleiben,  und  dass  auch  die  Regeln 

23* 
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über  die  Differentiation  der  elementaren  Functionen  ilire  Gül- 
tigkeit behalten. 

Bemerkenswerth  ist  der  Satz:  Die  Existenz  der  ersten  Deri- 
virten  einer  monogenen  Function  mit  complexer  Yariabde  hat  die- 
jenige der  Derii>irtefi  beliebiger  Ordnung  zur  Folge. 

Wenn  eine  eindeutige  Function  in  einem  Punkt,  der  nicht 
im  Unendlichgrossen  liegt  (der  ünendlichkeitspunkt  ist),  von  k^^ 
Ordnung  verschwindet,  vergl.  S.  349,  so  verschwindet  Uire  Bert- 
virte  vofi  (Je  —  !)*•'  Ordnung;  liegt  dagegen  der  Punkt  im  Un- 
endlichen, so  verschwindet  ihre  Derivirte  für  e  =  oo  von 
(k  +  1)^'  Oi'dnung. 

Wenn  eine  eindeutige  Function  in  einem  Punkt  in  endVidtem 
Abstand  nnen  Pol  /:**'  Ordnung  besitzt,  so  Jiat  ihre  Derivirte 
in  diesem  Punkt  einen  Pol  (k  -j-  1)**'  Ordnufig;  liegt  der  Punkt 
im  Unendlichen,  so  hat  die  Derivirte  einen  Pol  (k —  1)**'  Ordnung. 

In  Bezug  auf  die  Integration  sind  einige  Betrachtungen 
nöthig. 

Bei  reellen  Variabelen  liegt  der  Integrationswcg  fest,  wie  es 
nicht  anders  möglich  ist,  weil  sich  die  Variabele  immer  längs 
der  reellen  Axe  bewegen  muss.  In  der  complexen  Ebene  dagegen 
bestimmen  wir  zwei  Punkte  und  eine  Linie,  welche  sie  verbindet. 
Wir  theilen  diese  Linie  in  n  Strecken  und  J^,  ö^y  •  •  •  seien  die 
Unterschiede  zwischen  den  complexen  Variabelen,  welche  durch  die 
successiven  Theilungsp unkte  dargestellt  werde^.  Wenn  /'^ ,  /'g ,  •  •  • 
Werthe  von  /'  in  Punkten  der  Linie  sind,  welche  zwischen  den  suc- 
cessiven Theilungspunkten  liegen,  so  ist  die  Grenze  der  Sumrairung 
^fn d„ ,  wenn  d^,  Jg»  *  '  '  ^®^  ^n\l  zustreben,  während  n  in 
das  Unendliche  wächst,  das  bestimmte  Integral  der  Function. 
Lässt  man  die  obere  Grenze  des  Integrals  variiren,  so  erhält 
man  die  Integralfunction.  Hier  bietet  sich  nun  etwas  Neues, 
was  bei  den  reeUen  Variabelen  nicht  vorkam,  dass  man  nämlich 
in  unendlich  vielen  Richtungen  zu  einem  Punkt  gelangen  kann, 
während  man  bei  reellen  Variabelen,  wenn  der  Durchgang 
durch  das  Unendlichgrosse  ausgeschlossen  wird,  von  einem 
Punkt  ausgehend,  nur  in  einer  Richtung  zu  einem  anderen 
Punkt  kommt. 

Das  Integral  einer  monogenen  Function  ist  iviedef  eine 
monogene  Function.  Es  ist  femer  monodrom  oder  poljdrom 
je  nach  der  Beschaffenheit  der  gegebenen  Function.  Insbeson- 
dere gilt: 

Wenn  die  gegebene  Fwnction  in  einetn  einfach  begrenzten 
Bereich  d.  h.  innerhalb  einer  von  einer  geschlossenen  Curve  um- 


§  5.    Die  holomorphen  und  meromorphen  Functionen.      357 

g^>enfn  Fläche  fmomopen,  momodrom  nml  hofomorpk  ist,  so  hat 
das  Iniepral  m  riMrm  Punkt  immar  dm  HämlkkeH  Wertk, 
weli^en  Wep  mam  OHrh  finscklopm  fmtg.  mim  zu  diesrm  PhhÜ 
zu  gdangen.  Dieses  Theorem  heisst  das  Cauchy'sche;  wir 
kommen  im  nächsten  Paragraphen  bei  der  Besprechung  der 
Terschiedenen  Satze  über  die  monogenen  Functionen  auf  das- 
selbe zurück. 

Alle,  auch  die  geringfügigsten  Einzelheiten  über  den  Inhalt 
dieses  Paragraphen,  d.  h.  über  die  Ausdehnung  der  gewöhnlichen 
Bechnungsoperationen  auf  das  Gebiet  der  complexen  Variabelen 
findet  man  in  dem  2.  Thl.  des  Stolz* sehen  Baches:  GrkuuhiUfc 
der  Di  ff.'  ii.  Integralrechnnp^,  Leipzig  1896. 


§  5.  Vexschiedene  S&Ue  über  die  monogenen,  holomorphen 
und  meromorphen  Functionen. 

Die  Derivirten  einer  in  einem  Bereich  holomorphen  Function 
können  in  einem  Pupikt  nicht  sämmtUch  XuH  sein,  ohne  dass  die 
Function  in  dem  ganzen  Bereich  constant  Uit, 

Jede  in  einem  Bereich  holotnorphe  und  für  atte  Punkte 
einer  noch  so  kleinen  Linie  cofistante  Function  ist  in  dem 
ganzen  Bereitet  constant. 

Alle  Derivirten  einer  in  einem  Bereich  holomorphen  Function 
sind  ebenfalls  holomorph. 

Jede  in  einem  endlichen  Bereich  holomorphe  Functiofi  hat 
nur  Wurzeln  von  endlichem  und  ganzem  Grad  und  rou  be- 
grenzter Anzahl. 

Wenn  eine  Function  in  einetn  Bereich  meromorph  ist,  so 
kann  sie  nicht  mit  allen  ihren  Derivirten  in  einem  Punkt  Xuü 
werden. 

Die  Wurzeln  und  Pole  jeder  in  einetn  endlichen  Bereich 
meromorphen  Function  sind  von  endlichem  ganzen  Crrad  und 
endlicher  Anzahl. 

Eine  in  einem  Bereich  meromorphe  Function  ist  einer  ra- 
tionalen Function,  vermehrt  um  eine  holoffwrphe  Function,  in 
demselben  Bereich  gleich.  Sind  Oj,  dg,  •  •  •  die  Pole  ij**', 
ig**',  •  •  •  Ordnung  der  gegebenen  Function  und  wird  die  ratio- 
nale Function  in  einfache  Brüche  zerlegt  (siehe  S.  14),  so  erhält 
man  einen  Ausdruck  mit  einer  Anzahl  Brüche  vom  Typus: 


A.  4 
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Die  Constanten  A^^  B^^  •  •  •,  d-  h.  die  Zahler  der  Brftche, 
deren  Nenner  die  ersten  Potenzen  der  Binome  (z  —  o,), 
(z  —  fljj,  •••  sind,  heissen  Residuen  der  Function  (Cauchy). 

Wenn  eine  in  der  ganzen  Ebene  holomorphe  Function  die 
Beschaffefüieit  hat,  dass  ihr  Modul  immer  unterhalb  einer  ge- 
gebenen Zahl  bleibt,  so  ist  sie  constani. 

Jede  in  der  ganzen  Ebene  holomorphe  Function,  welche  nur 
den  einzigen  Pol  z  =  cx>  hat,  ist  eine  rationale  ganze  Function. 

Jede  in  der  gtmzen  Ebene  (auch  für  z  =  cx))  meromorphe 
Function  ist  rational  und  kann  daher  nur  Wurzeln  und  Pole  t» 
endlicher  Anzahl  und  von  endlichem  Grad  haben, 

Ist  eine  Function  f{z)  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  (siehe  Bd.  2,  Kap.  18,  §  l)  holomorph,  so  ist  das 
übtr  nnf  geschlosstmc  in  dem  Bereich  enthaltene  Curve  erstreckte 
Integral  jf{z)dz  Null  (das  Cauchy' sehe  Theorem).  Vergl.  die 
Literatnrangaben  am  Ende  des  §  6. 

Werden  dieselben  Voraussetzungen  gemacht,  so  hat  das 
Integral  jf{z)dz  einen  Werth,  der  nur  von  den  Grrenzpunkten 
und  nicht  von  dem  Integrationsweg  abhängt. 

Wenn  f{z)  in  einem  Bereich  mit  nicht  einfacher  Begrenzung 
holomorph  ist,  so  behält  das  Integral  Jf(z)dz,  wenn  es  durch 
eine  geschlossene  Curve  von  einem  Punkt  aus  bis  zu  einem  an- 
deren oder  von  einem  Punkt  aus  wieder  zu  demselben  Punkt 
zurück  erstreckt  wird,  bei  der  Aenderung  des  Integrationsweges 
einen  unverändirlichen  Werth;  nur  muss  sich  dei'  neue  Weg  durch 
stetige  Deformation  aus  dem  alten  ableiten  lassen,  und  immer 
in  allen  Zwischenstadien  der  Deformation  in  dem  Inneren  des 
Bereichs  bleiben,  ohne  jemals  seine  Begrenzung  zu  treffen. 

Man  sagt,  der  Rand  eines  Bereichs  werde  in  positivem 
Sinn  durchlaufen,  wenn  dabei  der  Bereich  zur  Linken  bleibt. 

Wenn  eine  Function  in  einem  ringförmig  gestalteten  Bereich, 
d.  h.  in  einem  solchen  mit  zwei  Umfangen,  dessefi  einer  innerhalb 
des  anderen  liegt,  holomorph  ist,  so  kommt  ihr  über  den  äusseren 
Band  in  positivem  Sinn  erstrecktes  Integral  dem  über  den  inneren 
im  negativen  Sinn  erstreckten  Integral  gleich. 

Wenn  eine  Function  in  einem  Stück  der  Ebene  mit  ein- 
facher Begrenzung  (d.  h.  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Bereich,  vergl.  Bd.  2,  Kap.  18,  §  1)  holonnorph  ist^  so  lässt  sidi 
ihr  Weiih  in  einem  Punkt  z  =  a  durch  das  Integral  au.'idrüeken: 
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welches  m  positiver  Riditttng  iU>er  den  Umfang  der  Fläche  er- 
schreckt wird. 

Ist  f(s)  in  einem  Bereich  mit  einfa4her  Begremung  mero- 
morph,  so  ist  das  über  den  Umfang  m  positivem  Sinn  erstreckte 
Integral 


^jf('-> 


dz 


der  Summe  der  Residuen  der  Function  m  Bezug  auf  die  in  dem 
Bereich  gdegenen  Pole  gleich. 

Ist  f{s)  in  eine^n  Bereich  meromorph  und  sind  in  ihm  ihre 
Nullpunkte  von  der  m^^^,  w^*",  •  •  •  und  ihre  UnendUchkeits- 
punkte  von  der  m.**°,  w^*^,  •  •  •  Ordnung,  so  wird 

i^iffj)  ^^  ^  ^"^  ~  -^**-' 

worin  das  Integral  in  positivem  Sinn  über  die  Umgrenzung  des 
Bereichs  zu  erstrecken  ist.    Dieser  Satz  lässt  sich  auch  so  fassen: 

f{z)  sei  in  einem  einfach  begrenzten  Bereich  meromorph  und 
werde  in  einem  Punkt  des  Umfangs  betrachtet;  durchläuft  man 
nun  diesen  Umfang  in  positivem  Sinn  und  berechnet  die 
Aenderung,  welche  bei  der  Rückkehr  zum  Ausgangspunkt  das 
Argument  erlitten  hat,  so  ergibt  sich,  dass  die  Differenz  zwischen 
den  beiden  Werthen  des  Arguments  ein  ganzes  Vielfaches  k  von  2n 
ist,  wefin  k  =  ^m^  —  ^m^  gesetzt  wird.  Casorati,  Teorica 
d.  funzioni  di  variab.  complesse,  Pavia  1868,  S.  430. 

Bei  einer  in  der  ganzen  Ebene  meromorpheti  Function  ist 
die  Anzahl  der  Nullpunkte  der  Anzahl  der  Unendlichkeitspunkte 
gleich^  wenn  man  einen  Nullpunkt  oder  einen  Ummdlichkeitspunkt 
von  der  Ordnung  i  als  Superposition  von  i  Nullpunkten  oder 
i  Unendlichkeitspunkten  ansieht.  Daraus  folgt  leicht  der  Funda- 
mentalsatz der  Algebra,  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  eines 
jeden  rationalen  ganzen  Polynoms  der  Zahl  gleich  ist,  welche 
den  Grad  des  Polynoms  angibt. 

Jede  in  einem  Kreis,  welcher  zum  Centrum  einen  Punkt  Zq 
hat,  holomorphe  Function  lässt  sich  in  eine  Reihe  von  ganzen 
positiven  Potenzen  des  Binoms  (z  —  jE'0)  entwickeln  und  convergirt 
in  diesem  Kreis.  Einer  solchen  Reihe  lässt  sich  entweder  die 
Cauchp^sche  Gestalt  geben,  Acc.  Torino,  1831,  1832;  Compt. 
Rend.,  1846;  Exercises  d' Analyse  et  de  Physique  Math.,  Bd.  2, 
S.  50  u.  ff.,  nämlich: 
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worin  die  Integrale  in  positivem  Sinn  über  den  Umfang  des 
Kreises  oder  eines  hdiebigen  anderen  concentriscfieji  und  in  dem 
Bereich  enthaltenen  Kreises  zu  erstrecken  sind,  oder  auch  die 
Taylor-Maclaurin'sche  Gestalt: 

m=f(/o)  +  (^-^o)^  +  (^-^o)*^  +  •••• 

Wenn  eine  Function  in  einem  ringfdrmigefi ,  zwischen  zwei 
concentrischen  Kreisen  mit  dem  Mittelpunkt  Zq  liegenden  Bereich 
Iwlomorph  ist,  so  lässt  sie  sich  in  eine  in  diesem  Bereich  con- 
vergente  Beihe  von  positiven  und  negoTwen  Potenzen  des  Binoms 
z  —  Zq  entmckeln;  man  erhält  die  Laurent' sehe  Beihe,  CompL 
Bend,,  1843,  Bd.  17,  S.  939: 

—  00 

worin  das  Integral  immer  in  positivem  Sinn  über  einen  der 
Kreise  oder  audi  über  einen  anderen  concentrisclien  in  detn  Bitig 
enthaltenen  Kreis  erstreckt  weiden  muss. 


§  6.    Die  wesentlioh  singulären  Punkte. 

Nehmen  wir  an,  eine  Function  sei  in  der  ganzen  Ebene 
bestimmt;  wenn  sie  auch  im  Unendlichen  keine  anderen  singu- 
lären Punkte  als  die  Pole  besitzt,  d.  h.  die  Punkte,  in  denen 
ihre  Umkehrung  eindeutig  bleibt  und  den  Werth  Null  hat, 
wenn  sie  also  in  der  ganzen  Ebene  in  dem  Sinn  des  §  1  sich 
meromorph  verhält,  so  ist  sie,  wie  wir  wissen,  eine  rationale 
Function. 

Liegt  aber  eine  transcendente  in  der  ganzen  Ebene  definirte 
Function  vor,  so  müssen  in  der  Ebene  Punkte  vorhanden  .sein, 
in  welchen  weder  sie  noch  ihre  Umkehrung  eindeutig  bleibt; 
diese  Punkte  heissen  wesentlich  singulär  (W ei  erstras s).  Dass 
isolirte  Punkte  von  solcher  Singularität  existiren  können,  davon 
kann  inan  sich  iofprt  überzeugen,  wenn  man  eine  der  ein^ 
fachsten  transoendenten  FunctföneiL  z.  B.  die  Exponential- 
function  betrachtet. 
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Wenn  eine  Function  in  einem  Punkt  eine  weseniUche  Singu- 
larität hat,  so  besitzt  auch  ihre  Umkehrung  denselben  Punkt  als 
wesentlich  singulären  Punkt. 

l>ie  Crrenze  der  Function,  wenn  die  Varidbele  sich  auf 
irgend  eine  Art  dem  wesentlich  singulären  Pu/nkt  nähert,  ist 
unbestimmt. 

Wenn  man  sich  mit  der  Variahelen  dem  wesentlich 
singulären  Punkt  notiert,  so  kann  man  es  so  einrichten,  dass  der 
Modul  der  Differenz  zwischen  dem  Werlh  der  Funäion  und 
einem  beliebigen  gegebenen  Werth  A  kleiner  als  jede  bestimm- 
bare  Grösse  ivird. 

Wenn  eine  beliebige  Grösse  A  gegeben  ist,  so  kann  man  im 
Allgemeinen  in  einer  Umgebung  des  wesentlich  singulären 
Punktes  a  immer  unendlich  viele  Punkte  finden,  in  weldien  der 
Werth  der  Function  A  ist;  es  können  jedoch  zwei  (und  nicht 
mehr  als  zwei)  Aus^iahmswerthe  von  A  existiren,  für  welche  es 
keinen  Punkt  in  der  Umgehung  von  a  gibt,  in  dem  der  Werth 
der  ^Function  gleich  A  unrd,  Bas  Picard'sche  Theorem,  Compt, 
Rend.,  Bd.  88,  89;  Ann.  de  Vtc.  norm.,  1880. 

Nach  diesem  letzteren  Theorem  lassen  sich  die  wesent- 
lich singulären  Punkte  in  drei  Kategorien  eintheilen:  l)  solche, 
ftlr  welche  Ausnahmswerthe  von  A  in  dem  eben  angegebenen 
Sinn  nicht  existiren;  2)  solche,  für  die  ein  einziger  existirt, 
wie  z.  B.  der  Punkt  z  =  0  für  die  Function 

1 

.     1  ' 
sm  — 

z 

in  welchem  Fall  ^  =  0   der  Ausnahmswerth  von  A  ist;   und 
3)  diejenigen,  für  die  es  zwei  solche  Werthe  gibt,  wie  z.  B.  der 

Punkt  z  =  ^  der  Function  e* ,  wobei  die  Ausnahmswerthe  von  A 
-4  =  0,     A  =  (x>    sind. 

Fine  eindeutige  Function,  welche  unendlich  viele  Pole  be- 
sitzt, lässt  als  wesentlich  singulären  Punkt  deren  Grenzpunkt  zu. 

Jede  Function,  die  keinen  ünendlichkeitspunkt  in  endlichem 
Abstand  in  der  ganzen  Ebene  hat,  ist  eine  ganze  oder  holomorphe 
(synedische)  Function  in  der  ganzen  Ebene  bis  auf  den  im 
Unendlichen  liegenden  Punkt;  wenn  sie  im  Unendlichen  keinen 
Pol  hat,  so  kann  sie  kein  ganzes  Polynom  sein,  sondern  ist 
eine  ganze  transcendente  Function  und  hat  einen  Punkt  von 
wesentlicher  Singularität  im  Unendlichen.     Sie  lässt  sich  in  eine 
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für  jedtn  hdidngm  Punkt  der  Ebene  eamcergemie  Bake  von 
ganzen  poniiven  Potenzen  entwickeln. 

Eine  soUhe  Fundien  katm  unendiidi  vide  KuüpmMe  in 
endlichem  Abstand  haben. 

Die  Frage  nach  dem  allgemeinen  Ansdmck  fl&r  eine  so 
gestaltete  Function,  wenn  ihre  Nnllponkte  festliegen,  beant* 
wortet  das  ber&hmte  Weierstrass'sche  Theorem,  BerL  Äkad., 
1876;  Functionenidire ,  Beriin  1886,  welches  eine  Verall- 
gemeinenmg  des  Satzes  ist,  zn  dem  froher  schon  Canchj  ge- 
kommen  war. 

Das  Cauchj'sche  Theorem  lautet: 

Wenn    o^,    o,,    •••    die   Nullpunkte   der   Function    sind, 

lim  a»  =  (X)  ist,  und  wenn  die  Beihe    ^     —    convergirt,  so 


hat  die  Function,  wdche  als  Nullpunkte  nur  die  gegtbenen  Punkte, 
keinen  Pol  und  nur  den  Punkt  im  UnendUdten  als  wesentlidt 
singutären  Punkt  besitzt,  die  Gestalt: 


^(.)  =  c.^(../J(l-„^), 


warin    G(z)   seinerseits  eine   in  der  ganzen   Ebene   holomorphe 
Function  ist. 

Die  Weierstrass'sche  Yerallgemeinerung  dagegen  lautet: 

Auch  wenn  die  Beihe  ^^    —    nicht  convergirt,  so  kann  man 

doch   immer  eine  ganze  positive  Zahl  cd,    die  entweder  fest  ist 
oder  mit  n  variirt,  so  wälilen,  dass  die  Beihe 


in  jedem  beliebigen  endlichen  TheU  der  Ebene  gleichmässig  con- 
vergirt; man  erhält  alsdann  die  Formd 


worin 


ist. 


i  —  1  der  angegebenen 


In  jedem  Fall  genügt  die  Zahl  o 
Bedingung, 
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Der  Factor  i  1 \  e    \*»/  heisst  eine  PrhHfunction,    In 

den  vorstehenden  Theoremen  ist  angenommen,  der  Nullpunkt 
komme  unter  den  Punkten  tu  nicht  vor;  ist  dies  dagegen  Ärmal 
der  Fall,  so  füge  man  zu  dem  ganzen  Product  als  Factor  die 
Grösse  j^  hinzu. 

Wenn  oo  festli^,  so  erii&lt  man  die  sogenannten  holo- 
morphen Functionen,  welche  ein  bestimmtes  GeschleM  haben; 
die  Zahl  oo  heisst  ihr  Geschlecht,  wenn  sie  mit  n  nicht  variirt 
und  der  kleinste  unter  allen  Werthen  von  oo  ist,  welche  der 
angegebenen  Bedingung  genügen.  Laguerre,  Compt.  Bend., 
Bd.  94,  95,  98;  Cesaro,  Compt,  Rend,,  Bd.  98  etc. 

Eine  in  der  ganseti  Ebene  eindeutige  Fupictian,  welche  in 
cfidlichem  Abstand  nur  Pole  hat,  ist  immer  der  QuoHent  ziceier 
ganzen  Functionen;  man  kann  daher  mittelst  der  vorstehenden 
Formel  auch  eine  Darstellung  einer  solchen  Function  erhalten. 

Wenn  man  auf  ähnliche  Weise  eine  in  der  ganzen  Ebene 
(auch  im  Unendlichen)  eindeutige  Function  darstellen  will,  die 
nur  den  einen  Punkt  e  =  a  von  wesentlicher  Sing%darität  im 
Endlidiefi  besitzt,  so  genügt  es,   eine  der  vorstehenden  ähnliche 

Formel  anzuwenden,  indem  man  an  die  Stelle  von  —  den  ^m5- 
a^  —  a  ^« 

druck  setzt. 

z  —  a 

Zusätze  zu  dem  vorstehenden  Theorem  sind  die  folgenden: 

Eine  eindeutige  Function,  welche  weder  Nullpunkte  nocÄ 
Pole  in  endlichem  Abstand  besitzt,  und  für  die  der  Punkt  im 
Unendlichen  ein  Punkt  von  wesentlidier  Singularität  ist,  hat  die 
Gestellt  e^^'\  worin  G(z)  eine  ganze  Function  bezeichnet. 

Jede  eindeutige  Function,  die  in  endlichetn  Abstand  eine 
endliche  Anzahl  von  Nullpunkten,  aber  keine  Pole  hat,  und  für 
die  der  Punkt  im  Unendlichen  der  einzige  Punkt  von  wesentlicher 
Singularität  ist,  hat  die  Form: 

P{z)e^('), 
worin  P(z)  ein  Polynom  bedeutet. 

Eine  eindeutige  Function,  welche  eine  endliche  AnzaJd  von 
Nullpunkten  und  eine  endlicJie  Zahl  von  Polen  besitzt,  und  für  die 
der  Punkt  im  Unendlichen  der  einzige  wesentlich  singulare  Punkt 
ist,  hat  die  Form  ^ ,  . 

$«      ' 

worin  P  und  Q  zirei  Polynwne  sind. 
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Mit  Hülfe  desselben  Verfahrens,  welches  zum  Beweis  der 
Weierstrass' sehen  Formel  dient,  lässt  sich  auch  eine  Function, 
welche  in  der  ganzen  Ebene  unendlich  viele  Pole  besitzt,  deren 
Grenzpunkt  der  ünendlichkeitspunkt  ist,  durch  die  Summe  einer 
holomorphen  Function  und  einer  in  der  ganzen  Ebene  con- 
vergenten  Reihe  ausdrücken ;  dabei  muss  jedoch  jeder  Term  dieser 
Reihe  eine  rationale  Function  von  0  sein,  deren  einziger  Pol 
einer  der  Pole  der  gegebenen  Function  ist.  Man  erhält  so  eine 
andere  Darstellung  einer  Function  mit  unendlich  vielen  Polen,  die 
von  der  Form  eines  Quotienten   von  Producten   verschieden  ist. 

Diese  Formel  wird  durch  das  Mittag-Leff  1er 'sehe  Theorem 
auf  den  Fall  ausgedehnt,  in  welchem  unendlich  viele  wesentliche 
Singularitäten  statt  Pole  vorkommen. 

Das  Weierstrass'sche  Theorem  liefert  den  Ausdruck  für 
eine  eindeutige  Function,  welche  nur  einen  einzigen  Punkt  von 
wesentlicher  Singularität  besitzt. 

Es  entsteht  nun  aber  die  Frage,  ob  sich  nicht  auch  eine 
Function  mit  einer  endlichen  oder  einer  unendUcJigrosseti  AnzaJü 
von  wcsentUchefi  SingularHäten  darstellefi  la^se. 

Einen  solchen  Ausdruck  kann  man  immer  als  Summe  einer 
Anzahl  von  Functionen  erhalten,  von  denen  jede  nur  eine  einzige 
wesentliche  Singularität  besitzt. 

Man  kommt  so  zu  einer  Erweiterung  des  Satzes  über  die 
Zerlegung  einer  rationalen  Function  in  einfache  Brüche: 

Jede  Function,  welcfie  in  der  ganzen  Ebene  bis  auf  eine 
endliche  ÄnzaJd  von  Punkten  «^ ,  a^^  •  •  • ,  a«  in  welchen  sie 
entweder  Pole  oder  wesentliche  Singularitäten  hat,  eindeutig  und 
holomorph  ist,  lässt  sich  immer  als  Summe  von  n  Fundionen 
ausdrücken,  vofi  denen  jede  als  einzigen  Pol  bez.  wesenÜicJie  Singu- 
larität einen  einzigen  der  gegebenen  Punkte  hat.  Wenn  einer 
der  gegebenen  Punkte  a  der  ünendlichkeitspunkt  ist,  so  icird  eine 
dieser  Functionen  eine  in  der  ganzen  Ebene  holomorphe  Function, 
deren  s^ingulärer  Punkt  der   Unendlichkeitspunkt  ist. 

Wenn  unendlich  viele  Punkte  a^,  «g,  •  •  •  gegeben  sind,  die 
zum  einzigefi  Grenzpunkt  den  Punkt  im  Unendlichen  haben,  so 
lässt  sich  eine  Function,  welche  diese  Punkte  zu  alleinigen 
Punkten  wesentlicher  Singularität  (oder,  wenn  mmi  will,  auch  zu 
Polen)  hat,  durch  eine  Reihe 

11=1  .-^  . 
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ausdr^ckfm,  Kurin  dir  G^  FfimctkmirM  ^imf,  rftV  ntiM  riH£9^CH 
simgMirfm  Punkt  c/rti  PttM  <i«  kahm.  nmd  dir  F^^  M^fmomr  im 
z  hfdnAem^  drrm  Gradr  Mdi  itmmfr  bfs4im9mfm  lassen,  wäkrtnd  G 
nne  in  drr  ponscn  Ebene  Momorpke  Fumüon  bexeicknef,  deren 
icesenüidi  sinffuidrer  PttnÜ  der  PnM  im  Vne9Mi(^en  isi. 
Theorem  Ton  Mittag-Leffler. 

Die  Bjf^tnome  F  und  die  Function  G  sinit  nieht  eindeutig 
bestimmt. 

Wenn  aUe  Punkte  a  Pate  ^turf.  so  werden  setbstverMändtick 
dit  versehiettenen  Terme  der  Heike  sämmttieh  rationate  FuneHonen. 

üeber  diese  Theoreme  sehe  man  nach:  Mittag-Leffler^ 
Compi.  Itcnd,,  1882;  Acta  maih,,  4;  Weierstrass,  Functionen- 
lehre,  S.  23,  67,  102  i^s.  u.);  Hermite,  Acta  Soc,  Fc§micae,  12, 
S.  67;  Crelle,  91;  Casorati,  Ann,  di  mat,,  10;  ferner  die  Lehr- 
bücher von  Forsvth,  Cambridge  1893  (s.  u.),  in  welchen  das 
Problem  mit  vielen  Einzelheiten  und  speciellen  FäUen  behandelt 
wird  und  die  Vorlesungen  über  Analjsis  von  Hermite,  Cours 
de  M.  Hermite,  redige  en  1882  par  M.  Andoyer,  Paris  1891, 
4.  ed.  und  Picard,  TraUe  dmtalyse,  Paris  1891,  1893,  1896. 
Den  Fall,  in  welchem  nicht  Singularitatspunkte,  sondern  Singu- 
laritatslinien  auftreten,  hat  Picard,  Cmnpt,  Hcfid,,  1881 
untersucht. 

Andere  Arbeiten  ausser  den  bereits  citirten  von  Picard, 
Laguerre  etc.  sind:  Guichard,  These,  Paris  1882;  Ann,  de 
Vic.  norm,,  1882;  Poincare,  Bull  Soc,  math,,  11,  1883; 
Hadamard,  Joum.  de  math.,  1893;  Borel,  Acta  math.^  20; 
Compt.  Bend.,  1898.  Ein  kleiner  neuer  Aufsatz  von  Borel, 
Legons  sur  les  fondions  efitidres,  Paris  1900  stellt  methodisch 
alle  bez.  der  ganzen  Functionen  bisher  erhaltenen  Resultate 
zusammen. 

Die  Theoreme  von  Weierstrass  und  Mittag-Leffler 
sind  auf  die  poljdromen  Functionen  und  insbesondere  auf  die 
ausgedehnt  worden,  die  sich  auf  den  Bie  mann 'sehen  Flächen 
(Kap.  15,  §  3)  monodrom  verhalten;  eine  der  ersten  Arbeiten 
in  dieser  Richtung  ist  von  Appell,  Acta  math,,  1,  welcher 
diese  Functionen  Functionen  eines  analytischen  Pufiktes  (a?,  y) 
nannte;  darauf  folgten  Günther,  Crelle,  109,  1892;  Pascal, 
Funzioni  olomorfe  nel  campo  ellittico,  Rend.  Acc.  Lincei,  1896 
und  Cazzaniga,  Acc,  Torino,  1898,  Bd.  33;  Ist.  Lomb.,  1898, 
der  die  PascaTsche  Arbeit  zum  Ausgangspunkt  nahm  und  die 
Resultate  Picard's  und  BoreTs  erweiterte. 
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Die  Theorie  der  Functionen  von  complexen  Variabelen  hat, 
wie  man  wohl  sagen  darf,  hauptsächlich  Cauchy  in  seiner  be- 
rühmten Abhandlung:  Sur  hs  integr.  definies  prises  entre  des 
Umites  imaginaires ,  1825;  Compt  Bend.,  1846  begründet. 
Einen  grossen  Schritt  vorwärts  hat  die  Theorie  durch  die 
geniale  Auffassung  Riemann's  gemacht,  Crrundlagen  für  eine 
(ülgemeinc  Theorie  der  Functionen  einer  veränderlichen  Grösse, 
Inaugural -Dissertation,  Göttingen  1851,  welche  die  Mittel  an 
die  Hand  gab,  die  mehrdeutigen  Functionen  auf  die  einfachste 
Art  und  mit  der  grössten  Eleganz  zu  untersuchen  (siehe  Kap  15); 
mit  den  Begriffen  Cauchy 's  war  diese  Untersuchung  so  leicht 
nicht  zu  machen,  wenn  es  auch  manchem  der  früheren  Schrift- 
steller anfangs  so  vorkam;  siehe  z.  B.  die  Vorrede  zur  zweiten 
Ausgabe  des  unten  citirten  Werkes  von   Briot  und   Bouquet. 

Von  einem  verschiedenen  Gesichtspunkt  und  auf  verschie- 
dene Art  hat  fast  gleichzeitig  mit  Biemann  auch  Weier- 
strass  die  Lehre  von  den  Functionen  behandelt.  Der  Unter- 
schied zwischen  den  beiden,"  gleich  tief  gehenden  Auffassungen 
besteht  hauptsächlich  darin,  dass  Biemann  von  der  geometri- 
schen Darstellung  der  Function  ausgeht  und  das  darstellende 
Ding  als  etwas  der  Function  gleichsam  Vorhergehendes  ansieht, 
während  Weierstrass  die  analytische  Darstellung  der  Function 
zu  Grunde  legt  und  nur  Functionen  betrachtet,  die  analytisch 
auf  gegebene  Art  dargestellt  sind.  Uebrigens  verdankt  man 
alle  gründlichen  Untersuchungen  über  die  wesentlichen  Singulari- 
täten der  analytischen  Functionen  Weierstrass  und  seinen 
Schülern. 

Ein  berühmtes  Werk  über  die  Lehre  von  den  Functionen, 
welches  fast  ausschliesslich  den  Ideen  Cauchy' s  folgt,  ist  das 
Briot -Bouquet'sche,  Th,  des  fonct.  ellipt.,  2.  Ausg.,  Paris 
1875;  dem  Gedankengang  Cauchy's  und  Biemann's  schliessen 
sich  an:  Durege,  JElem.  der  Theor,  der  Funct.,  Leipzig  1864, 
4.  Aufl.,  1893;  Neumann,  Vorlesungen  über  Biemann' s  Theorie 
etc.,  Leipzig  1865,  2.  Aufl.  1884,  welcher  die  Darstellung 
mittelst  der  Kugel  einführte;  Casorati,  Teorica  delle  funz.  di 
variaib.  cowplesse,  Pavia  1868,  wo  man  auch  zahlreiche  histo- 
rische Angaben  findet;  Holzmüller,  Einführ,  in  die  Theorie 
der  isog.  Verwandtschaften  und  conf  Äbhildufvgen  etc.,  Leipzig 
1882;  die  Weierstrass'sche  Auffassung  allein  vertreten  die 
Vorlesimgen  von  Weierstrass  ebenso  wie  seine  Funciionen- 
lehre,  Berlin  1886;  Pincherle,  Giorn.  di  Bau.,  18  und  ein, 
übrigens  nicht  überall  correctes  Buch  von  Bi  ermann,  Tit.  der 
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anctUft,  Fund,,  Leipzig  1887.  Die  neuesten  Werke  gehen  un- 
abhängiger vor  und  suchen  die  Riemann'sche  und  Weier- 
strass'sche  Art  miteinander  zu  vereinigen;  unter  Anderen  ist 
dazu  das  vortreflFliche  inhaltreiche  Buch  von  Forsyth,  Th.  of 
fund.,  Cambridge  1893  zu  erwähnen;  femer:  Picard,  Cotirs 
d'AncUyse,  3  Bde.,  Paris  1891 — 96  und  das  für  eine  erste  Ein- 
führung besonders  geeignete,  nicht  zu  ausführliche  Werk  von 
Burkhardt,  Einführ tmg  in  die  Tlieorie  der  ancdyt  Fundionen 
etc.,  Leipzig  1898. 

Insbesondere  machen  wir  schliesslich  noch  aufmerksam  auf: 
J.  Thomae:  Elementare  Theorie  der  analytischen  Fundionen 
einer  complexen  Veränderlichen,  Halle  1880,  2.  Aufl.,  Halle  1898. 


Kapitel  XIV. 

Die  Fanctionentheorie  in  Verbindung  mit  der         / 
Ornppentheorie.  Die  Periodicität  nnd  der  Antomorphisrnns. 

§  1.    Lineare  Substitutionen. 

Die  auf  eine   Variabele   z  ausgeführte   allgemeine    lineare 
SuhstihUion  hat  die  Form 

az  +  b        ,  V 

z   = T"^       (ad  —  öc=l), 

cz  -{-  d        ^  ^' 

welche  auch  durch  das  Symbol 


oder 


ausgedrückt  wird. 

Wenn  z  eine  complexe  in  der  bekannten  Art  auf  einer  Ebene 
dargestellte  Variabele  ist,  so  entspricht  mittelst  dieser  Substi- 
tution jeder  Punkt  der  Ebene  einem  anderen  Punkt  derselben 
Ebene  imd  diese  Correspondenz  ist  ein-eindeutig  (homographische 
Transformation) . 

Bei  einer  solchen  Substitution  existiren  zwei  Punkte,  die 
sich  selbst  entsprechen  u/nd  durch 


_  a  —  d  ±y{a  —  d)^  +  Uc 
hl  ^2  —  2i 

dargestellt  werden. 

Die   Substitution,  bei  welcher  diese  beiden   Doppelpunkte, 
welche  Klein  Fixpunkte  nennt,  zusammenfallen,  heisst  parabolisch. 
Die  gegebefie  Substitution  muss  sich,  wenn  die  beiden  Fix- 
punkte  verschieden  sind,  auf  die  Form  reduciren  lassen: 


z    —  Zt 


=  k'-^ 
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worin  man 

k  =  - — r^r^ r-^ —     zu  setzen  hat. 

4  {cid  —  bc) 

Ist  Ä;  positiv  und  reell,  so  heisst  die  Substitution  hyper- 
bolisch, ist  k  dagegen  eine  complexe  Zahl  mit  dem  Modul  1, 
elliptisch,  und  wenn  schliesslich  k  eine  complexe  Zahl  bedeutet, 
deren  Modul  von  1  verschieden  ist  und  deren  Argument  nicht 
verschwindet,  so  fahrt  sie  den  Namen  loxodramische. 

Jede  loxodromische  Substitution  lässt  sich  aus  einer  hyper- 
bolischen in   Verbindung  mit  einer  elliptischen  zusammensetzen. 

Diese  Benennungen  ßnden  sich  zum  ersten  Mal  in  zwei 
Arbeiten  von  Klein,  MatJi.  Ann.,  14,  S.  122;   21,  S.  174. 

Um  den  Unterschied  zwischen  den  drei  Arten  von  Sub- 
stitutionen besser  zu  verstehen,  betrachte  man  ihre  einfachsten 
Formen 

z'  =  kz    (k  reell  und  positiv), 

z'  =  e^'z    (a  beliebig), 

z'  =  qe^* z    (q  von  1  verschieden  und  a  von  0  verschieden). 

Lässt  man  in  der  ersten  k  stetig  varüren,  so  bewegt  sich 
der  Punkt  z'  offenbar  von  dem  Coordinatenanfang  aus  längs 
einer  Geraden;  variirt  man  in  der  zweiten  er,  so  findet  die  Be- 
wegung des  Punkts  z'  längs  eines  Kreisumfangs  statt,  dessen 
Mittelpunkt  im  Coordinatenanfang  liegt;  bei  der  loxodromischen 
Substitution  schliesslich  erleidet  der  Punkt  z'  eine  Verschiebung, 
die  eine  Combination  der  beiden  vorhergehenden  Bewegungen  ist; 
d.  h.  es  findet  eine  Verlängerung  des  Radiusvectors  statt,  combinirt 
mit  einer  Aenderung  seiner  Richtung. 

Die  elliptische  Substitution  hat  die  Eiget\schaft ,  dass  sie 
entweder  periodiscJi  oder  u/nendlicfi  klein  ist;  d.  h.  man  kehrt,  von 
einem  Funkt  ausgehend,  entweder  wieder  zu  demselben  Punkt 
zurück,  wenn  man  die  Substitution  eine  ganze  Anzahl  mal 
ausführt,  oder  man  kommt  bei  der  successiven  Ausführung  der 
Substitution  dem  Ausgangspunkt  so  nahe,  als  man  will.  Siehe 
Forsyth,  Theory  of  functions  of  a  complex  variable,  Cambridge 
1893,  S.  521. 

Die  Tramformation  durch  reciproke  Badienvectoren  oda-  dir 
TnviTsion  ist  eine  Operation,  mittelst  welcher  man  einem  Punkt  A^ 
wenn  ein  Kxeis  in  einer  Ebene  gegeben  ist,  einen  anderen  zu- 
ordnet, der  auf  der  Verbindungslinie  des  Centrums  des  Kreises 
mit  A  und  auf  derselben  Seite  des  Centrums,  wie  A  liegt,  und 

Pascal,  Bepertorium.  I.  24 
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der  Art  ist,  dass  das  Product  der  beiden  Eadienvectoren  dem 
Quadrat  des  Radius  des  gegebenen  Kreises  gleich  kommt. 

Spiegelung  an  einer  Geraden  heisst  die  Transformation,  durch 
welche  man,  wenn  eine  Gerade  gegeben  ist,  einem  Punkt  den 
ihm  in  Bezug  auf  die  Gerade  symmetrischen  entsprechen  lässt. 

Jede  lineare  SubsHtutiofi  lässt  sich  immer  aus  einer  Inversion 
in  Verbindung  mit  einer  Spiegelimg  an  einer  Geraden  zusammen^ 
setzen. 

Das  Froduct  ztceier  Inversionen  liefert  eine  lineure  Sub- 
stitution, die  hyperbolisch,  parabolisch  oder  elliptisch  ist,  je  nach- 
dem die  beiden  den  Inversionen  zu  Grunde  liegenden  Kreise 
Iceinen,  einen  oder  zwei  Funkte  gemeinschaftlich  haben. 

Jede  lineare  Substitution  transformirt  die  Kreise  in  Kreise, 

Jede  lineare  Suhstitutimi  kann  man  auf  unendlich  v^iele  Arten 
(ds  die  Besult<inte  einer  geraden  Anzahl  von  Inversionen  ansehen^ 

Peine  are  ist  auf  einen  sehr  glücklichen  Gedanken  ge- 
kommen, mit  dessen  Hülfe  man  sich  leicht  eine  Vorstellung  von 
den  Eigenschaften  machen  kann,  welche  die  verschiedenen  Arten 
von  linearen  Substitutionen  auszeichnen.  Wir  wollen  eine  lineare 
Substitution  in  eine  gerade  Anzahl  2  m  von  Inversionen  in 
Bezug  auf  2  m  Kreise  der  Ebene  zerlegen  (was  auf  unendlich 
viele  Arten  geschehen  kann),  und  wollen  dann  jeden  Kreis  durch 
die  Kugel  von  demselben  Centrum  und  Radius  ersetzen,  und,, 
wenn  ein  Punkt  des  Raums  gegeben  ist,  die  Inversionen  in 
Bezug  auf  alle  Kugeln  in  derselben  Reihenfolge  bilden.  Es. 
lässt  sich  beweisen,  dass  man,  auf  welche  Weise  auch  die  erste 
Zerlegung  der  Substitutioti  in  Immersionen  ausgeführt  teird,  immer 
denselben  Punkt  als  den  dem  gegebenen  Punkt  des  Baums  zu- 
gehörigen erhält,  Po  ine  are,  Les  groupes  Klelneens,  Acta  math., 
3,  1883,  S.  53.  Damit  ist  das  Mittel  gegeben,  eine  lineare 
Substitution  als  Transformation  der  Punkte  des  Raums  zu 
interpretiron. 

Man  erhält  die  folgenden  Resultate: 

Wenn  die  gegebene  Substitution  elliptisch  ist,  so  werden  die 
Punkte  desjenigen  Kreises  in  sich  sell)st  transfoi'mirt ,  dei'  durch 
die  beiden  Fixpunkte  der  Substitution  geht,  zum  Durchmesser  die 
sie  verbindende  Gerade  hat  und  in  der  zur  gegebenen  senk- 
rechten Ebene  liegt  (Doppel-  oder  Fixkreis);  ferner  werden  alle 
Kreise  in  sich  transformirt,  welche  derart  sind,  dass  die  durch 
sie  gehenden  Kugeln  den  Dqppdkreis  rechtteinklig  treffen. 

Ist  dit  Sv^>8tiMMm  limerböUsdi,  so  gibt  es  nur  zwei  Punkte 
des  Baums,  elia.  JjjMHIlBlUtal:'  äie  Fixpunkte;  die  Suhsütu- 
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tion    transfonnirt    alir  Kreisumfänge    und  Kugeln   in   sich,    die 
durch  diese  beiden  Punkte  gehen. 

Wenn  die  Substitution  femer  parabolisch  ist,  so  bleibt  nur 
ein  Punkt  fest  liegen,  nämlich  der  einzige  Fixpunkt;  die  Sub- 
stitution Irans formirt  alle  Peripherien  und  Kugeln  in  sicJi,  die 
dural  diesefi  Punkt  gehen  und  in  ihm  eine  gewisse  Gerade  der 
gegebenen  Ebene  berühren. 

Ist  die  SubstittUioti  schliesslich  loxodromisch,  so  transformirt 
sie  den  Kreis  in  sich,  der  zum  Durchmesser  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Fixpunkte  hat  und  in  einer  zur  gegebenen  senk- 
rediten  Ebetie  liegt;  sie  vertausdU  jedoch  die  Punkte  dieses  Kreises 
miteinander,  selbstverständlich  mit  Ausnahnw  der  Fixpunkte. 

Jede  Substitution,  weldie  einen  ausserhalb  der  Ebene  gelegenen 
Punkt  nicht  vertauscht,  ist  noth wendiger  Weise  eine  elliptische 
Substitution. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Kugel  mit  dem  Radius  1  be- 
rühre im  Coordinatenanfang  0  die  Ebene  der  complexen  Varia- 
belen  z",  und  wollen  jedem  Punkt  der  Ebene  einen  Punkt  der 
Kugel  zuordnen,  indem  wir  die  Punkte  der  Ebene  von  dem  oberen 
Pol  dieser  letzteren  aus  auf  die  Kugel  projiciren,  d.  h.  von 
dem  Punkt  der  Kugel  aus,  welcher  dem  Berührungspunkt  0 
diametral  gegenüber  liegt.  Diese  Projection  der  Kugel  auf  die 
Ebene  pflegt  man  stereographi.nchc  Projection  oder  Abbildung  der 
Kugel  zu  nennen.  Vergl.  Bd.  2,  Kap.  10,  §  1.  Lässt  man  nun 
die  Kugel  um  einen  beliebigen  ihrer  Durchmesser  rotiren,  so 
erfährt  die  Variabele  z  in  der  Ebene  eine  lineare  Transformation. 

Die  entsprechende  Formel  hat  Cayleg  gefunden,  Correspond. 
of  howographics  and  rotations,  Math.  Ann.  15,  1879;  sie  lautet: 

(S  +  iy)z-(ß-ia) 

(ß  +  ia)z  +  {d     irr 

die  Coefffcienten  a,  /3,  y,  ö  sind  reeJl,  im   f-ebrigm  willkürlich; 
sie  müssen  nur  der  Beziehung  genügen: 

a'  +  ß*  +  7'-{-d'=l, 

die,    wie  gewöhnlich,  ausdrückt,  dass  die  Determinante  der  Sub- 
stituffOH  die  positire  Einheit  ist. 

§  2.    Gruppen  linearer  Substitutionen. 

Jede  Gruppe  linearer  Substitutionen  lässt  sich,  wie  man 
an  erster  Stelle  erkennt,  aus  einer  endlichen  oder  einer  unendlich 
grossen  Anzahl  von  Substitutionen  bilden.     Diejenigen  mit  einer 

24* 
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unendlich  grossen  Anzahl  von  Substitutionen  können  entweder 
stetig  oder  umtetig  sein;  sie  sind  stetig,  wenn  in  ihnen  eine  un- 
endlich  Meine  Substitution  vorkommt,  d.  h.  eine  solche,  in  welcher 
die  Moduln  von  a  —  1,  h,  c,  d  —  1  unendlich  klein  sind. 

Bei  der  Anwendung  auf  die  Functionentheorie  braucht  man 
stetige  Gruppen  nicht  zu  berücksichtigen,  weil  die  analytischen 
Functionen,  die  zu  solchen  Gruppen  gehören,  in  einander  unend- 
lich nahe  liegenden  Punkten  denselben  Werth  wieder  annehmen 
müssen,  und  mithin  nur  constant  sein  können.  Es  werden  daher 
nur  die  unstetigen  Gruppen  zu  betrachten  sein;  aber  auch  zwischen 
ihnen  muss  noch  unterschieden  werden,  da  man  sich  unstetige 
Gruppen  denken  kann,  die  Transformationen  enthalten,  welche  auf 
specielle  Punkte  P  der  Ebene  angewendet,  Pimkte  liefern,  die  so 
nahe  bei  den  Punkten  P  liegen,  wie  man  will;  in  diesem  Fall 
heisst  die  Gruppe  in  der  Umgebung  dieser  speciellen  Punkte 
uneigentJkh  discontinuirlich,  im  anderen  eigentlich  discontinuirlich. 
Klein,  Math,  Ann.,  21,  S.  176;  Poincare,  Acta  nmth.,  3,  S.  57. 

So  ist  z,  B.  die  Gruppe,  welche  aus  den  Substitutionen  he- 
stefit,  in  denen  die  Coefficienten  reelle  ganze  ZaJden  sind,  für 
die  reellen  Funkte  z  uneigenUidi  discmitinuirlich  und  für  die 
complexen  Punkte  z  eigentlich  discontinuirlich.  Jede  aus  Suh- 
stitütionen  mit  reellen  Coefficienten  gebildete  discontinuirliche  Gruppe 
ist  für  jedes  complexe  z  immer  eigentlich  discontinuirlich  und 
kann  uneigentlich  discontinuirlicJi  nur  für  ein  reelles  z  sein, 
Poincare,  Actct  math.,  3,  S.  58. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Gruppen,  deren  Substitutionen 
sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Grundsuhstituiiotien  zu- 
sammensetzen lassen. 

Wenn  eine  discontinuirliche  Gruppe  gegeben  ist,  so  kann 
es  geschehen,  dass  die  Ebene  z  in  eine  gewisse  Anzahl  von 
endlichen  oder  unendlich  grossen  Flächenstücken  zerfällt,  die 
durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  in  sich  transformirt  tverdefi. 
Ein  jedes  dieser  Flächenstücke  lässt  sich  nun  in  unendlich  viele 
Bereiche  derart  zerlegen,  dass,  wenn  der  Punkt  z  einen  Bereich 
durchläuft,  der  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  transformirte 
Punkt  einen  anderen  Bereich  durchwandert,  den  man  dem 
ersteren  congruent  nennen  kann.  Jedem  Bereich  entspricht 
daher  eine  Substitution  der  Gruppe;  die  Linie  welche  zwei  be- 
nachbarte Bereiche  trennt,  heisst  Bandcurve  oder  G-renzlinie:  die 
Ränder  sind  zu  je  zweien  einander  zugeordnet,  d.  h.  derart  be- 
schaffen, dass  eine  Substitution  die  Punkte  der  einen  Randcurve 
in    die    der    anderen    verwandelt.       Der    Punkt,     in    welchem 
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zwei  consecutive  Bandcurven  sich  treffen,  heisst  die  Spitze  des 
Bereichs. 

Man  kann  es  immer  so  einrichten,  dass  ein  Bereich  ein  von 
Kreisen  oder  Kreisbogen  eingeschlossenes  Polygon  wird;  jedocfi 
kann  ein  solches  Polygon  nicht  einfach  zusammenhängend  sein. 
Siehe  Bd.  2,  Kap.  18,  §  1. 

Mit  dem  Zusammenhang  dieses  Polygons  ist  der  Begriff 
des  Geschlechts  der  Gruppe  verbunden. 

Das  Stadium  der  Gruppen  und  ihre  Existenz  beruht  auf 
der  Theilung  der  Ebene  in  congruente  Bereiche;  wenn  man 
einen  der  Bereiche  (das  Anfangs-  oder  Erzeugungspolygon)  und 
die  Vertheilung  seiner  Randcurven  in  Paare  von  einander  zu- 
geordneten Grenzlinien  kennt,  so  ist  die  Gruppe  bestimmt. 

Grundsuhstitutionen  sind  diejenigen,  welche  allen  an  das 
Erzeugungspolygon  anstossenden  Bereuten  entsprechen. 

Infolge  der  Untersuchungen  Poincare's,  von  welchen  in 
§  1  die  Rede  war,  lässt  sich  dann  das  Problem,  die  discon- 
tinuirlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  zu  construiren, 
auf  die  regelmässige  Theilung  des  nicht-euclid' sehen  Baums  (vergl. 
Bd.  2,  Kap.  21)  in  congruente  Elementarpolyeder  zurückführen. 

Zu  den  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Substitutionen 
gebildeten  Gruppen  gehören  die  polyedri^dien  (diedrischen ,  te- 
traedriscJten,  octaedrischen,  ikosaedrischen).     Siehe   weiter  unten. 

Von  den  Gruppen  unendlich  vieler  Transformationen  femer 
ist  zuerst,  als  die  einfachste,  die  periodische  Gruppe  zu  nennen, 
zu  welcher  die  periodischen  Functionen  gehören  (siehe  weiter 
unten),  dann  die  aus  Substitutionen  mit  ganzen  Coefficienten  ? 
gebildete  sogenannte  Modulgruppe;  zu  ihr  gehören  die  Modul-  ':i.^^ 
functionen;  femer  die  Gruppen,  deren  Substitutionen  reelle 
Coefficienten  haben  (die  Fuchs* sehe  Gruppe  und  die  Fuchs'- 
schen  Functionen),  und  schliesslich  die  Gruppen  von  Substitu- 
tionen mit  beliebigen  complexen  Coefficienten  (die  Klein'schen 
Gruppen  nach  Poincare).  Im  Allgemeinen  heissen  diejenigen 
Functionen  automorph  (Klein),  welche  zu  einer  beliebigen 
Gruppe  linearer  Transformationen  gehören. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  Poincare  den  Namen  der 
Fuchs' sehen  Gruppe  auch  für  gewisse  specielle  andere  Gruppen 
mit  complexen  Coefficienten  beibehalten  hat.  Nimmt  man 
nämlich  an. 
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seien  die  Substitutionen  einer  Gruppe^  mit  reellen  Coef&cienten, 
so  bilden  die  durch  das  Symbol 


f. 


._/«.  +  ?  "U-^-M,J+P\ 

dargestellten  Substitutionen,  in  denen  a,  j3,  y,  d  beliebige 
complexe  Zahlen  sind,  für  welche  die  Bedingung  ad  —  ßy=l 
gilt,  ihrerseits  eine  Gruppe  mit  complexen  Coefficienten;  für 
diese  Gruppe  gebraucht  Poincare  den  Namen  Fuchs' sehe. 
Eine  Crruppe  ran  Substitution^m  mit  reellen  Coefficienten 
behält  die  reelle  Axe  dei'  z- Ebene  bei  und  transformirt  die  beiden 
Ilalbebenen  in  sich;  diese  Fuchs' sehe  Gruppe  im  weiteren  Sinn 
dar/egen  transformirt  einen  Kreis  (den  Grundkreis)  in  sich,  dessen 
Gleichung 

(dci'  imaginäre  Theil  von  w  _    1  =  0     lautet. 

Liegt  eine  Fuchs' sehe  Gruppe  im  engeren  Sinn  vor,  so 
ist  die  Summe  der  Flächeninhalte  aller  Bereiche  imendlich  gross; 
für  eine  Fuchs 'sehe  Gruppe  im  weiteren  Sinn  dagegen  ist  diese 
Summe  endlicl(p)weil  die  Bereiche  sich  nur  im  Inneren  des 
Grundki'eises  ausdehnen  und  ihn  entweder  ganz  oder  nur  zum 
Theil  bedecken. 

In  dem  umfassenderen  Fall  der  Klein 'sehen  Gruppe  ist  die 
Summe  der  Flächeninhalte  der  Bereiche  im  Allgemeinen  eben- 
falls endlich. 

Was  die  Geschichte  und  Literatur  der  Theorie  der  auto- 
morphen Functionen  angeht,  bemerken  wir,  dass,  abgesehen  von 
den  periodischen  Functionen,  eines  der  ersten  Beispiele  einer 
zu  Gruppen  unendlich  vieler  Substitutionen  gehörigen  Function 
von  Schwarz,  Cr  eile,  75  im  Jahr  1872  bei  der  üntersuchimg 
der  Functionen  gefunden  wurde,  welche  aus  der  hypergeometri- 
schen Reihe  von  Gauss  hervorgehen. 

Aisdarm  haben  Klein  und  Andere  die  Modulfunctionen 
studirt  und  später  wurde  von  Klein  und  Poincare  von  zwei 
verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  die  Theorie  der  den  linearen 
Gruppen  angehörigen  Functionen  ausgearbeitet.  Die  wich- 
tigsten grösseren  Arbeiten  Poincare's  über  diesen  Gegen- 
stand sind  enthalten:  in  den  Acta  math.,  1,  3,  4,  5;  Math. 
A)m.,  19;    Compt.  Rend.,  von  1881   ab;   die  Arbeiten  Klein's 
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findet  man  in  den  Math.  Ann,,  14,  17,  19,  20,  21  etc.  Wir 
verweisen  weiter  auf:  Dyck,  Math.  Ann,,  20,  22,  1882,  1883; 
V.  Mangoldt,  Gott.  Nadir.,  1885;  Weber,  ib.,  1886;  Schottky, 
Crelle,  101,  1887;  Stahl,  Math.  Ann.,  33,  1889;  Schlesinger, 
Crelle,  105,  1889;  Bolza,  Am.  Jaum.,  13,  1890  und  die 
neuen  Untersuchungen  von  Ritter,  Math.  Ann.,  41,  44,  45,  46. 

Es  sind  femer  die  zahlreichen  Arbeiten  Bianchi's  zu  er- 
wähnen: über  die  Gruppen  linearer  Substitutionen  mit  eomplexen 
ffanzen  Coefficienten  und  solche,  welche  einem  imaginär  m 
quadrati.schen  Körper  angeliöreti  (vergl.  Kap.  21),  über  die  geo- 
metrische Darstellung  dieser  Gruppen  und  über  das  Studium  der 
entsprechenden  regulären  Theilung  eines  nicht  -  euclid^schen 
Raums  nach  den  Ideen  Poincare's.  Siehe  oben.  Diese  Ar- 
beiten sind  in  den  Math.  Ann.,  38,  40,  42,  43;  Ann.  di  maf., 
(2),  21,  22;  Rind.  Lincei,  1890,  1891,  1893,  1894  enthalten. 

In  Bezug  auf  die  Theorie  der  automorphen  Functionen  im 
Allgemeinen  verweisen  wir  auf  ein  neues  Buch  von  Fricke: 
Klein,  Vorlesungen  über  die  Thearie  der  automorphen  Fundionen, 
1,  Leipzig  1897. 

§  3.    Die  anharmonisohe  Gruppe.     Polyedrische  Gruppen 
und  Functionen. 

Von  den  Gruppen,  die  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 
Substitutionen  bestehen,  ist  zuerst  die  anJiarmonische  zu  nennen, 
welche  aus  den  sechs  Substitutionen 

z  —  1         ,  z 

z  = ,     z   =^ 

hervorgeht,  von  denen  die  rechten  Seiten  den  sechs  Werthen 
entsprechen,  welche  das  anharmonische  Verhältniss  von  vier 
Grössen  annehmen  kann.  Eine  Function,  welche  durch  die 
Suhsiituiioncn  der  Gruppe  nicht  verändert  wird,  ist 

'W—    {z*-zy 

Andere  endliche  Gruppen  sind  die  sogenannten  polyedrischen. 

Denken  wir  uns  ein  regelmässiges  in  die  Kugel  vom 
Radius  1  eingeschriebenes  Polyeder,  so  gibt  es  gewisse  Rota- 
tionen des  Polyeders,  infolge  deren  die  Gesammtheit  aller  E<^k- 
punkte   wieder   in   sich   selbst   zurückkehrt;    projiciren    wir   nun 
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die  Kugel  stereographisch  auf  eine  Berührungsebene,  auf  welcher 
wir  die  Variabele  z  darstellen,  so  entspricht  jede  Umdrehung 
der  Kugel  in  sich  selbst  (§1)  einer  speciellen  linearen  Trans- 
formation von  z.  Die  Function,  deren  Wurzeln  die  sämmtlichea 
den  Eckpunkten  des  Polyeders  entsprechenden  Punkte  z  sind, 
bleibt  offenbar  bei  allen  diesen  Eotationen  unverändert.  Man 
erhält  so  eine  polyedrische  Gruppe  und  die  zugehörige  Function. 
Diese  Fimctionen  entsprechen  den  automorphen  binären  Formen, 
von  denen  in  Kap.  12,  §  10  die  Rede  war. 

1)  Die  cyklische  Gruppe  wird  aus  den  n  Substitutionen 

iikn 

^'  =  c«    -z,      (Ä:  =  0,  1,  •••,w— 1) 
gebildet. 

Die  einfachste  dahin  gehörige  Function  ist  offenbar 

az^  +  6, 

ivorin  a,  h  beliebige  Constante  bedeuten. 

2)  Die  diedrische  Gruppe  besteht  aus  den  2n  Substitutionen: 

2ikn 

z=  e  ^    '  z 

2ikft  ',    (Ä;  =  0,  1,  •••,n  — 1). 


Eine  zu  der  Gruppe  gehörige  Function  ist: 

(z-  -  1)« 


3)  Die  tetraedrische  Gruppe.  Je  nach  der  Lage,  welche 
das  eingeschriebene  Tetraeder  in  der  Kugel  hat,  gibt  es  zwei 
verschiedene  Hauptgruppen,  deren  Substitutionen  die  Eckpunkte 
eines  Tetraeders  untereinander  vertauschen.  Diese  Gruppen  ent- 
halten zwölf  Substitutionen  und  sind  holoedrisdi  isomorph  mit  der 
alternirenden  Gruppe  von  mer  Elementen. 

Die  erste  der  beiden  Gruppen  geht  aus  den  zwölf  Substi- 
tutionen hervor: 

z'  =  +  Z,  ^'  =  ±  V  » 


r'=  +  i 


z'=-^ 


^+1' 


'  +  i 
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und  die  zweite  aus  den  folgenden  zwölf: 
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/  =  + 


/  =  + 


—  }/2z  -  (1  —  fV 

(i-i)z  +  y2 


/  =  + 


—  y2z-(i  +  t) 


Xi+~i)z+yi' 
^  ^  yiz-ji  +  t) 
—  li-i)z+y2 


Für    die    erste    der     beiden    Gruppen     bleiben     die    zwei 
Functionen 


bis    auf    einen  Factor    unverändert;    für    die    zweite    gilt    das 
Gleiche  bei  den  beiden  Functionen 

z*  +  2y3z^—  1. 

Setzt  man  diese  Polynome  gleich  Null,  so  ergeben  sich 
Gleichungen,  deren  Wurzeln  den  Eckpunkten  des  Tetraeders 
entsprechen,  welches  in  die  Kugel  eingeschrieben  und  in  vier 
verschiedenen  Lagen  angeordnet  ist.  Man  pflegt  eine  jede  dieser 
Gleichungen  deshalb  Gleichung  des  Tetraeders  zu  nennen.  Sieha 
Kap.  12,  §  10. 

4 )  Die  octaedrische  Gruppe.  Auch  von  ihr  gibt  es  zwei  Haupt- 
arten, wie  von  der  vorigen.  Sie  besteht  aus  24  Substitutionen 
und  ist  holoedrisch  isomorph  mit  der  symmetrischen  Gruppe  von^ 
vier  Elementen, 

Die  Substitutionen  der  ersten  der  beiden  octaedrischen 
Gruppen  sind: 


z  =  rz. 


z  = 


,z  +  l 


.z-  1 
s  —  i 


{k  =  0,  1,  2,  3). 


Eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  durch  diese  Substitutionen 
unverändert  bleiben,  ist 

z{z*'  —  1)  =  0         (die  Octaedorgleichung). 
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Die  zweite  Octaedergruppe  besteht  aus: 

f  'Je  /  * 

z'  =  t*  g  +  O^  +  V^  ^'  _  ,-*  T/2 -f  -  (1  -j) 

1/2";?-  (1  +  0'  (l-t>+V2 

Die  entsprechende  Gleichung  lautet: 

z{z^  -\-  1)  =  0,       (Octaedergleichung). 

5)  JHc  ikosaedrische  Gruppe  enÜiält  60  Substitutionen  und 
ist  Iwloedrisch  isomorph  mit  der  symmetrischen  Gruppe  von 
5  Elementen,     Die  Substitutionen  sind: 


z   =  vz^ 


z   = 


,/  =—  p**i 


(f»-i«)t*.2:  +  (f-f*) 


(c  — c*)t*.-2:  +  (a*— f»)' 


worin  e  =  e  ^     ist  und  Z',  A'^  die  sämmtlichen  Werthe  0,  1,  2, 
3,  4  annehmen. 

Die  Ikosuedergleichung  laut-et: 

z{z^''+  llr^— 1)  =  0. 

Ueber  die  sogenannten  Gleichungen  des  Würfels  und  Do- 
dekaeders vergl.  Kap.  12,  §  10. 

Die  Lehre  von  den  endlichen  und  speciell  den  Polyeder- 
ginippeu  hat  Klein  in  einem  besonderen  Buch  behandelt,  Vor- 
lesungen über  das  Ikosaeder,  Leipzig  1884,  in  welchem  auch  die 
nöthigen  Hinweise  auf  die  Geschichte  und  Literatur  gegeben 
werden. 

Wir  citiren  femer:  Klein,  Binäre  Formen  mit  linearen 
Transfornmtionen  in  sich  selbst,  Math.  Ann.,  9;  Gordan,  Math. 
Ann.,  12;  Brioschi,  Equaz.  d.  oitaedro,  Roma,  Acc.  Line. 
Atti,  3,  1879;  Una  classe  di  forme  binar ie,  Ann.  di  mat.,  8. 
1877;  Forme  binaire  du  S.  ordre,  Paris,  Compt.  Rend.,  96, 
1883;  Cayley,  Quart.  Journ.  of  math.,  16,  1879  etc. 

Weitere  Angaben  findet  man  in  Kap.  12,  §  10. 
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§  4.    Periodisohe  Funotionen  einer  Variabelen. 

Die  durch  eine  der  beiden  Substitutionen  vom  Typus 

z'  =  z  -{-  2g),     z'  =  z  '{'  2g)'   (parabolische  Substitutionen) 

'oder  durch  beide  erzeugten  Gruppen  kann  man  periodische 
nennen  und  die  dazu  gehörigen  Functionen  einfach  oder  doppelt 
periodisch.    Die  Grössen  2  a)  und  2(o'  heissen  Perioden. 

Die  aus  diesen  beiden  SuhstätUionen  entstehende  Gruppe  kann 
aus  einer   einzigen   Substitution   von    derselben   Form   hergestellt 

teer  den,  wenn  das   Verhältniss  —  reell  und  rational  ist;  sie  ist 

eine  continuirliche  Gruppe,  wenn  —  eine  reelle,  irrationale 
Zahl  darstellt.  "* 

Die  aus  drei  oder  mehr  Substitutionen  von  dem  obigen 
Typus  gebildete  Gruppe  lässt  sich  entweder  aus  zwei  Substitu- 
tionen  von  demselben  Typus  herstellen,  oder  sie  ist  eine  con- 
tinuirliche Gruppe;  mit  anderen  Worten:  man  kann  immer  ganze 
Zahlen  m,  m\m''  von  der  Beschaffenheit  finden,  dass  der  Ausdruck 

m  (o   -]-  m  to 

entweder  Null  wird  oder  dass  seine  Theile,  der  reelle  und  der 
imaginäre,  kleiner  als  jede  beliebige  angebbare  Grösse  d.  h.  also 
unendlich  klein  werden. 

Diese  allgemeinen  Theoreme  findet  man  unter  einer  etwas 
verschiedenen  Form  bei  Clebsch-Gordan,  Theorie  der  AbeV- 
sehen  Functionen,  §  38,  Leipzig  1866. 

Es  gibt,  keine  monodromen  Functionen  eines  einzigen  Argu- 
ments mit  einer  mehr  als  zweifac9ien  Periodicität.  Dieser  Satz 
rührt  von  Jacobi  her,   Werk^*,  2,  Seite  202. 

Jede  monodrome  2p -fach  periodische  Function  nmss  eine 
Function  von  mindestens  p  Argumenten  sein  (Jacobi).  Ueber 
dieses  Theorem  siehe  auch  Riemann  nach,  Crelle,  71. 

Jede  einfach  periodische  analytische  Function  f{z),  die  im 
Endlichen  bis  auf  Pole  üherall  regulär  und  so  beschaffen  ist, 
dass  wenigstens  eine  der  beiden  Grenzen 

lim  f{z)      oder      lim  -^-r; 

existirt,  wenn  sich  y  (nachdem  mnn  z  =  x  -\-  iy  gesetzt  hat) 
entweder  detn  positiveti  oo  oder  dan  negativen  oo  nähert,  ohne 
dass  dabei  die   Grenze  in   dem  einen  Fall  der   Grenze   in  dem 
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anderen  gleich  sein  müssie,   IM  eine  rationale  Fundion  der  Ex- 
pOfienUaifunciion  .,.^^ 

Man  sagt,  eine  analytische  Function  besitze  ein  algebraisches 
Additionsiheorem ,  wenn  zwischen  den  Werthen  [{/)%  f{^)y 
/*(;? -j- jif'),  worin  Zj  z'  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene  be- 
deuten, eine  algebraische  Belation  existirt. 

Jede  Fmiction  von  der  in  dem  vorigen  Theorem  belraditeten 
Art  besitzt  ein  algebraisches  AdStionstheorem. 

Zmschen  je  zwei  solchen  Functionen  besteht  eine  algebraische 
Gleichung  mit  von  z  unabhängigen  Coefficienten, 

Jede  solcfie  Function  genügt  einer  algebraischen  Differential', 
gleichung  erster  Ordnung,  in  der  die  unabhängige  Variäbele 
explicite  nicht  vorkommt^  d.  h.: 

Jede  solche  Function  ist  die  Umkehrung  des  Liiegrals  einer 
algehraischcn  Function. 

Das  VerhMtniss  der  Perioden  einer  doppelt  periodischen 
Functimi  kann  keine  reelle  Grösse  sein,  Jacobi,  Werke,  2,  S.  25. 

Das  Erzeugtmgspolygon  (siehe  §  2)  einer  doppelt  periodischen 
Gruppe  lässt  sich  auf  ein  Parallelogramm  reduciren,  dessen  einer 
Eckpunkt  mit  dem  Coordinatenanfang  der  je:-Ebene  und  dessen  eine 
Seite  mit  der  reellen  Axe  zusanamenfallen  kann;  dieses  Parallelo- 
gramm heisst  Grundparallelogramm;  die  Ebene  zerfällt  in  ein 
Netz  ihm  congruenter  Parallelogramme. 

Eine  doppelt  periodische  Function  kann  nicht  holomorph  sein^ 

Die  Summe  der  Residuen,  die  eine  meromorphe  doppelt  periodi- 
sche Function  in  jedem  eletnentaren  Parallelogramm  hat,  ist  NulL 

Eine  solche  Function  hat  in  jedem  Parallelogramm  wenigstens 
zwei  Pole. 

Bei  jeder  so  beschaffenen  Function  ist  die  Summe  der  Null- 
punkte, die  sie  in  dem  elementaren  Parallelogramm  besitzt,  der 
Summe  der  Ordnungen  der  Unendlichkeitspunkte  in  detnselbeti 
Parallelogramm  gleich. 

Zwei  meromorphe  doppelt  periodische  Functionen,  wddie 
dieselben  Perioden,  Nullpunkte  und  Unendlicfikeitspunkte  haben,, 
sind  bis  auf  einen  constanten  Factor  gleicJt. 

Die  Summe  der  Nullpunkte,  die  eine  doppelt  periodische 
Function  in  einem  Parallelogramm  hat,  vermindert  um  die  Summe 
der  Unendlichkeitspunkte,  ist  einem  ganzen  Vielfachen  der  Perioden 
gleich.  I^iouville* scher  Satz.  Vergl.  die  Literaturangaben  auf 
S.  382. 
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Wenn  die  Perioden,  n  dieser  Bedingtmg  genügende  Null- 
punkte  und  n  ehensolcJie  Unendlichkeitspunkte  gegeben  sind,  so 
existirt  immer  die  entsprechende  doppelt  periodische  Function, 

Die  Summe  der  Punkte,  in  welchen  die  doppelt  periodischen 
Functionen  denselben  Werth  in  dem  Grundparallelogramm  haben^ 
ist  bis  auf  Vielfache  der  Perioden  constunt. 

Eine  doppelt  periodische  Function  heisst  von  der  n^^  Ch'd- 
nung,  wenn  sie  in  dem  Grundparallelogramm  n  Unendlichkeits- 
punkte hat. 

Jede  doppelt  periodische  Function  2*®'  Ordnung  genügt  der 
Bezietiung  /*(«  +  jS  —  z)  =  f{z)^  wenn  a,  ß  ihre  beiden  ün- 
endlichkeitspunkte  sind. 

Die  Derivirte  einer  doppelt  periodischen  Function  2**'  Ord- 
nung verscJiwindet  in  den  vier  Punkten 

CC  +  ß  OC  +  p      ,  OC  +  ß      ,  r  CC  +  ß      I  I 

wobei  (0,  od'  die  halben  Perioden  angeben. 

Jede  Function  F{z)^  welche  dieselben  Unendlichkeitspunktv 
und  Perioden  hat,  une  die  Function  in  dem  vorstehenden  Satz, 
und  der  Gleichung  F(a-\-ß  —  z)  =  F(z)  genügt,  lässt  sich 
rational  durch  f{z)  ausdrücken. 

Jede  doppelt  periodische  Function  von  der  n^^  Ordnung 
kann  man  rational  durch  eine  Function  zweiter  Ordnung  aus- 
drücken, tc eiche  dieselben  Perioden  hat,  und  durch  die  Derivirte 
dieser  Function  (Liouville'sches  Theorem). 

Zwei  doppelt  periodische  Functionen,  deren  Netze  von 
Parallelogrammen  ein  Netz  von  Eckpunkten  gemeinschaftlicJi  haben, 
sind  durch  eine  algebraische  Gleichung  miteinander  verbunden. 

Zu'iscJien  einer  doppelt  periodischen  Function  u/nd  ihrer 
Derivirten  bestellt  eine  algebraische  Gleichung. 

Wenn  eine  Function,  weldie  ein  ÄdditionsÜieorem  besitzt, 
monodrom  ist,  so  lässt  sich  f(z'{-z')  rational  durdi  f{z)^  f{^')i 
r  (z)^  f  {z')  ausdrücken. 

Jede  doppelt  periodische  meromorphe  monodrome  Function 
besitzt  ein  algebraisches  Ädditionstheorem;  umgekehrt  ist  jede  in 
dei'  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  des  Unendlichkeitspunktes 
meromorphe  Function,  welche  ein  algebraisches  Ädditionstheorem 
besitzt  und  deshalb  nur  im  Unendlichgrossen  ivesentlich  singu- 
lare Punkte  hat,  im  Allgemeinen  eine  doppelt  periodische  Function, 

Ueber  dieses  Weierstrass'sche  Theorem  siehe  Schwarz, 
Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  ellipt,  Funct.,  Göttingen 
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1885;  Phragmen,  Acta  mafh.,  7,  1885  und  Biermann^ 
Theorie  der  analyf.  Fund.,  Leipzig  1887. 

Wir  bemerken  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  Poincare  auch 
die  Functionen  studirt  hat,  die  ein  Multiplicatianstheorcm  haben^ 
LiomiUe's  Joiirn.,  Ser.  4,  Bd.  4,  1890,  S.  313. 

Eine  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  des  Unendlich - 
keitspunktes  meromorphe  doppelt  periodische  Function,  welche 
mithin  ein  algebraisches  Additionstheorem  hat,  heisst  im  All- 
gemeinen eine  tnonodrome  elliptische  Function. 

Die  Function  ^(m)  (vergl.  Kap.  16)  kann  man  die  ellip- 
tische Elementarfunction  nennen;  durch  sie,  die  von  2**'  Ordnung 
ist,  und  ihre  Derivirte  lässt  sich  jede  andere  elliptische  Function 
einem  eben  angeführten  Satze  entsprechend  ausdrücken. 

Wie  man  sieht,  hängt  die  Lehre  von  den  doppelt  periodi- 
schen Functionen  mit  der  von  den  elliptischen  Functionen  eng- 
zusammen.  Näheres  findet  der  Leser  in  Kap.  16,  in  welchem, 
diese  elliptischen  Functionen  behandelt  werden. 

Wir  wollen  nur  noch  bemerken,  dass  Liouville,  LeQons 
sur  les  fonctions  doublement  periodiques,  1847  eine  Lehre  von 
den  elliptischen  Functionen,  die  sich  hauptsächlich  auf  den 
Begriff  der  doppelten  Periodicität  gründet,  aufgestellt  und  in 
den  Compt.  Eend.,  1851  veröffentlicht  hat;  siehe  auch  Grelle, 
88,  1880;  auf  ihn  folgten  in  derselben  Richtung  Briot  und 
Bouquet,  J.  Fe.  Polyt.,  21,  1856  und  Meray;  eine  sehr 
klare  Darlegung  der  Theoreme  über  die  doppelte  Periodicität 
findet  man  in  dem  Werk  von  Briot  und  Bouquet,  Fanct^ 
ellipt..  2.  Ausg.,  Paris  1875. 

Diejenigen  Functionen,  welche  nicht  unverändert  bleiben,, 
wenn  das  Argument  um  Perioden  wächst,  sondern  mit  Factoren: 
Constanten  oder  Exponentialgrössen  1*®°  Grads  multiplicirt 
werden,  pflegt  man  psauloperiodischc  oder  doppelt  paiodiscJie 
Functionen  2^^  oder  3*®'  Art  zu  nennen,  je  nachdem  dieser  Factor 
constant  oder  ein  Exponentialfactor  ersten  Grads  in  der  Varia- 
belen  ist.  üeber  diese  Functionen  und  ihren  Zusammenhang  mit 
den  gewöhnlichen  elliptischen  Functionen  findet  man  Näheres 
in  den  Arbeiten  von  Hermite,  Contpt.  BefuL,  1861,  1862^ 
1885;  Mittag-Leffler,  Compt.  Bend.,  1880;  Brioschi,  ebenda 
1881;  Frobenius,  Grelle.  93;  Halphen,  Tratte  des  fonctio^ns 
ellipt.,  Paris  1886,  1,  S.  225,  411,  438,  463;  etc.  Man  sehe 
auch  Forsyth  nach,  Th.  of  funct.,  Cambridge  1893,  Kap.  12, 
S.  273  u.  ff.  und  Krause,  Theorie  der  doppelt -periodischcji 
Functionen,  Leipzig  1895,  1897. 
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In  Bezug  auf  die  2  j^- fach  periodischen  Functionen  mit 
p  Argumenten  verweisen  wii*  ausser  auf  den  schon  citirten  Jacobi 
auch  auf  die  Arbeiten  über  die  Ab  ersehen  Functionen,  welche 
gerade  Functionen  dieser  Art  sind;  vergl.  Kap.  17.  Wir  fähren 
dann  noch  Weierstrass  an,  Bcrl.  Monatsher.,  1869  und  Crelle, 
81),  welcher  einige  Theoreme  Liouville's  über  die  doppelt 
periodischen  Functionen  auf  diese  mehrfach  periodischen  Func- 
tionen ausdehnt  und  schliesslich  beweist,  dass  diese  allgemeinen 
Functionen  sich  durch  die  O- Functionen  mit  p  Argumenten 
ausdrücken  lassen.     Siehe  Kap.  17,  §  3. 

§  5.    Die  Modulfunotionen. 

Eine   eindeutige  Function  heisst  Modul function ,   wenn   sie 
bei   allen  Substitutionen   einer  Modulgruppe   oder  -Untergruppe 
/      a.z+b.\ 
['^  c^z  +  d)^       (M/-6,e,=  l), 

worin  rt,  &,  c,  d  reelle  ganze  Zahlen  sind,  unverändert  bleibt. 
Sie  hat  den  Namen  „Modulfunction"  erhalten,  weil  der  Modul  A-* 
der  elliptischen  Functionen,  als  Function  des  Verhältnisses  der 

transcendenten  Perioden  z  =  (vergl.  Kap.  16)  betrachtet,  eine 
Function  dieser  Art  ist. 

Die  Modxdgruppe  ist  für  reelle  z  nneigentlieh  discontinuirlich. 
Siehe  §  2. 

Wenn  F(z)^  f{z)  den  Gruppen  G,  G'  zugehörige  Modul- 
functionen sind  und  G'  eine  Untergruppe  von  G  ist,  so  lässt 
sich  die  Function  F  rational  durch  f  ausdrücken. 

Von  zweien  zu  derselben  Ghruppe  gehörigen  Modulfunctionen 
kann  jede  rational  durch  die  andere  ausgedrückt  weiden. 

Die  absolute  Invariante  der  elliptischen  Functionen   (siehe 

'^  ~  27    A* (i  -  ik*)« 

ist  die  zur  totalen  Gruppe  gehörige  Modulfunction. 

J}ie  Erzeugungssubstitutionen  der  ganzen  Gruppe  sind 


(z,  z+1),     (r,   -  y. 


von  denen   die   erste  parabolisch    und  die  zweite  elliptisch  perio- 
disch ist. 

Das  Anfangs-  oder  Erzeugungspolygon  für  die  Function  k^ 
wird   auf  folgende    Art  definirt:    Es   ist   eine   in   der  positiven 
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Halbebene  liegende  unendlich  grosse  krummlinige  vierseitige  Figur, 
von  welcher  zwei  Seiten  der  imaginären  Axe  parallel  laufende 
Gerade  sind  und  die  Abscissen  +1,  —  1  haben,  während  die 
beiden  anderen  Seiten  in  der  positiven  Halbebene  liegende 
Halbkreise  mit  dem  Radius  =  -J-  sind,  deren  Mittelpunkte  in 
•den  Punkten  +  i»  —  i  liegen. 

In  einem  solchen  Polygon  nimmt  die  Function  k^  ein  ein- 
ziges Mal  ihre  sämmtlichen  Werthe  an,  d.  h.,  die  Werthe, 
welche  sie  in  den  übrigen  Theilen  der  Ebene  erhält,  sind  denen 
gleich,   die   sie  in  Punkten  im  Inneren  des  Polygons  annimmt. 

Die  Gruppe  der  Modulfunction  T^k'^  wird  durch  die  beiden 

Substitutionen  (z,  z  +  2),  (<?, j  erzeugt. 

Die  beiden  Functiofien  tp  =  yk,  i/;  =  yk'  sind  Modul- 
fundionen;  von  Urnen  gehört  cp  zu  dem  Theiler  der  Gruppe  von  k^, 
der  aus  den  drei  Substitutionen 

in  def^  Art  zusammengesetzt  ist,  dass  in  jedem  Produkt  die  An- 
zahl der  Factor en  A,  die  in  ihm  auftreten,  e^  0  (mod,  8)  ist; 
t/^  dagegen  gehört  zu  dem  Theiler  der  Gruppe  von  A;*,  der  aus 
denselben  drei  Substitutionen  so  gebildet  ist,  dass  in  jedem  Pro- 
duct  die  Anzahl  der  Factoren  B,  um  die  der  Factoren  C  ver- 
mindert, -_z  0  {pwd.  8)  ist. 

Das  Erzeugungspolygon  (vergl.  §  2)  für  die  absolute  In- 
variante /.SJ_Z.4N8 

^W  =  iV(yÄ-     (vergl.  Kap.  16) 

hat  drei  Seiten;  die  eine  ist  derjenige  Kreisbogen  vom  Radius  1 

und  dem  Coordinatenanfang  als  Mittelpunkt,  der  von  dem  Punkt 

mit  der  Abscisse  — \  und  positiver  Ordinate  bis  zu  dem  Punkt 

mit  der  Abscisse  -{-  |   und  positiver  Ordinate  geht;  die  anderen 

beiden  Seiten  sind  die  Geraden,  die  von  den  Endpunkten  dieses 

Bogens    ausgehen    und,    der    imaginären    Axe    parallel    laufend, 

sich  bis   -f-  oü    erstrecken.     Die  Function  J  (^z)    nimmt   in  den 

Punkten  ^ 

i  +  fj/a 

Z==i,  --2  '      '^' 

clen     Eckpunkten     des     halben     Erzeugungsdreiecks,     bez.     die 

Werthe  an:  ,     ^ 

1,  0,  oo. 


§  6.   Die  Farte'«cli«ii  und  K)«inVh<«ii  Funoti^WM».  J^N 

Ihr  Gruppe  ^er  Mnfiftlfnnrtimi  fr  il.cap^4ilrt  n^^t^-  .V/Ww7» 


Die  Theorie  der  Modnlfiasrtaoiien  bangt  a\if«  f>Ti^tve  mit 
der  Transformation  der  elliptiscben  FunctJOÄen  xusarnivK^D. 
(VergL  Kap.  16.) 

Der  Xame  vUiptisdtr  Modulfnmii^mfm  röhrt  von  D<»dekind 
her.  Die  rJliptisd^ffi  Mwittlfumctümm,  Crrflr,  8S,  18TT.  De^ie- 
kind  stellte  eine  gründliche  Unt^rsuchnng  aller  Theiler  der 
Fnndamentalgrappe  und  der  ru  ihr  ^höri^n  Fxinotionen  an. 
Klein  hat  eine  ausgedehnte  Classe  dieser  Unterlippen  hearWitets 

Die  hierher  gehörigen  Hauptarbeiten  sind:  Klein«  Math. 
Afifi.,  14,  17:  Hurwiti,  ib.,  18;  Dyck,  Gierster,  ib.,  17,  20; 
Fricke,  ib.,  21,  28,  29;  Kiepert,  Crr?M  87. 

Zum  Ausgangspunkt  fiir  seine  ersten  Forschungen  dienten 
Klein  seine  eigenen  Untersuchungen  der  endlichen  Cinippen  und 
dann  eine  Abhandlung  von  Schwärt,  CfWM  75  über  die  hyi>er- 
geometrische  Reihe.  Ein  umfangreiches  Werk  über  die  Modul- 
functionen  ist  von  Fricke  herausgegeben  worden:  Klein,  Vor- 
lesunr^ni  über  die  Theorie  der  eUiptischm  Modidfufietionett, 
Leipzig  1890,  1892,  2  Bde. 

§  6.    Die  Fuohs^BOhen  und  Klein^sohen  (automorphen) 
Functionen. 

Wie  man  bei  den  doppelt  periodischen  Functionen  damit, 
beginnt,  die  Functionen  &  zu  construiren,  durch  den»«  Vor- 
hältnisse dann  die  doppelt  periodischen  Functionen  ausgedrückt 
werden,  so  versuchte  Poincare  auch  in  dorn  lUlgiMnoinston 
Fall,  der  uns  hier  beschäftigt,  zu  verfahren. 

Indem  man  beachtet,  dass  die  Reihe 

\int    '        ("'  ^^"®  ganze  YaM  >  1 ) 


2 


{','+'!,)' 


convergirt,  wird  die  convergente  Reihe 

Pascal,  Repertorinm.  I.  VA 


1 
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gebildet,  in  welcher  H  das  Symbol  einer  beliebigen  rationalen 
Function  ist.  Diese  Reihe  stellt  eine  eindeutige  Ftmdion  dar 
und  heisst  eine  Fuchs' sehe  oder  Klein' sehe  Thetafunctian, 
je  nachdem  die  Fimdamentalgruppe  eine  Fuchs 'sehe  oder 
Kl  ein' sehe  ist.  Eine  solche  Function  pflegt  man  auch  zuweilen 
eine  pseudoautotnorphe  zu  nennen. 

Die  Anzahl  der  NtUl-  und  Unendlichkeitspunkte  dieser 
Function  im  Inneren  des  Anfangs-  oder  Erzeugungspolygons  B^ 
ist  immer  endlich. 

Die  Function  6  genügt  der  Relation 

Kv"+"^)  =  ^^'^^'''+'^'^""- 

Eine  analytische  Function  dieser  Art  existirt  nur  in  dem 
Theil  der  Ebene,  welchem  das  Anfangspolygon  und  die  sämmt- 
liehen  unendlich  vielen  Polygone  angehören,  die  man  durch  die 
Substitutionen  der  Gruppe  aus  ihm  erhält,  vergl.  §  2;  so  kommt 
z.  B.  in  dem  Fall  der  Fuchs'schen  Gruppen  in  weiterem  Sinn, 
vergl.  §  2,y\die  Function  nur  in  dem  Grundkreis  oder  einem 
seiner  Theile  vor;  der  Umfang  dieses  Kreises  ist  für  die  Function 
eine  Singularitätslinie.  Man  erhält  daher  Functionen  mit  natür- 
lichen Grenzen  (fon<itions  ä  espaces  lacunaires),  vergl.  S.  353. 

Der  Quotient  zweier  so  beschaffener  Functionen^  die  den^ 
selben  m  entsprecJicfi ,  ist  eine  automorphe  Function  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Null-  und  ünendlichkeitspunkten  in  dem 
Inneren  von  jRq;  umgeJcdirt  lässt  sicJi  jede  automorphe  Function 
immer  durch  die  6'Funciionen  ausdrücken. 

Zwischen  zwei  automorphen  derselben  Gruppe  entsprechenden 
Functionen  besteht  immer  eine  algebraische  Beziehung  und  jede 
amlcrc  Fmiction  der  fiämlidiefi  Crruppe  lässt  sich  rational 
durch  zwei  von  ihnen  ausdrücken. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  beliebigen  algebraiscften 
Cur  VC  können  immer  als  Fuchs' sehe  Functionen  desselben  Para- 
meters ausgedrückt  werden. 

Jede  lineare  Di/ferentialgleichung  mit  algebraischen  Coef/i- 
cienten  lässt  sich  durch  Fuchs' sehe  Functionen  und  Fuchs* sehe 
Thetafundionen  integriren. 

Weitere  Einzelheiten  findet  man  in  den  Arbeiten,  die  in 
§  2  citirt  wurden. 


Kapitel  XV. 
Die  algebraiscben  Fnnctionen  und  die  AbeFseben  Integrale. 

§  1.    Allgemeines  über  die  algebraisohen  Funotionen. 
Die  Verzweigungen. 

Wir  wollen  uns  eine  algebraische  rationale  ganze  Relation 
f{u\  z)  =  0  zwischen  den  beiden  complexen  Variabelen  «;,  z 
denken;  die  durch  diese  Relation  als  Function  van  z  definirte 
Variabele  w  wird  im  Allgemeinen  vieldeutig  sein  und  n  Werthe 
besitzen,  wenn  n  der  Grad  der  Gleichung  in  z  ist;  sie  heisst 
algebraisctie  Function  von  z.  Allgemeiner:  jede  rationale  Function 
der  durch  die  vorstehende  Relation  verbundenen  Grössen  tv  und  z 
heisst  eine  algebraische  Function  von  z. 

üebrigens  lässt  sich  diese  zweite  Definition  auf  die  erstere 
zurückführen,  indem  man 

u\=R(tv,z) 

setzt  und  aus  dieser  Beziehung  in  Verbindung  mit  f(iv^  z)  =  0 
die  Grösse  w  eliminirt;  man  erhält  eine  rationale  Gleichung 
F{w,,z)  =  0. 

Legt  man  der  Grösse  z  einen  Werth  bei,  d.  h.  setzt  man 
z  =  Zq,  so  liefert  die  Gleichung  f(wyz)  =  0,  welche  in  Bezug 
auf  w  vom  m*®°  Grad  ist,  n  Wurzeln  für  tv^  die  entweder  sämmtlich 
verschieden  oder  von  denen  einige  gleich  sein  können.  Nimmt 
man  im  Allgemeinen  an,  m  dieser  Wurzeln  seien  gleich,  so 
lautet  ein  Theorem  von  Cauchy,  Exercises  d' Analyse  etc.,  1841: 

Wenn  die  Gleichung  für  z  =  Zq,  m  Wurzeln  w  hat,  die 
gleich  Wq  sind,  so  hat  diese  Gleichwng  für  einen  Werth  von  z, 
der  sehr  nahe  an  Zq  liegt,  m  Wurzeln,  die  sich  sämmtlich  un- 
endlicfi  wenig  von  dem   Werth  Wq  unterscheiden. 

Wenn  die  Wurzel  tc  =  Wq  von  /*  =  0  für  z  =  Zq  nicht 
vielfach  ist  und  wenn  man  in  der  Ebene  z  sich  in  einem  hin- 
reichend Meinen  Kreis  um  Zq  bewegt,   so  icird  man  sich  in  der 

25  ♦ 
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Ebene  w  in  ein^m  Meinen  Kreis  um  Wq  drehen  wnd  einer  ein- 
zigen Rotation  in  der  Ebene  z  wird  in  der  Ebene  w  entweder 
eine  llotatimi  oder  eine  ganze  Zahl  von  Botationen  entsprechen. 
In  der  Umgebung  von  Zq  Msst  sich  w  —  Wq  in  eine  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  z  —  Zq  geordnäe,  mit  der  ersten  oder 
einer  höheren  als  der  ersten  Potenz  beginnende  Reihe  entwicJceln. 
Wenn  f=0  für  z  =  Zq,  m  Wurzeln  gleich  Wq  hat,  und  wenn 
Zq  in  der  Ebene  z  in  hinreichend  geringem  Abstund  umschrieben 
wird,  so  dreht  man  sich  in  der  Ebene  w  um  Wq  in  der  Art, 
dass  man  bei  einer  einzigen  Rotation  in  der  Ebene  z  in  der 
Ebene  w  nur  von  einer  der  m  (nach  dem  Cauchy' sehen 
Theorem)  unendlich  nahe  an  Wq  gelegenen  Wurzeln  zu  einer 
anderen  übergeht  Beschreibt  man  um  Zq  eine  gewisse  Anzahl 
m^  von  Rotationen,  so  kehrt  man  in  der  Ebene  w  nach  dem 
Durchgang  durch  m^  der  m  Wurzein  zu  der  Wurzel  zurück,  von 
der  man  ausgegangen  war.  In  diesem  Fall  sagt  man,  die 
r»i  Wurzeln  bilden  einen  Cyelus;  andere  m^  Wurzeln  bilden 
dann  ihrerseits  wieder  dnen  Cyelus  u.  s.  w.;  die  Summe 
n\  -\-  m^  -{-  '"  ist  offenbar  gleich  m.  Die  m^  Wurzeln,  aus 
welchen  ein  Cyelus  besteht,  lassen  sich  in  der  Umgebung  von  Zq 

in  eine  Reihe  entwickeln,  deren  erster  Term  Wq  ist  und  deren 

1 

übrige  Terme  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  (z  —  ^o)*^ 
fortschreiten;  ebenso  verhält  es  sich  mit  den  m^  Wurzeln,  aus 
denen  ein  anderer  Cyelus  besteht,  etc.  Der  Werth  von  w  für 
einen  nahe  an  Zq  gelegenen  Punkt  kann  daher  in  soniele  Reihen 
entwickelt  werden,  als  Cyclen  vorhanden  sind,  in  welche  die 
m  Wurzeln  sich  vertfieüen. 

Wenn  alle  w^,  wt^,  •••  gleich  1  sind,  so  erhält  man  für 
die  Fmiction  w  in  der  Umgebung  von  Zq,  m  Entwickelungen  in 
Reihen,  welche  den  m  verschiedenen  Werthen  entsprechen,  die 
diese  Function  in  der  Umgebung  von  Zq  annimmt.  Denkt  man 
sich  die  Relation  f{iL\  z)  =  0  durch  eine  Curve  in  der  Ebene 
dargestellt,  so  entspricht  dieser  Fall  dem  Vorkommen  eines  m-fadien 
Punktes  der  Curve  mit  verschiedenen  Tangenten. 

Sind  nicht  alle  m  gleich  1,  so  heisst  der  Punkt  Zq  ein 
Verzweigungspunkt  von  der  (m^  —  1)^^  Ordnung  für  die  m^  in 
einem  Cyelus  vereinigten  Werthe  von  w;,  van  der  (m^  —  1)*®*^ 
Ordnung  für  die  w^  ebenfalls  in  einem  Cyelus  vereinigten 
Werthe  u.  s.  w.  Bei  der  geometrischen  Darstellung  durch  die 
Curve  entspricht  der  Verzweigxmgspunkt  cinetn  Punkt  da'  Curve, 
dessen  Ordinate  wenigstens  in  zwei  unendlich    nahe  aneinander 
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gelegenen  Punkten  denselben  Zweig  der  Curve  trifft,  insbesondere 
einem  Punkt,  in  weMieni  die  Tangente  an  einen  Zweig  der  Curve 
senkrecht  auf  der  Abscissenaxe  steht. 

Wenn  speciell  die  Entwickelung  van  w  in  Reihen  nach  Po- 

1  Ml 

tenzen  von  {z  —  z^^  mit  dem  Term  (z  —  z^^^  =  (^  —  -^o) 
beginnt,  d,  h.  wenn  die  sämmtlichen  m^  —  1  ersten  Coefficienten 
der  Entwickelung  Null  sind,  so  ist  der  Punkt  Zq  ebenfalls  ein 
Verzweigungspunkt,  aber  von  complicirterer  Art,  Bei  der  geo- 
metrischen •  Darstellung  durch  die  Curve  tritt  dieser  Fall  z,  B. 
bei  eigner  Spitze  ein  oder  allgemeiner  bei  ein^im  mehrfachen  Punkt 
mit  zusammenfallenden  Tangenten.  Um  Verwechselungen  zu 
vermeiden,  wollen  wir  eine  solche  Verzweigung  Spitzenva'- 
zweigung  nennen. 

Wenn  Zq  entweder  kein  Verzweigungspunkt  oder  ein  Spitzen- 
Verzweigungspunkt  ist,  so  stehen  seine  Umgebung  und  die  von  tc^ 
zu  einander  in  der  Beziehung  conformer  Abbildung;  ist  dagegen 
Zq  ein  gewöhnlicher  Verzweigungspunkt  der  {ni^  —  1)*®°  Ordnung, 
so  ist  die  Abbildung  nicht  mehr  conform. 

Einen  gewöhnlichen  Verzweigungspunkt  der  (m^  —  1)^^  Ord- 
nung kann  man  als  die  Vereinigung  von  m^  —  1  unendlich  nahe 
aneinander  gelegenen  Verzweigungspunkten  1*®'  Ordnung  anselten. 

Es  ist  auch  möglich,  ohne  die  Einführung  des  Begriffs  der 
Spitzenverzweigung  auszukonunen,  wenn  man  das  folgende 
Theorem  von  Noether  benutzt,  Math.  Ann.,  9,  1876;  vergl. 
auch  Halphen,  Points  singuliers  d.  courbes  älgebr.,  Paris,  C.  K., 
78,  1874,  wo  man  auch  Literaturnachweise  findet: 

Man  kann  immer  mittelst  Cr emona' scher  Transformationen, 
siehe  Bd.  2,  Kap.  5,  §  5,  eine  ebene  algebraische  Curve  f{w,  z)  =  0 
in  eine  andere  Irans formiren ,  welche  nur  mehrfache  Punkte  mit 
lauter  verschiedenen  Tangenten  hat. 

Die  Anzahl  der  einfacften,  gewöhnlichen  und  Spitzen -Ver- 
Zweigungspunkte,  die  der  Beziehung  f(w,z)  =  0  entsprechen,  ist 
n(n — 1)  —  2d — 2r,  tvenn  n  die  Ordnung  der  Gleichung 
dieser  Curve,  d  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  und  r  die  Anzahl 
der  Spitzen  der  Curve  angiebt;  hat  die  Curve  mehrfache  Punkte, 
so  muss  jeder  derselben  in  dieser  Formel  mit  seiner  gleichwerthigen 
Anzahl  von  Doppelpunkten  und  Spitzen  angerechnet  werden,  wie 
es  die  Tlieorie  der  algebraischen  Curven  lehrt.    Siehe  Bd.  2,  Kap.  5. 

Für  jeden  Verzweigungspunkt  muss 

df        f^        1         cw 

T—  =  0     oder     -a-  =  oo     setn. 

cw  cz 
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I>i€s  ist  jedocfi  keine  ausreichende  Bedingung  dafür,   dass 
eine  Verzweigung  stati finde;  denn,  wenn  z.  B.  ausser 

5/-  =  0     auch     1^=0 
dw  dz 

ist,  so  kann  es  eine  Verzweigung  nicht  mehr  geben. 

Wenn  die  Grundgleicliung  f  =  0  die  Form 

z  —  (öToW'"  +  ai«?»-i  H [_  a„)  =  0 

hat,  so  sind  die  Verzweigungen:  der  Punkt  z  =  oo  ^  der  eine 
Verzweigung  der  (n  —  1)*®°  Ordnung  ist^  und  dit  Punkte  z, 
denen  die  Werthe  von  w  entsprechen,  welche  die  Wurzeln  der 
Gleichung 


nÜQW 


-1  +  (n  —  l)a^w-~^  H h  a„_i  =  0 


sind.     Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  erhält  inan  durch  Diffe- 
rentiation der  linken  Seite  von  f  =  0  nach  w. 
Hat  die  Grundgleichung  die  Gestüt 

^^  -  («0^**  +  «i-s^"-'  H h  ö«)  =  0 , 

so   gibt    es   n   Verzweigungspunkte;    sie    sind   die  Wurzeln    der 
Gleichung: 

OqZ^  +  a^z^-^  H 1-  a„  =  0 . 

Der  grössere  Theil  der  vorstehenden  Sätze  rührt  von  Pul- 
sen x  her;  siehe  dessen  classische  Arbeit  in  dem  Joum.  de  lAou- 
villc,  15,  1850,  Recher ches  sur  les  fonctions  algebr iques. 

§  2.    Die  Construotion  der  Biemann'sohen  Fläohe. 

Zum  Studium  der  algebraischen  Functionen  eignen  sich  be- 
sonders gut  die  sogenannten  Bi cm ann* sehen  Flächen,  welche, 
wie  der  Name  sagt,  Ricmann  zuerst  eingeftlhrt  hat  {Diss., 
1851).  Wir  werden  diesen  Flächen  in  dem  zweiten  Theil  des 
vorliegenden  Werkes  ein  besonderes  Kapitel  widmen  und  sie 
dort  vom  geometrischen  Gesichtspunkt  aus  betrachten  (vergl. 
Bd.  2,  Kap.  18,  §  4);  hier  wollen  wir  nur  insoweit  einen  Begriff 
von  ihnen  geben,  als  es  zur  Darstellung  der  algebraischen  Func- 
tionen nöthig  ist. 

Wir  nehmen  an,  die  algebraische  Function  iv  von  z  besitze 
n  Werthe  nind  denken  uns  statt  einer  einzigen  Ebene  r,  n  Ebenen  z 
so  aufeinander  gelegt,  dass  sich  die  Punkte,  für  welche  z  das 
nämliche  ist,  entsprechen;  in  jede  Ebene  legen  wir  nun  einen 
der  n  Werthe,   die  w  für  dasselbe  z  annimmt;   schliesslich  ver- 
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binden  wir  diese  Ebenen  in  der  Art,  dass  man,  von  einem 
Punkt  ausgehend  und  die  ganze  Gesammtheit  der  Ebenen  auf 
einem  beliebigen  Weg  durchlaufend,  stets  mit  demselben  Werthe 
von  w  wieder  zum  Ausgangspunkt  zurückkehrt. 

Die  aufeinander  gelegten  Ebenen,  welche  die  Biemann'sche 
Fläche  zusammensetzen,  pflegt  man  Blätter  zu  nennen. 

Zum  bessern  Verständniss  wollen  wir  zunächst  annehmen,  es 
handele  sich  um  nur  zwei  Ebenen  (u  =  2);  man  bezeichne  die 
Verzweigungspimkte,  die  in  diesem  Fall  in  gerader  Anzahl  auf- 
treten müssen,  und  verbinde  sie  zu  je  zweien  (d.  h.  den  1**° 
mit  dem  2**"*,  dann  den  3*®°  mit  dem  4**°,  etc.)  durch  beliebige 
Linien  (speciell  auch  Gerade),  die  sich  nicht  schneiden  (Quer- 
schnitte). Macht  man  nun  Schnitte  längs  dieser  Linien  durch  die 
Ebenen  und  verbindet  den  Rand  auf  der  rechten  Seite  der  oberen 
Ebene  mit  dem  Rand  auf  der  linken  der  unteren  Ebene  und 
ebenso  den  Rand  auf  der  linken  Seite  der  oberen  mit  dem  auf 
der  rechten  der  unteren  Ebene,  so  werden  die  beiden  Ebenen 
dadurch  so  verbunden,  dass  man  von  der  einen  auf  die  andere 
übergehen  kann,  dass  man  sich  aber  nicht  in  der  seihen  Ebene 
um  einen  Verzweigungspunkt  herum  bewegen  kann;  d.  h.  wenn 
man  einen  Kreis  um  einen  Verzweigungspunkt  durchläuft,  so 
kommt  man  von  der  oberen  zur  unteren  Ebene,  um  dann  nach 
einer  Umdrehung  zur  oberen  Ebene  zurückzukehren. 

Wir  gehen  nun  zu  der  allgemeinen  Voraussetzimg  über,  es 
seien  n  Ebenen  z  aufeinander  gelegt;  wenn  alsdann  z  =  Zq  ein 
Verzweigungspunkt  ist,  um  welchen  sich  m^  der  n  Werthe  w  cyclisch 
untereinander  vertauschen,  und  andere  m^  dann  ihrerseits  wieder 
einen  Cyclus  bilden  etc.  (vergl.  §  l),  so  werden  von  z^  aus  so 
viele  Schnitte  in  die  verschiedenen  Ebenen  gemacht  und  diese 
Ebenen  so  miteinander  verbunden,  dass  die  ersten  m^  cyclisch 
zusammenhängen  (die  1*®  mit  der  2**^**,  diese  mit  der  3*®°,  .  .  ., 
die  m^^  mit  der  1^**);  auf  dieselbe  Art  werden  dann  auch  die 
Wg  folgenden  Ebenen  cyclisch  verbunden  und  so  fortgefahren. 

Wcfm  die  durch  f(w,z)  =  0  dargestellte  Curve  nicht  zer- 
legbar ist,  d.  h,  sich  nicht  in  Curven  geringeren  Grads  theilen 
lässt,  so  erhält  man  in  der  Gesammtheit  der  n  so  verbtindctien 
Ebenen  eine  einzige  Fläche,  welche  sich  stetig  derart  deformireti 
lässt,  dass  eine  mannigfaltig  verschlungene  Fläche  von  gewöhn- 
lichem Aussehen  restUtirt  und  man  von  einem  Funkt  stetig  zu 
einem  beliebigen  anderen  gelangen  kann,  Ist  f  dagegen  zerlegbar, 
so  erhält  man  nicht  eine  einzige  Flüche,  sondern  soviele,  als 
Füctoren  vorhanden  sind,  in  welche  sich  f  theilen  lässt;  und  man 
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kann  niemals  von  einetn  Funkt  der  einen  Fläche  aus  einen 
Punkt  einer  anderen  stetig  areicfien. 

Wenn  die  durch  f(iv^z)  =  0  dargestellte  nicht  zerUghare 
Curve  vom  Geschlecht  p  ist  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  5),  so  heissi  auch 
die  entsprechende  Biemann'sche  Fläche  vom  Geschleclit  p;  diese 
positive  ganze  Zahl  stellt  die  grösste  Anzahl  geschlossener  Schniüe 
dar,  die  man  durch  die  Fläche  machen  kann,  ohne  s^ie  zu  trennen. 
Siehe  Bd.  2,  Kap.  18,  §  4. 

Eine  lliemann'scfie  Fläche  vom  GesMecht  p  kann  stetig 
in  eine  Kugel  mit  p  Henkeln  transformirt  werden,  d.  h.  eine 
Kugel,  in  welche  man  2p  Löcher  gemacht  und  diese  zu  je 
zweien  durcJi  Flächen  von  der  Form  gebogener  Bohren  ver- 
bunden hat. 

Eine  Fläche  heisst  einfach  zusammenhängend,  wenn  sie 
mittelst  eines  beliebigen  durch  sie  geführten  geschlossenen 
Schnittes  oder  auch,  wenn  die  Fläche  Ränder  hat,  mittelst  eines 
beliebigen  Schnittes,  der  einen  Punkt  des  Randes  mit  einem 
andern  Punkt  dieses  Randes  verbindet,  in  Theile  zerlegt  wird; 
so  ist  z.  B.  eine  Kugel  einfach  zusammenhängend  (Fläche  ohne 
Rand)  oder  ein  von  einem  Kreis  begrenztes  Stück  Ebene  (Fläche 
mit  Rand). 

Jede  Biemann'sche  Fläche  vom  Geschlecht  p  lässt  sidi 
einfach  zusammenhängend  machen:  durch  p  geschlossene  Schnitte 
(Schnitte  Ä),  p  offene  Schnitte,  d.  h.  solche,  die  zwei  Punkte  des 
ganzen  Bandes  verbinden,  den  die  Fläche  durch  die  ersteren 
Schnitte  erhalten  hat  (Schnitte  B),  und  durch  p  —  1  andere 
offene  Schnitte  (Schnitte  C). 

I}ie  Gesamnitheit  dieser  Schnitte  stellt  einen  einzigen  Band 
vor,  den  man,  von  einem  Funkt  ausgehend,  ganz  durchlaufen 
kann,  und  weldur  der  Band  der  einfach  zusammenhängend  ge- 
machten Fläche  'ist. 

Wenn  sich  eine  Rie  mann 'sehe  Fläche  vom  Geschlecht  p 
in  eine  solche  transformiren  lässt,  die  nur  zwei  Blätter  hat, 
so  heisst  sie  eine  hy per  elliptische  Biemann'sche  Fläche. 

Der  cationiscJie  Typus  eitler  hypei-clliptischm  Biemann^ sehen 
Fläche  vom  Geschlecht  p  ist  eine  aus  zwei  Blättern  und  2^?  -{-  2 
Verziceigungspunkten  gebildete  Fläche. 

Für  p  =  l  und  p  =  2  ist  jede  Biemann'sche  Fläche  hyper- 
elliptisch;  man  erhält  im  ersten  Fall  speciell  die  sogenannte 
elliptische  Biemann'sche  Fläche. 

Bei  einer  hyperelliptisclien  Fläche  mit  zwei  Blättern  wird 
das  System  der  Schnitte  A,  B,  C,   welche  sie  zu  einer  einfach 
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zusammenhängenden  machen y  auf  folgende  Art  gebildet:  Wetin 
Oj,  »27  •  '  •?  ö2p_^2  die  Verzweigungsjnmkte  sind  und  di^  Geraden 
(«ifla)»  (^s^i)»  '  '  '  1  («sp-fi  öäp-fs)  die  Querschnitte,  so  zeicfme 
man  in  einer  der  Ebenen  gescfilossene  Curvcfi  auf,  weiche  in 
ihrem  Innern  die  ersten  p  dieser  Querschnitte  enthalieti;  man 
erhält  so  die  Linien  A^^  J^,  •  •  •,  -4p;  darauf  bilde  man  B^j 
indetyi  man  eine  gesdäossene  Curve  zieht,  die  in  einer  der 
Ebenen  von  einem  Punkt  von  (a^a^)  ausgeht,  einen  Punkt 
voti  (flap+icrsp-f  2)  erreicht,  alsdann,  auf  die  gegenüberliegende 
Ebene  übergeJiend,  uneder  zu  demselben  Punkt  von  (a^a^)  zurück- 
kehrt; iüifüich  bilde  man  B^^  *  -  *  ^  Bp\  diese  Linien  B^^  ---^Bp 
werden  so  aufgezeichnet,  dass  sie  sich  nidit  schneideti;  schliess- 
lich ziehe  man  noch  die  Linien  C^,  •  •  •,  (7p_i,  indem  man  einen 
Punkt  von  A^  mit  einem  solchen  van  B^^  einen  von  A^  mit 
einem  von  B^,  etc.  verbindet. 

Weitere  Einzelheiten  über   dieselben  Probleme,   sowie   ver- 
schiedene Literaturangaben  findet  man  in  Bd.  2,  Kap.  18,  §  4. 
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Für  jeden  Punkt  der  Riemann'schen  Fläche  gibt  es  einen 
einzigen  Werth  von  z  und  einen  einzigen  Werth  von  w ;  dieser 
letztere  bleibt  unverändert,  welchen  Weg  man  auf  der  Fläche 
auch  einschlagen  mag,  um  den  Punkt  zu  erreichen. 

Denken  wir  uns  eine  monogene  Function  von  z  und  ?r, 
welche  für  jedes  Werthepaar  z,  w^  das  der  Relation  f(iVyz)  =  0 
genügt,  d.  h.  für  jeden  Punkt  der  Riemann'schen  Fläche,  einen 
einzigen  Werth  hat;  eine  solche  Funktion  wird  eine  eindeuÜge 
Fundion  auf  der  Biemann'schen  Fläche  genannt. 

Für  eine  solche  in  einem  Theil  der  Riemann'schen  Fläche 
betrachtete  Function  gelten  selbstverständlich  alle  Theoreme  über 
die  monogenen  Functionen  in  fap.  13,  §  5;  so  gilt  z.  B.  das 
Cauchy'sche  Theorem  und  die  sich  aus  ihm  ergebenden  Ent- 
wickelungen  in  Reihen  für  einen  einfach  zusammenhängenden 
Theil  der  Fläche,  welcher  in  seinem  Inneren  keine  singulären 
Punkte  der  Function  oder  Verziveigiwgspxxnkie  der  Fläche  enthält. 

Wenn  eine  so  beschaflfene  Function  in  einem  beliebigen 
Punkt  der  Fläche  (aber  nicht  in  einem  Verzweigungfrpxmki) 
einen  Pol  hat  (vergl.  Kap.  13,  §  l),  so  bleiben  die  eben  ge- 
nannten Theoreme  auch  dann  unverändert;  und  in  der  Umgebung 
dieses  Punktes  lässt  sich  die  Function  in  eine  holomorphe 
Function  und  eine   rationale  zerlegen,   deren  Besiduum  in   dem 
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Cauchy'schen  Sinn  (vergl.  Kap.  13,  §  5)  das  JResiduum  der 
Function  in  diesem  Pol  ist. 

Daraus  folgt,  dass  in  diesem  Fall  das  Integral  der  Function, 
wenn  es  über  eine  Linie  erstreckt  wird,  welche  diesen  Pol  um- 
gibt, dem  mit  27ti  multiplicirten  Residuum  gleich  ist 

Wenn  dagegen  der  Fol  Zq  der  Function  ein  Verzweigungs- 

punkt  m*®'  Ordnung  für  die  lliemann*sche  Fläche  ist,  so  lässt 

sich  die  Function  in  der  Umgebung  dieses  Pols  nicJit  mehr  in  eine 

"flach  ganzen  Potenzen  von  z  —  jTq,  sondern  in  eine  nadi  ganzen 
j. 

Potenzen  van  (z  —  Zq)  "'   fortschreitende  Beihe  entwickeln  (siehe 

auch  §  1);  in  dieser  Entmickelung  tritt  auch  eine  endlicJie  Anzahl 

von  Termm  mit  negativen  Potenzeti  von  {z  —  z^"^  auf. 

Der   Coefficient   von in   dieser  Entwickelung  heisst 

Z  Zq 

immer  das  diesem  Pol  entsprechende  Residuum  der  Function; 
es  besteht  dann  der  Satz,  dass  das  Integral  der  Function,  wenn 
es  über  einen  geschlossenen  geeignet  kleinen  Weg  erstreckt  wird, 
welcher  auf  der  Eiemann'schen  Fläche  den  Verzweigungspunkt 
w*®'  Ordnung,  der  zugleich  Pol  für  die  Function  ist,  umgibt,  dem 
mit  2  im 7t  mtdtiplicirten  Besiduum  gleich  ist. 

Jede  eindeutige  Function  auf  der  Biemann' sehen  Fläche, 
welche  keine  anderen  Singularitäten  als  Pole  besitzt,  ist  eine  ra- 
tionale Function  von  w  und  z  (eine  algebraische  Function  von  z). 

Jede  eifideutige  Function  auf  der  Biemann'sdien  Fläche 
muss  nothwendiger  Weise  Pole  haben,  d.  h.  sie  kann  auf  der 
ganzen  Fläche  nicht  immer  endlicli  bleiben,  es  sei  denn,  sie  re- 
ducire  sich  auf  eine  Constante. 

Jede  algebraische  Function  (eindeutige  Function  auf  der 
Bic mann' sehen  Fläche)  nimmt  dieselbe  Anzahl  mal  den  näm- 
lichen beliebigen  Werth  an;  insbesondere  hcit  sie  ebensoviel  Null- 
punkte wie  Pole.  Die  Zahl  /r,  welche  angibt,  wie  oft  die  algebraische 
Function  denselben  bestimmten  Werth  annimmt,  pflegt  man  den 
Grad  der  Function  zu  nennen. 

Die  Gruppe  von  k  Punkten,  in  welchen  die  algebraische 
Function  den  nämlichen  bestimmten  Werth  erhält,  heisst  corre- 
siduM  zu  der  Gruppe  von  k  Punkten,  in  welchen  diese  Function 
einen  anderen  Werth  annimmt. 

Es  gibt  keine  algebraische  Function,  welche  weniger  al^ 
p  -\-  1  wülkürlidi  gegebene  Pole  hat;  dabei  ist  p  das  Geschlecht 
der  zu  Grunde  liegenden  Bi cm ann' sehen  Fläche. 
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Die  allgemeinste  algebraische  Function  mit  p  -\- 1  willkür- 
lich gegebenen  Polen  enthält  litiear  zwei  homogene  Constante, 
d,  h.  sie  hat  die  Form  r^F-j-Cg,  worin  F  eine  bestimmte  Func- 
tion von  solcher  Bescfiaffenheit  ist. 

Die  allgemeinste  algebraische  Function  mit  k  willkürlich 
festgesetzten  Polen  enthält  linear  k  —  i>  +  1  beliebige  Constante, 
d.  h.  es  existiren  k  —  p  wirkliche  linear  unabhängige  Functionen 
(mit  Ausschluss  der  Constanten),  welche  die  gegebenen  k  Punkte 
oder  einen  Theil  von  ihnen  zu  Polen  haben.  Das  JRiemann'sche 
Theorem,  CreUe,  54,  1857,  Theorie  der  Abel* sehen  Functionen, 
Nr.  5. 

Eine  Verallgemeinerung  dieses  Theorems  bezieht  sich  auf 
den  Fall,  in  welchem  die  k  gegebenen  Punkte  specielle  Lagen 
haben. 

Interpretirt  man  f(w^  z)  =  0  als  Gleichung  einer  ebenen 
Curve  n^^  Ordnung,  so  heisst  adjungirte  Curve  von  der 
(n  —  3)*®**  Ordnung  diejenige  Curve  dieser  Ordnung,  welche 
r  —  1  mal  durch  alle  r  fachen  Punkte  der  ursprünglichen 
Curve  geht.     Siehe  Bd.  2,  Kap.  5,  §  4. 

Jede  adjungirte  Curve  von  der  {n  —  3)*®°  Ordnung  hat 
2p  —  2  varidbele  Seimittpunkte  (ausser  den  vielfachen  Punkten) 
mit  der  ursprünglichen  Curve  und  es  existiren  p  adjungirte 
Curven  von  der  {n  —  3)*®°  Ordnung,  die  unter  sich  linear  un- 
abhängig sind. 

Wenn  k  Punkte  zwischen  den  (variabelen)  Schnittpunkten 
einer  adjungirten  Curve  (n  —  3)**'  Ordnung  mit  f  liegen,  so 
sagt  man,  die  k  Pimkte  bilden  eine  specielle  Gruppe. 

Sind  k  Punkte  der  Art  gegeben,  dass  x  linear  unabhängige 
adjungirte  Curven  von  der  (n  —  3)**"*  Ordnung  durdi  sie  gehen, 
so  enthält  die  allgemeinste  algebraische  Function,  welctie  diese 
k  Punkte  oder  einen  Theil  von  ihnen  zu  Polen  hut,  linear 
k  —  1?  +  T  +  1  unllkürliche  homogene  Constante.  Theorem  von 
Eiemann-Boch,  Anzahl  der  unllkürl.  Const.  einer  alg.  Funct., 
Cr  eile,  64,  1865.  Für  t  =  0  kommt  man  auf  den  obigen  Satz 
jRiemann's  zurück. 

Eine  algebraische  Function,  deren  Pole  eine  specielle  Gruppe 
bilden,  heisst  eine  gedeih  Function. 

Die  Anzahl  der  Pole  einer  speciellen  Function  beträgt  höch- 
stens 2p  —  2  und  kann  diese  Grenze  wirklich  erreichen. 

<^ 
Jeder   speciellen   Function    lässt   sich  die  Form   =  geben, 
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tcobei  O  und  W  die  Unken  Seiten  der  Glekkungen  eweier  ad- 
jungirier  Curven  in  —  3)**'  Ordnung  vorstellen. 

Die  Theorie  der  algebraischen  Fanctionen  ist  mit  deijenigen 
der  Punktgruppen  auf  einer  Curve  eng  verbimden.  Eine  hervor- 
ragende classische  Arbeit  über  den  Gegenstand  ist  von  Brill- 
Noether,  lieber  die  (dgdtr.  Fund,  u.  ihre  geometr.  Anwende, 
Math.  Ann.,  7,  1874.  AusfOhrlicheres  findet  man  in  Bd.  2, 
Kap.  5,  §  4. 

üeber  den  Riemann-Roch'schen  Satz  vergleiche  ausser 
den  citirten  Arbeiten  auch  Lindemann,  Unterstuhungen  über 
den  Bieniann-Roch' sehen  Satz,  Leipzig  1879;  Noether,  Äte.- 
Ber.  Phys.-med.  Soc,  Erlangen  1879;  etc. 

Ehe  wir  diesen  Pai-agraphen  beendigen,  wollen  wir  noch 
hinzufügen,  dass  sich  eine  Theorie  der  monogenen  Fnnctionen 
auf  einer  Fläche  auch  dadurch  aufstellen  lässt,  dass  man  die 
Begriflfe  der  Functionen  von  complexen  Variabelen  auf  der  Ebene 
verallgemeinert. 

Wenn  eine  Fläche  gegeben  ist,  so  betrachte  man  auf  ihr 
ein  System  krummliniger  Coordinaten  p,  q;  und  E,  F,  G  seien 
die  Coefficienten  der  Diflferentialform ,  welche  das  Quadrat  des 
Linienelements  der  Fläche  ausdrückt.  Vergl.  die  Differential- 
geometrie Bd.  2,  Kap.  16. 

Wenn  ;>',  f/  reelle  Functionen  von  p,  q  sind,  die  den  beiden 
Bezifhungen 

f  q €q  cp 

^P  ~"  VEG  -  F^     ' 

^'i        "^     yEG~F^ 

genügen,  so  ist  die  complexe  Variabele  i/  +  iq'  eine  Function 
des  Punkfes  der  Fläche,  der  die  Coordinaten  p^  q  hat;  und  üire 
Derivirfe  hat  einen  von  der  Richtung,  in  tvelcher  sich  der  Punkt 
p^  q  auf  der  gegebetien  Flädie  zu  bewegen  sucht,  unabhängigen 
Werth.  Sie  iM  jedoch  keine  Function  der  coniplexcn  Variahelen 
p  '\-  iq^  es  sei  denn  p^  q  stellteti  ein  Systetn  isometrischer  Coor- 
dinaten dar;  im  Allgetneinen  ist  sie  aber  die  FunJdion  einer 
andei'cfi  complexen  Combinatioti  der  beiden  Variabelcti  p^  q',  diese 
Combination  ist  das  Integral  des  genauen  Differentials ,  welcJies 
man  durdi  Multipilicatioti  des  Ausdrucks 


I  £:<?- F*  *    «^^  \  I  Ffr      F» 


f^  '        —       —  .     -^  .    -  — 

tct^fj»4  (l*{  Et\«itiimfm  J^  =^  0  der  pfirökn^pchcm    7>a^>>  «>^x"rn 

Stallt  man  i>'+t</'  durch  di^  Punkto  einor  KWno  dar. 
so  ist  diese  Variabele  eine  Function  de^  Punktes  der  FlJiohe  in 
dem  angegebenen  Sinn,  wenn  dl^  Fliehe  und  ein  Tlieil  der 
Ebene  sieh  mit  ccmftwmrr  Ahhildum^  l^vergl.  hd,  Ü.  K»p.  lt\  §  S^ 
entsprechen:  und  allgemeiner:  wenn  p\  q'  die  krummlinigen 
Coordinaten  eines  Punktes  einer  anderen  FlSi^he  sind,  sv>  ent- 
spricht das  Problem:  den  P^mli  dar  r##tm  Flache  itii*  m<^H>- 
gefiel  Function  des  Punktes  der  anderem  m  nuiehen ,  dorn 
Problem:  die  eine  Fläche  anf  der  anderen  ocmfi^rm  ahzubifdcn. 

Die  vorstehenden  Resultate  hat  luerst  Beltrami  in  einer 
vortrefflichen  Abhandlung  mitgetheilt,  -4fiw,  di  mat,  1,  S»  320: 
weitere  Angaben  imd  Einzelheiten  auch  bez.  der  Funktionen 
der  Punkte  einer  Kugel  findet  man  bei  Neumann,  Vorlcsf^ftifcti 
über  jRiefnapm's  Theorie  der  Äbd'schen  Integrale,  2.  Ausg.,  Leip- 
zig 1884;  Klein,  Ueber  Bietnann's  Theorie  der  aJgrbraisihcn 
Functionen  und  ihrer  Integrale,  Leipzig  1882,  sowie  in  seinen 
autographirten  Vorlesungen  über  Riemann'sche  Flilchou. 


§  4.    Die  Abel*8Chen  Integrale. 

Wenn  R  (m',  z)  eine  algebraische  Function  von  e  ist,   und 
«r,  z  durch  die  rationale  Beziehung 
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verbunden  sind,  so  heisst  das  Integral 
jR(tv^  z)dz 

ein  ÄheVscJies  Integral. 

Die  durcJi  dieses  Integral  dargestellte  Function  von  z  ist 
im  Ällgenieinefi  eine  Functiofi  mit  unendlich  melen  Werthen; 
d.  h,  verfolgt  man  auf  der  Biemann* sehen  Fläche  verschiedene 
Inte^raiionswe^e ^  so  kann  man  zu  demselben  Punkt  mit  beliebig 
vielen  verschiexlenen  Werthen  des  Integrals  gelangen. 

Wenn  wir  durch  das  System  der  Schnitte  Ä^  B,  C  die 
Fläche  einfach  zusammenhängend  machen  (vergl.  §  2),  so  ist 
die  Differenz  zwischen  den  Werthen  des  Integrals  in  zwei  sich 
entsprechenden  Punkten  der  durch  einen  Schnitt  Ä  erzeugten 
Ränder  eine  constante  Grösse  und  heisst  Feriodicitätsmodul  !*•' 
Gattung;  den  Schnitten  B  entsprechen  die  Periodicitätsmoduin 
2*®'*  Gattung;  für  die  Schnitte  C  dagegen  ist  die  Differenz  NuU. 

Jedes  Abel' sehe  Integral  hat  wenigstens  2p  Periodicitäts- 
modidn;  der  Unterschied  zweier  Werthe,  die  es  in  einem  Punkt 
annehmen  kann,  ist  die  Summe  ganzer  Vielfadten  seiner  Peruy- 
dicitäts7noduhi. 

Die  Ab  einsehen  Integrale  unterscheiden  sich  nach  der  Be- 
schaffenheit der  Function  B(iv,z),  oder  besser  nach  der  Be- 
schaffenheit der  Pole  dieser  Function. 

Wenn  diese  Function  nur  die  Verzweigungsptmkte  zu  Polen 
hat,  so  kann  das  Integral  immer  endlich  bleiben  und  man  erhält 
das  Integral  1*®'  Gattung;  hat  die  Function  B  den  Pmiht 
{iVq,  Zq)  zum  Pol  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung,  dessen 
Besiduum  (vergl.  §  3)  gleich  Kuli  ist,  so  wird  das  Integral  in 
diesem  Punkt  unendlich  gross,  wie  ein^  algebraische  Fmwtiofi  (der 
algebraische  Unendlichkeitspunkt)  und  es  ergibt  sich  das  Integral 
2*^'  Gattung;  hat  schlie^slicti  B  einen  Punkt  (?/'q,  z^j  zum  Pol 
1*«'  Ordnung y  so  wird  das  Integral  in  diesem  Punkt  unendlich 
gross,  wie  der  logarithmus  einer  algebraischen  Functiofi  (lo9<^' 
rithmischer  Unendlichkeit spunki)  und  man  erhält  ein  Integral 
3*«'  Gattung. 

Die  Integrale  der  beiden  eisten  Gattungen  haben  zu  Perio- 
dieitätsinüduln  nur  die  2p  oben  angeführten  Moduln;  diejenigen 
3*®'  Gattung  dagegen  ausserdem  nocfi  andere,  die  von  den  loga- 
rithmischen  Unendlichkeitspunkten  abhängen;  d.  h.  umkreist  man 
einen  dieser  Unendlichkeitspunkte,  so  wächst  der  Wcrth  des  In- 
tegrals um  die  mit  einetn  ganzen  Yielfachcfi  des  dem  Unendlich^ 
keitspunkt  etitsprechenden  Besiduums  mxdtiplicirte  Grösse   27ii. 
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Die  Summe  der  Besiducfi  der  Integrale  3**'  Gattung  ist 
immer  Null. 

Jedes  Abel  'sehe  Integral  lässt  sieh  immer  mittelst  einer  linearen 
Combinati4>n  van  Integralen  1*®',  2*®',  3*®'  Gattung  bilden, 

Wefin  die  Variabele  eines  Ab eV sehen  Integrals  die  Gesammt- 
heit  der  3  Systeme  von  Schnitten  A^  B,  C  stetig  durchläuft,  d.  h. 
den  ganzen  Umfang  der  einfach  zusammenhängend  gemachtcfi 
Bi cm ann' sehen  Fläche,  so  ist  das  Bcsultat  identisch  Null. 

Im  Fall  des  Geschlechts  jo  =  0,  z.  B.  in  dem  Fall  der 
einfachen  complexen  Ebene  existiren  keine  Integrale  1*®'  Gattung; 
dies  heisst:  die  Integrale  der  rationalen  Functionen  einer  Variabelen 
sind  immer  entweder  2*®'  oder  3'*'  Gattung,  es  gibt  also  für 
jo  =  0  keine  Functionen,  auch  keine  polydromen,  die  in  der 
ganzen  complexen  Ebene,  auch  wenn  z  =  oo  wird,  endlich  bleiben. 

Wenn  die  zu  Grunde  liegende  Rie  mann 'sehe  Fläche  hyper- 
elliptisch oder  speciell  elliptisch  ist,  so  heissen  die  entsprechen- 
den AbeTschen  Integrale  hyper elliptisch  bez.  elliptisch.  Näheres 
über  die  elliptischen  Integrale  findet  man  in  Kap.  7,  §  4. 

§  5.    Die  Abel*Bclien  Integrale  erster  Gattung. 

Es  existiren  p  Ab eV sehe  Integrale  1*®'  Gattung,  die  linear 
unabhängig  von  einander  sind,  wenn  die  zu  Grunde  liegende 
Biemann'sche  Fläche  unzerlegbar  und  vom  Geschlecht  p  iM. 

Lässt  sich  dagegen  f(iv^  z)  =  0  in  k  Factor en  zerlegen,  so 
gibt  es  p  —  ä;  -j-  1  linear  unabhängige  Ab eV sehe  Integrale 
1*«'  Gattung,  Christoffel,  Ann.  di  mat,  10,  1880—1882, 
Algebr.  Beweis  des  Satzes  von  der  Anzahl  linear  unabhängiger 
Integrale  1*®'  Gattung. 

Jedes  Integral  1*®'  Gattung  entspricht  einer  der  p  adjun- 
girtcn  Curvcn  (n  —  3)*®'  Ordnung. 

Wir  wollen  mit  m\,  Wg,  •  •  •,  Wp  diese  Integrale  1*®'  Gattung 
bezeichnen  und  es  seien  co/it,  (Oi,p^k  ihre  Periodicitätsmoduln; 
d.  h.  es  sei  coik  der  Werth  des  Integrals  ftv,  wenn  die  Integra- 
tionsvariabele  in  positivem  Sinn,  d.  h.  in  dem  der  Bewegung 
eines  Uhrzeigers  entgegengesetzten  Sinn,  die  Linie  Bk  beschreibt, 
und  ebenso  sei  tOi^p^k  der  Werth  dieses  Integrals,  wenn  die 
Variabele  die  Linie  Ak  durchläuft.  Die  Grösse  toik  lässt  sich  auch 
als  die  Differenz  zwischen  den  beiden  Werthen  des  Integrals 
an  den  zwei  Rändern  der  Linie  Ak  definieren  und  ähnlich  auch 
w/,  p_l_jt  als  die  Differenz  der  zwei  Werthe  des  Integrals  an  den 
beiden   Rändern  der  Linie  Bk. 
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Zwischen  den  PeriodicUätsmodüln  oo  best^^n  die  folgenden 
hiUncaren  Belaüonen,  die  Biemann  gefunden  lud,  CreUe,  54; 
Ges.  math.  Werke  und  missensehafÜ.  Nadhlass,  edirt  von  Dede- 
kind  und  Weber,  Leipzig,  1876,  S.  124: 

p 
^(cOik(Oj,p^k  —  co/.p+itaVib)  =  0; 


*=i 


ihre  Anzahl   beträgt 


p(p-l) 


Nimmt  man  zu  diesen  Relationen  die  analogen  für  die 
Periodicitätsmoduln  der  Integrale  2*®'  Gattung  (siehe  weiter  rmten) 
hinzu  und  löst  sie  auf  eine  gewisse  Weise  auf,  so  kann  man 
zu  Relationen  kommen,  in  welchen  die  zweiten  Indiees  der  o 
bei  der  Summirung  unverändert  bleiben,  die  ersten  dagegen 
variiren,  während  hier  das  Gegen theil  der  Fall  ist;  die  so  er- 
haltenen Relationen  heissen  die  Weierstrass'schen,  Beifr.  zur 
Theorie  der  Ab eV sehen  Integrale,  Progr,  d.  Gymn,  zu  Braunsberg, 
1849,  auch  CreUe's  J.,  47,  1854  (vergl.  §  6). 

Setzt  man    o/jt  =  a/jt  +  *l^/*i    *^  ^^  ^^^  Summe 


p 

k=l 


(«1*  ßi,  k-\-p «/,  k+p  ßik) 


jedenfalls  van  Null  verschieden  ufid  positiv;  sie  stellt  den  Flächen- 
inhalt    der    ganzen    conformen    Abbildung   der   Biemann'sdhen 
Fläche  auf  die  Ebene  des  Integrals  Wi  dar. 
Die  Determinante 


«11  7       Wl2  1 
0)21 1       ö)22  7 


Wlp 
CÖ2p 


muss  von  Null  verschieden  sein. 

Es  können  die  Moduln  1*®'  Gattung  nidit  sämmtlich  reell 
oder  sämmtlich  rein  imaginär  sein. 

Es  gibt  kein  Integral  1**'  Gattung,  dessen  Periodicitätstnoduln 
in  Bezug  auf  die  Schnitte  A  oder  die  Schnitte  B  sämmtlich  Null 
wären. 

Man  kann  p  Integrale  v  1*®'  Gattung  in  BetracJit  zielten, 
die  lineare  Combinationen  der  vorstehenden  w  sind  und  deren 
Periodicitätsmoduln  in  Bezug  auf  die  Schnitte  A  die  folgende 
Tabelle  angibt: 
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A 

1 

0 



A, 

0 

0 

1 

... 

0 

\ 

0 

0 

1 

Diese  Integrale  heissen  normal.  Man  beachte,  dass  Rie- 
mann  statt  dieser  fwrmaJen  Integrale  solche  betrachtet,  für 
welche  in  der  vorstehenden  Tabelle  als  Elemente  der  Haupt- 
diagonale in  an  die  Stelle  von  1  zu  setzen  ist,  während 
Clebsch- Gordan,  ÄbeVsche  Functionen,  Leipzig  1866,  S.  108 
Integrale  untersucht,  bei  welchen  dieselben  Elemente  durch 
2 in  zu  ersetzen  sind. 

Nennt  man  Xij  die  Periodicitätsmodtdn  der  normalen  Inte- 
grale in  Bezug  auf  die  Schnitte  B ,  so  erhält  man  die  Bdationen 
Xij  =  Xji\  und  e^  müssen  überdies  die  imaginären  Theüe  von  m 
sämmtlich  positiv  sein. 

Setzt  man  tij  =  ytj  +  i^ij^  so  ist  die  quadratische  Form 

^ö,j  ni  nj , 

in  ivclchn'  die  n  beliebige  reelle  Zahlen  sind,  immer  positiv  und 
von  Null  verschieden  (eine  definite  quadratische  Form). 


§  6.    Die  Abersohen  Integrale  zweiter  Gattung. 

Es  gibt  p  linear  von  einander  unabhängige  Integrale 
2^®'  Gattung,  die  unendlich  von  der  1*®°  Ordnung  in  demselben 
bestimmten  Punkt  z  =  t  werden. 

Diff'erenzirt  man  eines  dieser  Integrale  r  —  1  mal  nach  t, 
so  erhält  man  ein  Integral  2*®'  Gattung,  wekhes  im  Punkt  t 
Oü''  tvird. 

Ein  Integral  2*®'  Gattung,  welches  in  zwei  Punkten  (X>^  wird, 
lässt  sich  als  Summe  zweier  anderen  ausdrücken,  von  denen  jedes 
nur  171  einem  Punkt  <x>^  wird. 

Es  l<issen  sich  Integrale  2*®'  Gattung  Y^'^  derart  bestimmen, 
dass  die  Periodicitätsmoduln  für  die  Schnitte  Ä  sämmtlich  Null 
sind;  die  Periodicitätsmoduln  auf  den  Sdinitten  B   ergeben  sich 

Pascal,  Bepertorium.  L  26 
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dann  ah  algebraische  Functionen  von  t,  d,  h.  gleich  —  2in^i{i)j 
uTfyrin  H^i(z)  die  linke  Seite  der  Gleichung  derjenigen  adjungirten 
Curve  {^n  —  3)^*^'  Ordnung  ist,  tcelche  dem  normalen  Integral 
I**"  Gattung  r,  entspridit. 

Wenn  die  p  Punkte  t\  #",  •  •  • ,  t^^  nicht  auf  einer  der 
Fundamentälcurve  f{w,  z)  =  0  adjungirien  Curve  (n  —  3)***" 
fh-dnung  liegen,  so  lässt  sich  jedes  Integral  Y^^  2**'  GcUhing, 
tcflches  einen  beliebigen  Unendlichkeitspunkl  t,  1**'  Ordnung  hcd, 
Uiul  dessen  Moduln  auf  den  Schnitten  Ä  gleich  Null  sind, 
dun-h  ike  analogen  Integrale  bez.  der  Punkte  t\  t'\  •  •  •  aus- 
dtüvkm.  Die  entsprechende  Formel  erhält  man  durch  Ent- 
H'uktlung  der  Determinante: 

Y^'\    yc'),   •..,  rc'^o   i 

t\it)j    tl'iCO'    •••?    t/;j(f/')    =  (einer  algebraischen 
•         Function  der  f), 

»H  tirli-her  die  ^  die  oben  angegebene  Bedeutung  haben. 

Nount  man  F^ ,  •  •  • ,  Yp  die  Quotienten,  welche  man  erhält, 
^^ttu  vli«»  in  der  Matrix  der  letzten  p  Columnen  der  vorstehenden 
IVt^rtuinaute  enthaltenen  Minoren  (mit  Ausschluss  des  durch 
\ii^  ^*  «Jlein  gebildeten  Minors)  durch  die  Determinante 

_       ^i(0»  •••,   ^i(^) 

dividirt  werden,  so  ergicbt  sich  die  Formel 

^V'^mm  J^ipi(t)  Yi  +  (einer  algebraischen  Function  der  f). 

Die  Integrale  Y^ ,  •  •  • ,  Yp  nennt  man  wohl  normal,  sie  ver- 
hrtltou  sich  in  Bezug  auf  die  Periodicität  auf  ganz  besondere  Art. 

Ihre  Moduln  auf  den  Schnitten  A  sind  sämmtlich  Null  und 
fhctis^o  die  auf  den  Schnittcti  B  bis  auf  einen,  der  gleich  2 in 
ist:  filr  Yi  unrd  der  Modul  bez.  Bi  gleicJi  2i7r;  die  Moduln 
dieser  Integrale  sind  unabhängig  von  den  Unendlichkeitspunkten. 

Äcndert  man  die  Unendlichkeitspunkte,  so  unterscheiden 
sich  die  neuen  Integrale  von  den  früheren  durch  algebraische 
Functionen. 

Wird  die  vorstehende  Formel  r  —  1  mal  nach  t  differenzirt, 
so  erhält  man  das  Integral  2*®'  Gattung,  welches  im  Punkt  t 
oo''  wird,  als  lineare  Function  der  p  normalen  Integrale. 
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Nennt  man  ZW  ein  beliebiges  Integral  2**'  Gattung  mit  dem 
Unendlichkeitspunkt  1*«'  Ordnung  in  t  und  bUdet  Z^O^  •  •  • ,  Z('^) 
wie  in  den  vorstehenden  Theoremen,  so  ergeben  sich  uneder  die 
nämlichen  Besultate,  wie  zuvor,  wenn  man  nur  die  Y  in  Z 
und  die  if}  in  (p  verwandelt  und  mit  9  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  derjenigen  adjungirten  Curven  (n  —  3)**"  Ordnung 
bezeichnet,  welche  den  Integralen  V^  Gattung  w,  aber  nicht  den 
normalen  Integralen  v  entsprechen.     Vergl.  §  5. 

Die  Integrale  Zj ,  •  •  • ,  Zp ,  die  man  so  erhält,  heissen  eben- 
falls normal;  auch  ihre  Moduln  sind  unabhängig  von  den  Un- 
endUchkeitspunkten. 

Werden  unter  — ^i^kt  — ''?»,  *-hp  ^^  Periodicitätsmoduln 
von  Zi  in  Bezug  auf  die  Schnitte  -4*,  Bk  verstanden,  so  er- 
gehen sich  die  bUinearen  Relationen 

p 
^j  (®M  *  Vj,  *+p —  ^i,  k-j-pUi,^)  =  ^»  wenn  i  von  j  verschieden  ist  und 
*=^  =2in^    wenn  i=j  ist; 

darin    bezeidinen    die    Grössen    m    die    Modtdn    der    Integrale 
1*«'  Gattung, 

Ferner  bestdien  zwischen  den  Moduln  2**'  Gattung  allein 
die  Beziehungen 

p 
^iV'\kVJ,k-hP  —  Vi.k+priJ,k)  =  0; 

ihre  Anzahl  beträgt • 

Wird  a)p+i,it  an  die  Stelle  von  t^,-,*  gesetzt,  so  sind 
alle  vorstehenden  Formeln,  sowie  auch  die  des  letzten  Para- 
graphen in  der  einzigen  Formel  enthalten  (die  Biemann'sdien 
Belationen): 

P 
^^((Oi^k(Oj,k-\-p  —  (Oj,kcai,k-\-p)  =  0,    w««w    j   von   «*+i?    ver- 
i=i  schieden  ist,  und 

=  2i7r,  wenn  j  =  i  -\-  p  ist; 

in  Uir  sind  den  i,  j  alle   Werthe  1,  2,  •  •  •,  2p  beizulegen. 

Kehrt  man  diese  Beziehungen  um,  so  ergeben  sich  die  W  ei  er- 
stras s'schen  Formeln: 

26* 
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^{G)k,iG)k^p,j— G)kj(Ok-\.p,i)  =  0,    wenn  j  von   i+p    ver- 
jt==i  schieden  ist^  und 

=  2 ITT,  wenn  j  =  i  -\~  p  ist. 

Ihre  Anzahl  beträgt  ^^^^^  ~  ^  . 

Die  Bä^rmincmte  von  der  2p^^  Ordnwng,  die  sich  aus  allen 
ö  der  Integrale  1**'  und  2**'  GaUvmg  bilden  lässt, 


«i,ii 


Wl,2|> 


G>2p,l.       •  •  •,      ö>2p,2|» 

ist  von  Null  verschieden. 

Die  allgemeinste  algebraische  Function,  welche  in  r  Punkten 
t\  t",  •  •  •,  ^  miendli^h  gross  tvird,  lässt  sich  immer  durch  die 
Formel  ausdrücken: 

F  =  c'Z(0  H \-  c('->z('^''^)  +  C; 

dabei  wird  die  Anzahl  der  c,  die  unllMrlidi  bleiben,  durdi  das 
Biemann-Roch'sche  Theorem  bestimmt. 


§  7.    Die  Aberschen  Integrale  dritter  Gattung. 

Aus  dem  Theorem  in  §  4,  dass  bei  einem  Integral  3*®'  Gattung 
die  Summe  der  logarithmischen  Residuen  Null  sein  muss,  folgt, 
dass  ein  solches  Integral  wenigstens  zwei  logarithmische  Unendlich- 
keitspunkte besitzt. 

Die  Grenze  des  Integrals  3*®'  Gattung  mit  zwei  hgarithmischen 
ünendlichkeitspunJden^  wenn  sich  diese  unbegrenzt  einander  nähern^ 
ist  ein  Integral  2*®'  Gattung^  welches  diesen  Punkt  zum  algebraischen 
UnendlichheitspunJä  hat. 

Jedes  Integral  3*®'  Gattung  mit  r  logarithmischen  Unendlich- 
keitspunkten lässt  sich  linear  durch  r  Integrale  3*®'  Gattung  aus- 
drücketi^  von  denen  jedes  nur  zwei  Unendlicfikeitspunkte  besitzt. 

Um  das  Int^ral  3*®'  Gattung  mit  zwei  Une>idli<:hkeitspunkten 
auf  der  einfach  zusammetihängend  gemacliten  Riemann'scJien 
Fläche  eindeutig  zu  machen,  7nuss  man  die  beiden  UnendlichkeitS' 
punkte  durch  einen  Schnitt  verbinden;  auf  der  so  durchschnittenen 
Fläche  ist  das  Integral  eindeutig. 

Die  Derimrte  eines  Integrals  3**'  Gattung  in  Bezug  auf 
einen    der    logarithmischen    Ufiendlichkeitspunkte  ist  ein  Integral 
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2*®'  Gattung,  welches  nur  diesen  Pufüct  zum  algebraischen   Un- 
endUchlceitspwnkt  1*®'  Ordnung  hat. 

Bezeichnet  man  mit  P"»  das  Integral  3*®'  Gattung  mit  zwei 
logarithmischen  Unendlichkeitspunkten  t,  t^  imd  mit  ZS^"^  das- 
jenige 2*®'  Gattung  mit  dem  algebraischen  Unendlichkeitspunkt  f, 
so  gilt  die  Formel: 


F^h  =rzs')at 


Der  Ausdruck  Z^')  ist  seinerseits  ein  zwischen  zwei  Punkten 
der  Riemann^schen  Fläche  erstrecktes  Integral;  die  Punkte 
wollen  wir  z  und  z^  nennen  und  sie  als  untere  Indices  verwenden. 
Es  ist  dann  vollständig 

t 
Fütirt  man  die  Normalintegrale  2*®'  Gattung  ein,  so  icird 

p'^  =  ,Szl'^  +  •  •  •  +  w'^Z''^  +  fFdt, 

worin  F  eine  algehraisdic  Function  von  z,  z^,  t  und  allen  Punkten 
t',  t'\  •  •  •,  tP  hedetdet,  mit  deren  Hufe  die  Normalintegrale  Z^, 
Zg,  •  •  •,  Zp  gebildet  werden.  Der  letzte  Term  ist  eine  in  Bezug 
auf  z  eindmtige  Function;  denn  die  Integration  tcird  nur  bez.  der 
Variabclen  t  ausgeführt. 

I>ie  Periodicitätsmoduln  ran  P^^   sind: 

P 

—  ^Wi^riik  für  den  Schnitt  Äk, 
»=i 

p 
— ^w'/^Tji^k-^p  für  den  Schnitt  Bu. 

Geht  man  statt  von  den  Normalintegralen  Z,-  von  den  Yi 
aus  (vergl.  §  6),  so  erhält  man  ein  Integral  3*®'  Gattung,  das 
meistens  J7  genannt  wird  und  von  C  leb  seh  und  Gordan  be- 
nutzt wurde. 

Die  Periodicitätsmoduln  von  Ti^l^  hohen  auf  den  Schnitten  A 
den   Wertli  Null  und  sind  auf  den  Schnitten  Bi  gleich  2invi^ . 
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Das  Integral  II  hat  die  Eigenschaft 
77"» 77"*. 

(die  Vertauschung  der  Parameter  t,  t^  mit  den  Argumenten  ee^. 
Es  besteht  die  Formel 

n*A\  +  77,^^  +  77>4  =  0, 

wenn  der  Integrationsweg  von  e  nach  z^   den   Weg  tt^t^t  nicht 
schneidet. 

Für  jedes  beliebige  Integral  3**'  Gattung  Pli[  ist  die  Summe 
stets  ein  Integral  1**'  Gattung. 


Die  Integrale  2**'  und  3**'  Gattung,  die  in  dem  vorigen 
und  in  diesem  Paragraphen  betrachtet  wurden,  sind  zu  normalen 
gemacht  worden,  um  ihre  Periodicitätsmoduln  auf  eine  möglichst 
einfache  Form  zurückzuführen.  Die  neuesten  Untersuchungen 
Kleines  und  seiner  Schüler  haben  dagegen  ein  anderes  Ziel  im 
Auge;  sie  suchen  Integrale  2^'  und  3**'  Gattung  herzustellen, 
deren  Integranden  invariante  Ausdrücke  in  Bezug  auf  die 
Fundaraen talform  f(i(\  z)  =  0  bilden,  welche  die  Riemann'sche 
Fläche  darstellt. 

Es  werden  dabei  an  die  Stelle  von  iv  und  z  drei  homogene 
Variabele  eingeführt  und  es  wird  ein  mit  dem  Buchstaben  Q 
bezeichnetes  Integral  3'®'  Gattung  construirt,  welches  auch  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  es  sich,  wie  das  77  Clebsch-Gordan's, 
bei  der  Vertauschung  der  Parameter  mit  den  Argumenten  nicht 
ändert. 

Wir  können  uns  hier  nicht  weiter  auf  die  Einzelheiten 
dieser  neuen  Untersuchungen  einlassen  und  schliessen  mit  einigen 
Literaturangaben  über  die  AbeTschen  Integrale. 

Es  war  Abel,  der  zuerst  in  Bezug  auf  diese  Integrale  das 
berühmte  und  wichtige  Theorem  entdeckt  hat,  von  dem  wir  in 
dem  nächsten  Paragraphen  sprechen  werden.  Die  Theorie  der 
Abel 'sehen  Integrale  hängt  mit  der  Lehre  von  den  AbeTschen 
Functionen,  von  welcher  in  Kap.  17  die  Rede  sein  wird,  so  eng 
zusammen,  dass  die  beiderseitige  Literatur  sich  vermischt.  Grund- 
legend für  diese  Fragen  sind  die  Theorie  der  ÄbeVschcfi  Func- 
tionen (Grelle,  Bd.  54),  wieder  abgedruckt  in  den  ges.  math. 
Werken  von  B.  Riemann,  2.  Aufl.,  Leipzig  1892;  die  Ab- 
handlungen    Grelle,    47,    52    und     die    Vorlesungen    über    die 
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Äbcl'schen  Functionen  von  Weierstrass;  ferner:  Neumann, 
Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  der  Ah eV sehen  Functionen^ 
Leipzig,  1865,  1884;  Clebsch-Gordan,  AheVsche  Functionen, 
Leipzig  1866,  welche  die  ersten  waren,  die  mit  Erfolg  die 
geometrischen  und  analytischen  Begriffe  auf  diesem  Gebiet  zu 
verbinden  wussten;  Klein,  Ueber  Riemann's  Theorie  der  cUgebr, 
Funct.  und  ihrer  Integr.,  Leipzig  1882.  Die  neuesten  Arbeiten 
Kleines  sind  zum  grossen  Theil  in  den  Math.  Ann,,  27,  32,  36 
enthalten.  Siehe  auch  die  Literaturangaben  am  Ende  des 
Kap.  17,  §  5. 

Das  invariante  Integral  Q  behandelte  Klein  in  dem  hyper- 
elliptischen Fall,  Pick  dagegen,  Wiener  Ber.,  1886;  Math, 
Ann.,  29,  1887  in  dem  Fall,  in  welchem  /*=  0  eine  ebene 
Curve  ohne  Singularitäten  darstellt;  White,  Math,  Ann,,  36, 
1890,  Acta  Leopold,  Halle,  1891  legte  eine  Raumcurve,  die 
der  rollständige  Schnitt  zweier  Flächen  ist,  zu  Grund;  dieselben 
Autoren  untersuchten  auch  den  Fall  ebener  Curven,  deren 
Gleichung  uf^  =  B  {z)  lautet,  worin  B  eine  rationale  Function 
bedeutet.  Die  einer  solchen  Curve  entsprechenden  Integrale 
pflegt,  man  binomische  zu  nennen.  Siehe  Pick  und  Ungar, 
Wimer  Berichte,  1880;  Pick,  ib.,  1886;  White,  Dissert, 
GöUingen,  1890. 


§  8.   Das  Abersohe  Theorem. 

Es  liege  eine  algebraische  Function  t  auf  der  Biemann*schen 
Fläche  vor  und 

seien  ihre  Nullpunkte  bez,  ünendlichkeitspunJUe  (zwei  Gruppen 
corresidualer  Punkte);  wenn  dann  I  ein  beliebiges  Ab  eV  seh  es 
Integral  bezeichnet^  so  ist  die  Summe 

bis  auf  ganze  Vielfache  der  Periodicitätsmoduln  von  I  eine  algehra- 
isch-logarithmische  FimcUon  von  t  (das  Ab eV sehe  Theorem). 

Wenn  I  ein  Integral  1*®'  Gattwng  bezeichnet,  so  ist  die  obige 
Summe  bLs  auf  ganze  Vielfache  der  Periodicitätsmoduln  Null. 

Ist  I  ferner  ein  Integral  3*®'  Gattung  mit  nur  zwei  loga- 
rithmischen  UnendlichJceitspunkten  ^  und  ?^,  so  hat  die  vorstehende 


4/0f    lUfit^  XT,  yyt  ^T^  Y-mtaamem  «.  4k  AbcTidwB  latesrale. 


W^h:  *r   k>i   U^   qh{  gamzt    Vi^ifad^^  dn-  Prriodküätmmodulm 

^  •"  t  r, 

W^mn  1  dann  ^Jb/i>>^«<A  ^n  Itäegral  T^  Gatbmg  Z  müi 
d^rm  *jJg*^}/ravi^h*m  Un^T^dliKkk^ij^j/mmkt  |  b^ndkmet,  »  isi  der  Wffik 
di^.ff^r  S*jimm^  mit  Ait^mahm^  dT  abfm  gemammi^m   TiHfadfen 

*  L  ' 

m  WC  z 
OifA  man  t  dU  Form  t  =  - -'       ^md  ^xisiirt  ein  Werth  L, 

♦  «•ff. 

für  tr^kh/it  die  CiArrt:  tf(vr,  z*  —  i  v» V,  f  •  =  0  durd^  die  beiden 
pHnkff-  I  und  tf  geht,  aüfdann  iM  die  redete  Seite  der  Fiprmel  des 
Ab^l'aehn  Thef/r'-msi  für  die  Integrale  3*"  Gattung  bis  auf  die 
ohigai    V'ielfaehen  SuH. 

3fU  JfUfe  desi  AbeVifehefk  Ther/rems  läsfft  sidi  eine  Summe 
Kon  h  Iidegrah'n 


2P'- 


irohn  k  l^  p  -{-  1  isi  und  x,  y  beliebige  Punkte  bedeuten,  stets 
(ÜM  Stimnt^f  von  p  anderen  analogen  einzelnen  Integralen  ausdrücken, 
Wfnn  man  uni*r  p  das  Geschlecht  der  Riemann'schen  Fläche 
i'trHff'ht,  iJabei  ist  nur  eine  algebraisch-logariOimische  Function 
tiiiszunehrnen,  falls  fs  sich  um  Integrale  2**^  und  3**'  Gattung 
harnh'H. 

In  dem  elliptiSfJten  Fall  (p  =  1)  kann  man  die  Summe 
z/er/rr  odtr  mehrenr  ellipfi.sdter  Integrale  immer  durch  ein  einziges 
Integral  auHdrüekfn,  dessen  eine  Grenze  willkürlich  festgesetzt  ist 
(das  Additif/nstheorem  Eulcr's,  siehe  S.  154). 

Das  Abel' sehe  Thexfrem  für  die  Integrale  1**'  Gattung  gibt 
die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  an,  damit  zwei  Punkt- 
grujtpen  rx^rresidual  snen  (Riemann,   Weierstrass), 

Wenn  man  In  der  Formel  des  Abel' sehen  Theorems  die 
Korrespondenz  zwischen  den  oberen  und  unteren  Grenzen  verändert, 
so  mmehrt  oder  vermindfrt  sich  die  totale  Summe  um  ganze 
VielfacJie  der  Periodicitätsmoduln. 

Mittelst  des  Aberschen  Theorems  kann  man  den  Riemann- 
lloch 'sehen  Satz  und  die  anderen  Gnmdtheoreme  der  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  beweisen,  z.  B.  auch  den  sogenannten 
liest  salz  ^  von  dem  der  Abel' sehe  nur  die  transcendente  Form 
ist.     Der  Itvstsatz  (vergl.  Bd.  2,  Kap.  5,  §  4)  lautet: 
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Wenn  x^,  ij,  •  •,  x^r^  Vi,  y^,  "  ',  Pm  zwei  Gruppen  cor- 
residualer  Punkte  sind  und  man  lässt  durch  die  x  eine  beliebige 
Curve  gehen ^  welche  die  zu  Grunde  liegende  Curie  in  anderen 
k  Funkten  z^^  •  •  •,  x?a  schneidet,  so  sind  die  Punkte  z  und  y  die 
vollzähligen  Schnittpunkte  einer  ziceiteti  Curve  mit  der  Grundcurve. 

Ist  die  Riemann'sche  Flä<:he  r -blätterig,  so  wird  die 
Summe  der  Werthe,  weldie  dasselbe  Ab eV sehe  Integral  1*®'  und 
2*®'  Gattung  annimmt  ^  wenn  es  geschlossene  conjugirte  Wege  in 
allen  r  Blättern  beschreibt^  Null. 

Das  AbeTsche  Theorem  und  die  Ausdehnung  des  Euler'- 
schen  Additionstheorems  auf  die  elliptischen  Integrale  ist  grund- 
legend für  die  ganze  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und 
ihrer  Integrale. 

Es  wurde  von  Abel  zuerst  für  den  hyperelliptischen  Fall, 
Itemarques  sur  quelques  proprie'tes  gineralcs  d'une  certaine  sorte 
de  fonctions  transcetidentes,  Grelle,  3  und  Oeuvres  cofnpletes,  nouv. 
edit.,  1881,  Christiania,  Bd.  1,  S.  444  und  dann  1826  auch  für 
den  allgemeinen  Fall  aufgestellt.  Memoire  sttr  une  propriete 
gen&ale  d'une  classe  tres-etendue  de  fonctions  transcoidentes^ 
Mem.  pres,  par  div.  sav.,  Bd.  7,  1841;  siehe  auch  Grelle,  4, 
1829  und  Oeuvres  compl,  Bd.  1,  S.  145,  1881. 

Die  betr.  Beweise  findet  man  bei  Clebsch-Gordan  und 
in  den  anderen  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  citirten  Arbeiten. 

Der  erwähnte  Abel*  sehe  Aufsatz  wurde  der  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Paris  am  30.  October  1826  überreicht,  aber 
erst  15  Jahre  später  1841  veröffentlicht.  In  der  Zwischenzeit 
erschienen  viele  Arbeiten  über  dasselbe  Thema  von  Abel, 
Minding,  Jürgensen,  Broch,  Richelot,  Jacobi,  Rosen- 
hain in  den  ersten  30  Bänden  des  Grelle* sehen  Journals. 

Vergl.  auch  das  neue  Werk  von  Baker,  ÄbeVs  Theorem 
and  ihe  allied  theory  induding  Üie  theory  of  the  ihetafundions, 
Cambridge  1897. 


Kapitel  XVI. 
Die  Theorie  der  elliptisehen  Fanetionen. 

§  1.    Die  Jaoobi*80heii  Thetafanotioneii. 

Die  Jacobi'schen  ^-Functionen  lauten  (Fundamenta  nova 
fkeoriae  funct,  ellipücarum,  Königsberg  1829;  Werke,  Berlin 
1881,  1,  S.  49—239,  §  60): 


OD 

^  (a;)  =  1  -f  2  ^(—  1)"?"'  cos  2vx  = 
=  ^(-l)'g'V-', 

OD 

OD 

*i(x)  =  22'(-  1)— '3*"'~'^'sm(2v—  l)a:  = 

+  » 

00 

00 

^^{x)  =  2^g4^-''~^^'cos(2v  —  l)x  = 

v  =  \ 

4-00 


+  00 


Q'^{x)  =  l  +2  ^V'  cos  2vx  =  ^q^e^'''^. 

V=l  00 

Diese  Reihen  convergiren  für  jedes  x,  wenn  mod  (Z  <  1   ist. 
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Die  '9'-Functionen  mit  imaginärem  Arg^ument  lassen  sich, 
wie  zuerst  Jacobi,  Fundammta,  §  56,  Ges.  Werke,  1,  S.  214 
gezeigt  hat,  auf  O- Functionen  reduciren,  in  welchen  das  Argu- 
ment reell  ist. 

Die  Function  9^  ist  eine  ungerade  Function;  die  übrigen 
sind  gerade. 

Es  gelten  die  Fonneln. 

»(a;  +  |«)  =  *,(a;), 


9ix±^i  log  q)  =  +  iq~^  c±"  »i  (x) , 
^1  (^  ±  1  '■  log  «)  =  +  «9"  *  e*  "'  ^  (»') . 
»»  (^  ±  "2-  '■  log  9)  =  +  9~  *  ''*"■  *»  (*)  . 

^s  (a;  ±  i  *  log  9)  =  +  r *  c± "*»(«;)  • 


^('<'+  l^  ±^  i^og  q)  =  q-U±"  »iix)  , 
»i(o:  +  i^±  l  i  log q)  =  q-*  e± " O, (x) , 
#,(a;+-^  «  ±  2-  «log«)  =  ±iq~^e±"9{x), 
»i(^  +  l  «  +  2  *  l°g*)  =  +  q-*e±"9,(x). 


9(x  +  n)  =  e{x), 
»i{x  +  n)  =  —  «•,  (x) , 
^g  (x  +  «)  =  —  *,  {x)  , 
«'s  (a;  +  «)  =  •»8  (x) . 

d (x  +  t  log  «)  =  —  q-^e±*"  9  (x) , 
^1  (x  +  i  log  g)  =  —  9-»  e±  «"■  ^^  (x) , 
»t  (x  ±  i  log  g)  =  +  3-1  c+  *"■  ^,  (x) , 
9,  (x  +  i  log  3)  =  +  g-»  «.± »'•■  ^,  (x) . 
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AUe  ^'Functionen  vmd  ihre  Dencirim  gemSgm  der  Diffe- 
reniicHgleifhung  CJacobf,  Crdle,  26): 

c9 


^—    4-4 

cx^    ^        C  (log  q) 


=  0. 


Wenn  die  x'  mit  den  x  durdi  die  Edationen 

^'i  =  ^(^t+^i  +  ^z  +  ^J^ 

X'i  =  \  (X^  +  ^1  —  ■3^1  —  ^4)  , 

^i  =  t  (j^i  —  ^2  +  ^  —  ^4)1 
^i  =  i(^i  — ^2  — ^s  +  ^4) 
verbunden  sind,  so  gelten  die  drei  Jac oh i' sehen  Formeln 

4  4  4  4 


4 


4 


4 


*=1 

4 


2J^(^*)  -/J*i('*)  -ll»(^^)  -YI»M)^ 


4 


4 


*=1 

4 


*  =  1 

4 


t/U< 


n»M)  -fj»t(^i^')  =fj»i(^k)  +r[»(^^) . 

i  =  l  *=sl  *=1  *=1 

Bezeichnet  man  das  Produd 

und  dasselbe  Produd  aber  nicfit  für  die  x,  sondern  für  die  Ar- 
gumente x\  mit 

so  erhält  man 

(0033)  +  (1122)  =  (0033)'+  (1122)', 
(0033)  —  (1122)  =  (3300)'+  (2211)', 
(0022)  +  (1133)  =  (0022)'+  (1133)', 
(0022)  —  (1133)  ==  (2200)'+  (3311)', 
(3322)  +  (0011)  =  (3322)'  +  (0011)', 
(3325)  —  (0011)  =  (2233)'+  (llOO)'. 


{ijhk)\ 


(3021)  —  (2130)  =  (3021)'—  (2130)', 
(2031)  —  (3120)  =  (2031)'—  (3120)', 
(1320)  +  (2013)  =  (1320)'+  (2013)'. 
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Die  Fundamentalformel,  aus  welcher  alle  diese  Formeln 
sich  ableiten  lassen,  wurde  von  Jacobi  in  einem  Brief  an 
Hermite,  Crdle,  32;  Werke,  2,  S.  115  mitgetheilt.  Auf  diese 
Formel  gründete  in  der  Folge  Jacobi  eine  ganze  Theorie  der 
eUiptischen  Functionen;  die  bezügliche  Arbeit  Jacobi's,  Theorie 
der  ellipt.  Fund.,  aus  den  Eigenschaften  der  Thetareihen  abge- 
leitet ist  uns  durch  Borchardt,  Jacobi's  gesammeUe  Werke,  1, 
S.  497  vermittelt  worden.  Siehe  auch  Bosenhain,  M^.  des 
savants  etrang.,  11,  S.  371. 

Aus  den  oben  angeführten  Jacobi' sehen  Fundamentalformeln 
ergeben  sich  weiter  die  folgenden: 

^*(0)  ^(xi  4-  Xi)  »(x^  —  x,)  = 

9\0)»,{x,+x,)»,ix,-x,)  = 

=  e,\x,)»\x,)-9»(x,)»,\x,), 
dj«(0)  9,(x^  +  x^)  &,  (x,  —  X,)  = 

^3*(0)  dl  (x,  +  X,)  dl  (xi  —  X,)  = 

«•,«(0)  dj  (xi  +  X,)  dj  (xi  —  X,)  = 

*s*(0)  *,(^i  +  Xj)  dj  (x,  —  X,)  = 

=  d»(xOd»(x,)  +  V(xi)V(x,)  = 


9\0)9{2x)  =  »*(x)  —  V(x)  = 
d,''(0)d,(2x)  =  VW  —  ^*(*)  = 

=  VW-V(x), 

V(0)^,(2x)  =  &*(x)  +  VW  = 

=  VW  + VW. 

d(0)dj(0)d3(0)di(2x)  =  2a(x)di(x)d,(x)d3(x). 
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Zwischen  den  ^-Functionen  desselben  Arguments  bestehen 
zwei  von  einander  unabhängige  algebraische  Bewirtungen.  Sie 
lassen  sich  durch  zwei  der  folgenden  vier  Relationen  darsteüen: 

V(o)  9'{x)^  ^'(o)VW  + V(o)V(*). 

e,\0)  »,%x)  =  »,\0)  »*  (x)  -  9»  (0)  9,'  (x) , 
9,\0)  a,\x)  =  ^,*(0)  9^{x)  -  9» (0)  d,* (x) , 

V(o) VW  =  ^(0)  »'(x)  +  V(o) VW- 

Durch  diese  Relationen  wird  das  Quadrat  einer  ^-Function 
rational  mittelst  der  Quadrate  zweier  anderer  ausgedrückt. 


Zwischen  den  geraden  &  und  der  Berivirten  von  ^^  gibt  es 
für  das  Argument  0  zwei  algebraische  Beziehungen: 

^i'(o)  =  ^(0)^,(0)^3(0). 

Andere  Relationen  zwischen  den  Berivirten  der  ^  für  das 
Argument  0  sind  di^  nachstehenden: 

—  3 1'.  +  5  ^  =  O«  +  V  +  V-    Pascal,  AwwoZi  di  mat.y 
^'  ^'  (2),  24,  1895. 

Die  Function  d^^  genügt  der  folgenden  Relation,  die  man 
nach  Halphen,  der  übrigens  mit  diesem  Namen  die  analoge 
Relation  bezeichnet  hat,  welcher  die  Weierstrass'sche  <y-Func- 
tion  genügt,  vergl.  §  3  und  Traue  des  fon<dions  elliptiques  von 
Halphen,  Paris  1886,  1,  S.  187,  244,  die  dreigliedrige 
Gleichung  (cquation  ä  trois  termes)  zu  nennen  pflegt: 

^i(^i  +  ^2)^1(^1  —  ^2)^1(^3  +  ^4)^1(^8  —  ^4)  + 
+  ^i(a?i  +  ^a)'^i(^i  —  ^8)^1(^4  +  ^2)^1(^4  —  ^2)  + 
+  ^1(^1  +  ^4)^1(^1  —  ^4)^1(^2  +  ^3)^1(^2  —  ^3)  =0. 

Die  Derivirten  der  Verhältnisse  der  &  lassen  sich  durch  die 
Verhältnisse  der  -O-  mittelst  der  Formeln  ausdrücken: 
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^«(0) 


X  &{x)  ^^  ^^^  &{jc)    &{x)  ' 


dx  »(x) 
d 
d 

^^■. 0,^(0) 

dx  &(x)  »  \  ^ 

_£  »^  (x)  _ 

dx  *',(x) 

d_9Jßc)^ 
dx  9,(x) 

d    *,(x) 


«■.(x)  *,(x) 


*2*(0) 


*«*(0) 


»*(0) 


».(^)fr.(^) 

*,(x)*,(x)' 
d(x)  ^,(x) 

*^)©~(^)' 

*(x)   fr,(x) 


dx  «■.(x)  "   ^"''  «•.(x)  ^,(x) 

Die  Berivirten  der  Logarithmen  der  9 -Functionen  lassen 
sich,  von  der  zweiten  Ableitung  an,  durch  die  9  selbst  ausdrücken. 
Die  entsprechenden  Formeln  lauten: 

-^  loa  «^M  —  *^  _  ^^M  V(^) 
dx«  "*»  *^W  ~   ^(0)  fl^»(0)     *>(x)  ' 

dx"»'°^^iW—  ^(0)  9'(p)   VW 

-^  wo  Cx)  =  ?:(2)  _  *I>(0)  V(^ 


dx« 


log*,(x)  = 


»"(0) 

'  »(.0)  ■ 


£I.*(o)  V(^) 

»«(0)   <^,«(x)' 


^log  0(x)  = 


d' 


^^^  W ^i(ij > 

^  d(x)».(x)»,(x) 


5^.  log  ^,  (.)  =  +  2*1'(0)  -^^.^— , 

Ä^og.3(:^)  =  +  2.1«(0)^M|j(^. 

Die  d"  sind  ganze  Functionen,  d.  h.  sie  werden  Itir  keinen 
endlichen  Werth  von  x  unendlich  gross.  Ihre  Nullpunkte,  d.  h. 
die  Punkte  der  Ebene,  in  welchen  die  -^  Null  werden,  sind  die 
folgenden: 

für  die  Function  d-^ix)  die  Punkte  x  =  nm  —  ni  log  q , 
„     „  „         &{x)     „        „       x  =  \i\o^q  +  m%  —  n%\ogq, 

V     »  »         ^ii^)    11        yi       x=—\%  +  m%  —  ni  log  q, 

„     „         „         ^sW    ^»        "       ^  =  —  i  TT  +  I  Mog  ^  +  mn 

—  nilogg, 
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worin  den  m  und  n  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Weiihe 
beizulegen  sind. 

Schliesslich  geben    wir   die  Entwickelungen  der   ^  in    un- 
endliche Producte  an: 


r=l  r=l| 

00  QO 

^^(a:)  =  2(?4  sin  xYJ{l  —  (Z^O/YC^  —  2^^'*  cos  2ä;  +  g*'') , 

OD  OO 

^^(a:)  =  2q\  cos  a* /TCl  —  Q^'')TJO-  +  ^(Z*'"  cos  2rr  +  gr*'*)  , 

OO  OD 

^3(a^)=jY(i  —  ^/oJY^^  +  ^^^'""^  ^^^  ^^ + 2*'"~^)- 

r  =  l  r  =  l 

Diese    Entwickelungen    findet    man    in    den    Fundamenta 
nova  von  Jacobi,  §  52,  61,  64,  65. 


§  2.   Die  elliptisohen  Functionen  JaoobPs. 

Wir  setzen: 

A:«+r''=  1, 


=  1/  ,-.-  cos  cp , 


*(x)       r  r 

-i^  =      -  Vi  —  fc-  sin-  w  =   ■-—  Jg> , 

*W       yk'  '^  ^       yk'    ^ 

Mittelst  dieser  Formeln  wird  cp  als  eine  gewisse  Function 
von  V  definirt;  sie  heisst  die  Amplitudenfunction  (Legendre, 
Fond.  ellipL)  und  wird   mit  am   bezeichnet,  man  schreibt  also : 

9  =  am  V . 
Die  Functionen  sin  (p ,  cos  cp  und  /icp  bezeichnet  man  kurz 
nach  Gud ermann,  Crelle,  18  mit 

sn  V ,     cn  V ,     dn  v . 
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Sie  weMen  nach  Jacobi  sinus  amplitudinis,  cosinus  ampli- 
tudinis,  delta  ampiitudinis  von  v  genannt  und  meistens  mit 
sin  am  r,  cos  am  e;,  J  am  v  bezeichnet;  sie  sind  die  drei  ellip- 
tischen Functionen  Jacobi 's  und  zwischen  ihnen  bestehen  die 
beiden  algebraischen  Beziehungen: 

sin*  am  t;  +  cos*  am  v      =  1 , 
J^&mv-\-  k^  sin*  am  v  =  1 . 

Diese  elliptischen  Functionen  wurden  von  Abel,  Cr  eile, 
1 — 5  und  Jacobi,  Fundam.  nov.  etc.,  1829  eingeführt  und 
studirt.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  Legendre  eUipUsdie 
Functionen  nannte,  was  wir  mit  elliptischen  Integralefi  bezeichnen. 

Die  inverse  Funktion  der  Amplitudenfunction  wird  durch 
ein  bestimmtes  Integral  ausgedrückt 

r      dw  '^' 

V 


J  yi  -  *»  sin»  7       J 


afp 


0  0 

welches  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  ist.  Siehe 
Kap.  7,  §  4. 

Die  drei  elliptischen  Fundionen  besitzen  ein  algebraisches 
Additionstheorem y  d.  h.  der  Werth  einer  von  ihnen  für  das  zu- 
sammengesetzte  Argument  i\  -|-  v^  lässt  sich  algebraisch  durch 
die  Werthe  derselben  Functionen  für  die  einfachen  Argumente  2\ 
und  v^  ausdräcJcen. 

Die  entsprechenden  Formeln  lauten: 

/      ,      s      sinami?,  cosamv,  z/amt?« -|-8inamt7,co8amt7.  z^ami?, 

sin  am  ( i\  -rVa)=^ -~     -^ — -.g  .  >       r-^-^ , 

\  i—  ^^  1  —  k* 8in* am v^  sm* am r,  ' 


cosam(ri±t;g)  = 


cos  am  i\  cos  am  v^  ^  sin  am  f  j  sin  am  t?,  J  am  Vi  J  ami;, 
1  —  k*  sin*  am  Vj  sin*  am  r,  ' 

/      ,      \      z/amt7.^amt72^A;*sinamVjsinamt7,cosamt7.cosamt;. 
\  1-^  ^y  1  —k*  sm*  am  t\  sm*  am  r. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  elliptischen  Functionen  Ja- 
cobi's  besteht  darin,  dass  sich  ihre  Derivirten  algebraisch  durch 
die  Functionen  selbst  ausdrücken  lassen: 


j~  sin  am  v  =  cos  am  v  J  am  v 
dv 


d 
dv 

d 
do 

Patcal,  Bepertorlam.  I. 


cos  am  V  =  —  sin  am  v  /df  am  t* , 
J  H.m  V    =  —  k^  sin  am  r  A  am  v 


27 
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Wir  wollen  die  Grössen 

n 


K  =  //'         ^f 


sin' 9 


(die   vollständigen  Integrale    Legendre's,  siehe   Kap.  7,  §  4, 
S.  155)  einführen,  bei  welchen  das  Symbol 


/ 


angibt,  dass  man  die  Integration  zwischen  den  bezeichneten 
Grenzen  auf  f/cradlinigeni  Weg  ausführen  soll.  Man  erhält  als- 
dann die  Formeln: 


^, 


n 


nv 


q  =  e 


K' 


Da  der  Modul  von  q  kleiner   als  1    sein  muss,  so  ist  der 

TT' 

reelle  Theil  des  Verhältnisses  -^  nothwendiger  Weise  positiv  und 
von  Null  verschieden. 

Die  drei  Functionen  Jacohi's  sind  doppelt  periodisch; 
sie  hleihen  unverändert,  wenn  das  Argument  v  um  ganze  Viel- 
fache der  folgenden  Grössen  wächst: 

1.  Für  sin  am  i;  um  die  Vielfachen  von  4  TT,  2iK\ 

2.  „      cos  am  v     „      „  „  „     4ir,  AiK', 


3. 


J  am  V 


2K,  4tiK\ 


Die  dem  Zuwachs  des  Arguments   um  halbe  oder  Viertel- 
perioden entsprechenden  Formeln  sind: 

sin  am  (y  -j-  2  K)  =  —  sin  am  t; , 
cos  am  (y  -f-  2/f)  =  —  cos  am  v , 
J  am  (v  -f-  ''^K)  =  J  am  V . 


§  2.    Die  elliptiBchen  Functionen  Jacobi's. 
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sin  am  (y  -j-  2  iK')  =  sin  am  v , 
cos  am  (v  -f-  2«iC')  =  —  cos  am  i; , 
2/  am  (v  -f-  2  iK')  =  —  ^  am  1; . 


/      1     xr\        C08  am  t? 

sm  am  (1;  +  A )  =  — , , 


COS  am  (t;  +  Ä")  =  —  Ä 


z/  am  t; 

^  sin  am  v 
z/  am  t;  ' 


z^  am  (t;  +  iC)  = 


r 


^amt7 


sin  am  (t;  +  %K'\  =  ^ — ;-■ 

^        '  ^  K.  am 


COS 


am  (t;  +  ilf')  =  ^ 


Ic  sin  am  t?  ^ 
z/  am  t7 


sm  am  v ' 
cos  am  27 


J  am  (y  +  iK'^  =  - 

^      '  ''        t  sm  am  v 

I>ie  sämmtlichen  drei  Functionen  Jacohi's  werden  in 
allen  Funkten 

v  =  2mK+  (2n  +  l)iK' 

unendlich  gross;  ferner  mrd 

sin  am  in  den  Funkten  v  =  2mK  -\-  2niK\ 
COS  am    „     „  „         1;  =  (2m  +  1)jK' +  2niK\ 

A  am    „     „         „         t;  =  (2m  +  \)K  +  (2  w  +  1)  xK 

gleich  Null. 

In  den  durch  halbe  oder  Viertelperioden  dargestellten 
Punkten  haben  die  Ja cobi 'sehen  Functionen  die  in  der  folgen- 
den Tabelle  angegebenen  Werthe: 


Argument 

sin  am  = 

\K 

1 

yi  +  k' 

\K 

1 
1/1  +  k' 

\K+iK' 

1 
yi    k' 

\K+iK' 

1 

yi  -  r 

27=» 
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Argument 

sin  am  =                      | 

K  +  ^iK' 
iJT+iiiT' 

i 

yk 
1 

yk 

i 

yk 
yk 

(t  /  -*          1         7          1          •  t  /  ^                     1    \ 

y^yk^y^  +  ^+^y^—^} 

■  -     -      ^T  /^         IT                  •  T  /-*                   T   ^ 

Argument 

cos  am  = 

iE  +  ir 

^E-\-iE' 

yF 
yi  +  k- 

yk- 
yi+k' 

iyw 
yi  -  r 

iyk- 
yi  -  k' 

yi  +  k 

yk 
iyi—k             1 

yk 
yi  +  k 

yk 
iyi—k 

yk 

E+^iE' 

^iE' 
E+liE' 

§  2.    Die  eUiptischen  Fanctionen  Jacobi's. 
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Argument 
liT+lii' 

cos  am  ^ 

1-iVk' 

1/2  yk            1 

1  -  i  yk' 

V2  yj 
i+iyv 
1/2  yic 
1  -  i  yk'' 
yi  yk 

Argument 

//am  = 

VF 

—iVF 

iW             j 

liK' 

yi  +  k 

yi  —  k 

-yi  +  k 

—yi  —  k 

•yfP'  j 

^K^^iK' 

•y/lP'  j 

|jr+ii2C' 

l^(/i  +  r+iyi-r) 
-^(1/i  +  r  +  il/r^^) 

JTcgenei'aüonsfälle,     Für  k  =  0  wird 
q>  =  am  v  =  t', 

/c=*,   ü:'  =  oo,   3  =  0,   r=ii 
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sin  am  v  =  sin  V, 
cos  am  V  =  cos  r, 
J  am  y  =  1 , 

Für  k'=  0  erhält  man 
1  +  tan  ?^ 

^  =  1^^ ;;;'    tan-  = 


1  — tan 


9'  2  c*'  +  l 


2r  =  oo,    r  =  f,    g  =  i,    fc  =  i, 


sin  am  «;  = 


e^'+e-"' 


cos  am  v  = , 

9 

/i  am  V  = 


so  ist 


In  diesem  Fall  werden  die  -^Functionen  divergirende  Beihen. 

§  3.    Die  vier  WeierstrasB'sohen  a-Funotionen. 

Setzt  man 

nu 

2(0 ' 

1   n^^'^'{0) 

'^  ~         12  0)    <^i(0)  ' 

XI    - 
'  X  2(0    2  Ol**'  '9'i(a;) 

n«)=ir«      *i(o)' 

1  •?    1 

Diese  0  sind  ganze  Functionen  von  u  und  lassen  sicJi  in 
Beihen  entwickeln ,  die  nach  ganzen  wachsenden  Potenzen  von  u 
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geordnet  sind;  die  erste  Fimdmi  ist  ungerade,  die  übrigen  drei 
sind  gerade  Fimctianen. 

Der  Term  mit  u  in  der  Entwickdung  von  ö(u)  hat  den 
Coefficienten  1  und  der  zweite  Term  (mit  u^)  fehlt. 

Bei'  erste  Term  der  EntwicTcelung  der  übrigen  ö  ist  1  und  in  der 
Efitwickelung  des  Producta  ^iO^)^2(}^)^i{'^)  f^^^^  ^^  Term  mit  u^. 

Per iodicitäts formein.     Wir  setzen 

log  q  =  inx  =  in  — ,     w"  =  co  +  w'. 

Aus  dieser  Annahme  und  aus  dem  Früheren  ergibt  sich,  dass 

der  imaginäre  Theil  von  —  positiv  und  von  Null  verscfiieden  sein 

muss.     Wir  setzen  femer 

tica   —ri  (0=    -1     V    =V  +  V  - 

Die  Grössen  w,  w'  heissen  Moduln  1*®'  Gattung,  iy,  i^' 
Moduln  2*«'  Gattung. 

Man  erhält  alsdann  die  Formeln: 

a{u  +2«)  =  —  tf(t<)e2'7(«+''0  ^ 

alu  +  2cö')  =  —  tf(w)c2'?'(«+^'), 

a{u  +  2o}")=  —  or(w)c2'7"("H-^"), 

ö^{u  +  2(1))  =  —  (yi(w)c2'?(«+"'), 

0^(u  +  2o}')  =  +  (yi(u)e2v'(«*H-^'), 

02  (w  +  2cö)  =  +  tfj(w)c2';(«+o>)^ 

a^(u  +  2«)  =  +  or2(V)  €«'/'('*+*"'), 

a^lu  +  2«)  =  +  (y8(u)c«'/(*'+*"), 

öj^u  +  2«)  =  —  or3(w)e«  »/'(«+*"'). 

Femer: 

^  ~"  ff(a))  '     ^   ""    <r(^)  '      ^     "~  "<T(ö  7  ' 

<y(t*  -f-  Co)  =  tf(o})e'?"tfi(?/), 
<y(M  +  ö)')  =  a(G))e*i'^a^(u), 
alu  +  w")=  (y(o}")c'7""(ys,(M). 
Die  Function  o»  genügt  den  folgenden  Beziehungen 

<^(«i  +  «^)  <^(wi  —  Wg)  ö(w3  +  wj  or(M3  —  tfj  + 
+  <y(wi  +  M3)  or(t*i  —  1I3)  <y(w4  +  Wg)  tf  (w^  —  m^)  + 

+  <y(«i  +  wj  <^K  —  ^4)  <y(^  +  «»)  <y(^  —  «3)  =  0, 
die  dreigliedrige  Gleichung  (^quation  ä  trois  termes), 
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^  ^— . :-- ^-  =  ^. log«.«..  —5i-,i«f «'«».' 


•  -    M.     ••   «, 


4^;« 


worin  '.7.  i:  «rine  beliebige  Pencutadoa  der  IndBCCs  L.  2, 3  daufSdlen. 


Wir  wollec  db^  folgenden  Gr&£Sfli  (öaB^s^mz 


^  =  I>1  —  "3  ■  ". 
<ä:'=  >  »fi  —  ^3  -  flu'. 

Wir  "r^rUzttn  rVm»»r: 
J  =  1*5  "^  —  "^  -    "2  —  "3."   '^1  —  ''3  *'    I)iscriininante  , 


/.  =  4  .- 


InTar Anten  . 


Mir  -niiL*   'ftfcnn: 


t   .     T      * 


a-, 


V..  =  —  A  ( ."*  r  ;i  **  ih'  —  3  iKi>.'  —  -1  *.-  —  2 i)^.. 

L'er  AJiSilruek  iieiÄ^c    .W;^nn(*     I^tniruiHK*:    'ltirt:h    den 

L*''j'  ffir''<tittM   Jiodu i   V    iarfh  <( alt .   \>f 


§  3.    Die  Tier  Weierstrass'schen  «r-Functioiieii. 
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Zwischen  den  vier  6  bestehen  zwei  unabhängige  algebraische 
Beziehungen;  insbesondere  gelten  die  vier  folgenden  Formeln, 
von  denen  je  zwei  sich  aus  den  übrigen  ergeben: 

"i'OO  -  «.*(«)  +  (^1  -  '•.)  «*(«)  =  0, 

<»»*(«)  -  ««*(«)  +  (^s  -  ^e)  «*(«)  =  0, 
(?3  —  e;)<Si\u)  +  (ei  —  fs)<Tg«(«)  +  (f,  —  c,)  <Js«(«)  =  0. 


Die  Jacobi 'sehen   Functionen  sind  mit  den   0-Functionen 
durch  die  folgenden  Kelationen  verbunden: 


sin  am  v 


=  V^^ 


a{u) 


cos  am  V  =  -Vn» 

^  am  i'  =     7-, , 

Die  Nullpunkte  der  <y  sind 

fiir  die  <y  die  Punkte  2m(ö  +  2na}'  =  w', 


—  COS  am  i' 
^  sin  am  v 

<'«(")  _  1//.  _ 

/d  am  V 
^  sin  am  t? 

<T(u)          »^"1 

^  sin  am  v 

1»      n 
11       ?? 


"1  »1 

^2    ?i 


„        (2  m  +  1)  w  +  2n(a'  =  m'^, 

^,        (2m+l)G)  +  (2n+l)«'  =  ir2, 

„        2m(K}  -{-  (2w  +  l)(ö'=  t^'g, 

worin    m   und    n    zwei  beliebige   ganze   positive   oder   negative 
Zahlen  bedeuten. 

Die  Entwickelung  in  unendliche  Producte  liefert: 


c(«)=«/J(l-l).^^-, 


<J.(m)  = 


'""'I7('-3 


+ 


e""» 


2  ir.-^ 


Setzt  man 
i>=  -  2i;/ 
so  wird 


-2V,^  =  12^: 


»^i?, 
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De.  =  4e,^  — |<72, 
7)^=0, 
-^'?=  6^2*07       -^^'=6^2«»',       I>v"=^9i^'\ 
Dß,  =  —  2ri,     D(o  =  —  27?;     2)g)"=  —  2i^", 
^"(*.\        n^/^A  _i_  1  r.  w2^AA        n  1  die     Differential- 

Die  Derivirteti  der  Moduln  nach  diesen  Modtün  selbst  sind: 

at]      2f/i        ,        A 
a«  =  ^li2^^^^  -^^j. 


ar?  2»/l  2  2\ 


t  Ä  a  log  j 

'^  ~  24  "~ä©^ ' 


^ 


t  TT  a  log  zi 

24  ~d~(ö~  ' 


Entwickehiyig  der  a  in  Beihen. 
Setzt  man 


r/2n  +  l 


<'^)  =  2^^"+^(2Mnjj' 


^  '2»  2n!' 
SO  erhält  man  die  Recursionsformeln 


^'•W=    S^fnlnf 


Oin-\-l  =  DÖ2„_i ^ g^O^n  -3, 

^2»—  -^^2n-2^   V*^,-  3  ^2^        ac 


JO 


(w  —  l)(2w 
6 


3)        (0 


§  3.    Die  vier  Weierstrass' sehen  <r-Functionen. 
Die  Reihenentwickelungen  lauten  daher 
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1      u  u  9        u  u 

+  (._?!^._,.,V)S  +  -  ■. 

c,(u)  =  1  -  e~  +  [lg,  —  3e,2)  J-J  +  [^g^—^g^e^  |-j  + 

I     /135         2  Ö      j        ,    99  \  w»<>    , 

Wünscht  man  auch  einen  Theil  der  noch  folgenden  Tenne 
zu  erfahren,  so  sehe  man  die  auf  S.  7  des  Buches:  Formeln 
und  Lehrsätze  von  Schwarz,  Göttingen  1885  angegebene 
Tabelle  nach. 

Die  or- Functionen  wurden  von  Weierstrass  bei  Gelegen- 
heit seiner  Berliner  Vorlesungen  eingeführt.  Näheres  findet 
man  in  den  citirten  Formeln  etc.  von  Schwarz. 

Degenerationsfälle.  Wenn  die  Discriminante  J  verschwindet 
und  daher  zwei  der  Grössen  e  einander  gleich  werden,  z.  B. 


so  erhält  man 


t'j  =  (^3  =  a, 

e^  =  — 2a, 
_  n_  1 


Die  <y-Functionen  werden  alsdann 

a(u)  =  — e"  2^'"*^  sin  (u  V —  3«) , 

^  ^        |/_  3a 

^1  (")  "^  c~  2" *"    cos  (w  y —  3 a) , 

<y8W  =  ß       ^  • 
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definirt 


§  4.    Die  Weier8tras8*80he  p-Funotion. 

Die  Function  p(ti)  wird  durch  eine  der  folgenden  Formeln 


p(u)  =  —  j^loga(u), 


P(«)  =  ^8  + 


4a)'  dx' 


-,log^i(a:), 


sin*  am  ("j/ej  —  «$  '  **) 

Sie  kann  auch  als  das  Integral  der  Differentialgleichung 

5'*=  4.8^  —  g^s  —  g^ 

mit  der  Bedingung  jp(0)  =  cx)  definirt  werden.  Diese  letztere 
Definition  kommt  der  anderen  gleich,  dass  die  Function  p  die 
inverse  Function  des  Integrals 

P{u) 

r  ds 

I  —  =  u     sei. 

J  2y{8-e,)(8-e,){8-e,) 

■x> 

Die  Fimction  p  ist  doppelt periodisüi  mit  den  Perioden  2  co,  2(o\ 

Sehr  wichtig  ist  das  Theorem  von  Weierstrass:  Jede 
eindeutige  doppelt  periodische  Fundion  ^(u),  die  für  endliche 
Werthe  von  u  den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt, 
und  welche  die  Perioden  2(0,  2(i)'  hat,  Msst  sich  rationell  durch 
die  Function  p  (u)  und  deren  Ableitung  p'  (u)  ausdrücken,  — 
Siehe  auch  Kap.  14,  §  4.  üeber  die  rationalen  Functionen  von 
2)  und  p'  vergl.  den  folgenden  Paragraphen. 

Den  Beweis  dieses  Theorems,  welches  zuerst  von  Weier- 
strass in  seinen  Vorlesungen  bekannt  gegeben  wurde,  hat 
Kiepert,  Crelle,  76,  S.  21,  1873  veröffentlicht.  —  Mit  einem 
ähnlichen  Gegenstand  beschäftigte  sich  Hermite,  Grelle,  82, 
S.  343.  Siehe  auch  Frobenius  und  Stickelberger,  Grelle, 
83,  S.  175,  1877. 

Es  gelten  die  Formeln 

.»-.(") -RS]' 


K.)-H.-)=[5|-T. 


§  4.    Die  Weierstrass'sche  p-Function. 
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sm  am  r 


cos  am  r 


V  piu)  -  e,  ' 


-^  am  r  =  1/  -)  :-        , 

y  pw  —  ^s 

!>'*(«)  =  V(w)  —  i72P(w)  —  i7s; 
dabei  ist  t;  =  ^e^  —  ^s  *  **»  vergl.  §  3. 


i'"(«)=6j>»(u)-ii,,, 
i>"'(u)  =  12p  («)!,'(«), 
j,i^(u)=  120i)»(«)  —  18//,i,(«)  —  12  j,,, 
2,v(„)  _  360i)»(«)i,'(M)  -  l%9^p'{u), 
j,vi(«)  =  36  [140i>*(tt)  —  285r,|>«(M)  — 
-  20</,i>(«)  +  ii^s*]- 


Verschiedene  Formen  des  Additionstheorems  für  p(u). 

.(.,+..)+p(«.)+.(.,)-i[^^?^^']'. 

Wenn 

Vi  +  "8  +  Ws  =  0 
ist,  so  hat  man 

111  1 

p(Mi)      pM      pM 
p\u^)     p{u^)     p(u^) 


=  0. 


Ist 
so  wird 

«!+«,  +  • 

• 

•  +  M,  =  0, 

1                           1 

1 

P{Ul)               P(»») 
J>'(«l)              P'if^i) 

•••      P{«n) 

i'"-*("l)      i'"-'(«8) 


„»-S 


(«") 


=  0. 
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Fügt  man  zu  dem  Argument  die  halben  Perioden  co, «'  hinzu^ 
so  erhält  man  die  Formeln: 

/       I        \  I     (^1  —  ^t)  (^  —  «s) 

piu  +  0,)  =  .1  +  -^(u)le,        ' 

Die  Punlde  von  der  Form 

2mco  +  2n(o\ 

worin  m,  n  ganze  Zahlen  bedeuten,  sind  die  sämmtlidien  und  die 
einzigen  Unendlichkeitspunkte  der  p -Function,  Sie  sind  solche 
von  der  ziveitcn  Ordnung, 

Die  Werthe  derp  und  j?'  für  Argumente,  die  Viertelperioden 
gleich  sind,  lauten: 

pQ + ^) = ^1 + y^i — ^2  v^i— ^8 » 

i>(Y  + ») = ^3  +  y^s — ^8  y^i — ^8 . 
i^(l  ±  ^) = ^2 + *  y^2 — ^'s  y^i — ^2  • 

i/g)  =  -  2(e,  -  r3)y^:^^  -  2(q  -  ^^y^^^^, 

^'fi) = ~  ^'(^1  ~  ^3)y^2— ^  —  2/(^2 — ^3)  y^i — ^8  7 
^'(y +'^)  =  ^'(^1  ~  ^3)  y^^ — ^3 — 2i  (^2 — ^^)yei — 63 , 
i^'g  ±  y)  =  ^(''i  -  ^2)y^^±  2/(^2  -  ^3)yv=^. 

In  der  Umgehung  des  Ptoiktes  u  =  0  lässt  si<:h  p  in  Beihen 
entwickeln,  deren  Coefficienten  rationale  Functiancn  von  g^,  g^  sind. 


§  4.    Die  Weierstrass'sche  jo-Function. 
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Darin  ist 


^2     «0^2' 


28^3» 

2*3.5' 
2*.  5  .  7     11  ' 


^10  2*  .  13  V  7    ^  2  .  3  .  ÖV  ' 


9%*9t 


^12  ~  2*-  3     6*.  7     11' 


n     —  1-  (—Im»' I 9,*_     \ 

«u  —  17  \2*  .  7»     11  .  13    '     2» .  3  .  58 .  13/  ' 

n      =  -L  /  ^l9i'9s L  ^»L    \ 

"16  19  \2«    5» .  7     11  .  13  "T"  2«  .  7»  .  13/  ' 


Femer  lässt  sich  p  in  eine  Doppelreihe  mittelst  der  Formel 
entwickeln: 

1 


i^W  =  ir«  +  ^'* 


*^^+5«^5:i+ 


^^  t 


j^\ 


in  welcher  w  =  2moi  -|-  2n(o  ist  und  sich  die  Summirung  über 
alle  Combinationen  von  m  und  n  (ganzen,  positiven  und  nega- 
tiven Zahlen)  erstreckt  mit  Ausschluss  der  Combination  0,  0. 
SpecieUe  Fälle  und  Degeneration  von  p.  Wenn  ^3  =  0  ist, 
so  erhält  man  den  sogenannten  harffionischcn  Fall;  das  elliptische 
Integral  lässt  sich  in 


1       /*     dg 
u  = —    I    ,  ^    - 


mnforlnen  und  die  p -Function  wird 

Die  Function  p  hat  in  diesem  Fall  die  Eigenschaft: 
p{iu)  =  —p{u). 

Ist  2(ö  eine  Periode,  so  ist  audi  2ico  eine  Periode. 

Für  ^2  =  ^  erhält  man  den  äquianJiamionischen  Fall. 
P'Fwiction  hat  alsdann  die  Eigcnsdiaft 
p{au)  =  ap{ti)\ 
darin   ist   a    eine   Cuhihvurzel    aus    der  Einheit.     Ist   2(0 
Periode,  so  ist  auch  2  a  cd  eine  Priodr. 


Die 


eine 
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Wenn  die  Discriminante  A  verschwindet,  so  degenerirt  die 
Function  ^  und  wird  eine  einfach  periodische  Function,  insbesondere 
entweder  eine  trigonometrische  oder  eine  aus  Exponentialgrössen 
zusammengesetzte  Function. 

Ist 

^2  =  ^3  =  «» 

so  wird 

^(,)  =  «_____, 

und  wenn  a  =  0  ist,  so  hat  man  einfach 
Ist  femer 


f ,  =  f,  =  a , 


so  wird 


iK«)  =  ^s  +  3 


CO  =  OO,        CO    = 


iit     1 


)/3a 


§  5.    Die  rationalen  Functionen  von  p  und  p\ 

Jede  rationale  Function  von  p  und  p'  lässl  sidi  als  eine 
lineare  Comhination  vom  Typus 

c  +^  c,  ?  {u  —  w,)  +^  c'^p{u  —  «;)  + 

ausdrücken,  die  in  Bezug  auf 

auf  p  (u)  und  die  successiveti  Derivirten  von  p  linear  ist.    Ferner 
ist  die  Summe  alle7-  c,.  Null: 

^c^  =  o; 

Die  Punkte  Uy  sind  die  Unendlichkeitspunkte  1^®'  Ordnung 
der  gegebenen  Function,  die  Punkte  i/«  die  2*®'  Ordnung,  die 
u'^  die  3*®'  Ordnung  u.  s.  w. 
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Jeder  rationalen  Function  von  p  und  p'  Jässt  sich  immer 
die  Gestalt  geben: 

6(u-'  u[)  o(u—  Hg)  .  .  .  a(u  —  m;) 
o(u  —  ««;')  ß(u  —  Mg)  .  .  .  ai^ü^^u";^ ' 

icarin  A  eine  Constante  ist,  die  u  die  NullpunJcte  der  Function, 
die  u"  die  üncndlichkeitspunkte  bedeuten  und  die  Summe  aller 
u    der  Summe  aller  u"  gleich  kommt. 

Diese  beiden  Ausdrücke  für  die  rationalen  Functionen  von 
p  und  p'  entsprechen  den  beiden  bekannten  Darstellungen  der 
rationalen  Functionen  einer  Variabelen  durch  Elementarbrüche 
und  durch  die  Zerlegung  des  Zählers  und  Nenners  in  Factoren. 

§  6.  Die  Transformation  der  elliptiBChen  Functionen. 
Es  mögen  die  beiden  elliptischen  Functionen  gegeben  sein: 
Pi  =p(au  +  ^  ö>i7  wi) 

2>/c  nothiv endigen  u/nd  ausreichenden  Bedingungen,  damit  sich 
die  erste  Function  p^^  durch  die  zweite  rational  ausdrücken  lasse, 
bestehen  darin,  dass  zwischen  den  halben  Perioden  wi,  wi,  a,  w' 
und  den  Zahlen  a,  b  Belationen  von  der  Form 
aoi  =  acöi  -j-  ßüöi, 
a(o  =  ywi  -|-  5cöi, 
b  =  (m  —  a  —  y)»!  +  (»  —  ß  —  ^)wi 
bestehen,  worin  a,  j3,  y,  d,  m^  n  beliebige  ganze  Zahlen  sind.    Die 
Ermittelung  eines  solchen  rationalen  Ausdrucks  von  p^  mittelst 
p  bildet  das  Problem  der  rationalen  Transformation  der  Function  p. 
Die  Zahl  a  heisst  Multiplicutor ;  es  lässt  sich  zeigen,  dass  man 
bei  der  rationalen  Transformation  von  p  den  Multiplicator  immer 
gleich  1  und  die  Zahl  b  gleich  Null  setzen  kann.    Die  Formeln 
für  beliebige  a  und  b  lassen  sich  leicht  aus  denen  für  a  =  1, 
5  =  0  ableiten. 

Die  Determinante 

'    ß 


d 


=  n 


ist  immer  eine  ganze  positive  Zalil  und  heisst  die  Ordnung  der 
Transformation. 

Die  Fxmdamentaleigenschaft  der  Zahl  n  lautet:  Es  sei  p^ 
ratiofial  durcfi  p  ausgedrückt: 

Paacal,  Bepertorinm.  L  28 


434     Kapitel  XVI.    Die  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

worin  9,  if;  zwei  Polynome  sind,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben;  alsdann  stellt  die  Zahl  n  den  Grad  der  Gleichung 

g)  (p)  —  j)^  ^(p)  =  0 

in  p  dar,  d,  h,  den  höheren  der  beiden  Grade  der  Polynome  q> 
und  if;;  mit  anderen  Worten:  sie  gibt  an,  tvie  viele  Werthe  von 
p  detnselben   Wcrth  von  p^  entsprechen. 

Wenn  man,  anstatt  von  der  elliptischen  Function  p,  von 
der  elliptischen  Function  sin  am  ausgeht,  so  lässt  sich  das 
Problem  der  rationalen  Transformation  für  sin  am  auf  analoge 
Art  aufstellen;  man  beachte  jedoch,  dass  das  eine  Problem  dem 
anderen  nur  in  gewissen  Fällen  entspricht. 

Die  nothivmdigim  und  ausreichenden  Bedingungen,  damit 

sin  am^  =  sin  am(a't'  +  b\  Äj,  K[) 
sich  rational  durch 

sin  am  =  sin  am  (i;,  K^  K') 
ausdrucken  lasse,  bestehen  darin,  dass  die  Beziehungen  gelten: 
a-  2K=a'2K^  +  ß'iK'^, 
a'iK'=y2K^  \- Ö' iK[, 
b  =  {2m'  +  l-a)K,+\{2n'-p')iK,, 

worin  a\  ß\  y\  ö'  ganze  ZaJilefi  bezeichnen. 

Hierbei  kann  man  nicht  mehr,  wie  im  vorhergehenden  Fall, 

den  Multiplicator  ohne  Weiteres  gleich  1  nehmen;  a'  hat  vielmehr 

hier  einen   von   der   Transformation   selbst   abhängigen   Werth; 

ebensowenig  kann  man  die  Zahl  b'  in  jedem  Fall  gleich  Null  setzen. 

Das  Problem  der  Transformation  lässt  sich  auch  so  fassen: 

Wenn  die  Differentialgleichung 

dy  ,  dx 

yll-~y^{l-l^y')  ~     '   y{l-x'){i-k^~x') 

gegeben  ist,  zu  ermitteln,  ic eiche  Beziehungen  zwischen  den  Con- 
stanten  /,  a\k  bestelieyi  müssen,  damit  das  Integral  dieser  GleicJiung 

y  =  q>{x) 

sei,   worin  q?  das  Symbol   einer  rationalen  Function  von   einem 
bestimmten  Grad  in  x  ist. 
Oder  auch: 
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Wenn  das  elliptische  Differential 
dx 


YiT—x*)  il  —  k^x^ 
gegeben  ist,  es  in  ein  anderes  van  derselben  Form,  d,  h,  in 
1  dy 

a'  y("i-y«)(l-2«y«) 

mittelst  einer  Transformation  y  =  (p(x)  von  gegebenem  Grad 
umzuformen  ufid  die  Belationen  zwischen  den  Grössen  ?,  a\  k 
aufzusuchen. 

Man  sieht,  dass  das  Problem  der  Transformation  der  ellip- 
tischen Functionen  in  dieser  letzteren  Form  sich  mit  dem  Problem 
deckt,  ein  elliptisches  Integral  in  ein  anderes  umzuformen; 
diese  Umformung  kann,  wenn  sie  auf  geeignete  Art  angewendet 
wird,  zur  angenäherten  numerischen  Berechnung  der  Integrale 
selbst  dienen.     Vergl.  Kap.  7,  §  4,  8.  157. 

Die  Transformationen  werden  durch  die  ganzen  Zahlen 
a,  ß,  y,  d  individualisirt;  man  stellt  sie  daher  durch  das  Symbol 


\y    d) 


dar,  das  gewöhnliche  Symbol  einer  linearen  auf  zwei  homogene 
Variabele,  die  hier  durch  co,  w'  vertreten  sind,  ausgeübten 
Substitution.  Siehe  Kap.  14.  Es  lässt  sich  beweisen,  dass  die 
Zusammensetzung  zweier  Transformationen  nach  der  bekannten 
Regel  für  das  Product  zweier  linearer  Substitutionen  geschieht. 
Jede  Substitution 


\y   d) 


von  der  Ordnung  n  =  ad  —  ßy  lässt  sich  immer  durch  eine 
geeignete  Multiplicaiion  mit  einer  Substitutiofi  1*®'  Ordnung  auf 
eine  solche  vom  Typus 


CD 


zto'Uck fahren,   in  welcher  d  einen  Theiler  von  n  bedeutet  und  v 
eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  die  Meiner  als  -,  ist. 

Solehe  Substitutionen  heissen  elefnefUar:  ihre  Anzahl  beträgt 

^  ~d' 

28* 
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worin  die  Summirung  über  alle  Theiler  d  von  n  za  erstarecken  ist. 
Ist  n  eine  PrimzaJd,  so  gibt  es  n  -{-  1  elementare  SubstUuiionen. 

Das  Product  zweier  elemetitarer  Sübstittiiionen  ist  ebenfalls 
eine  elementare  Substitution. 

Jede  Substitution  von  nicht  primer  Ordnung  lässt  sich 
abgesehen  von  Substitutionen  1*®'  Ordnung  aus  anderen  von 
primer  Ordnung  eusammensetzen. 

Alle  Substitutionen  !*•'  Ordnung  kann  man  aus  nur  zwei 
(Erzeugungssubstitutiofien)  bddefi : 


-CD-       B  =  (JJ)' 


Für   die   auf  die  halben  Perioden  co,  a    ausgeübte  lineare 
Transformation  gelten  die  folgenden  Resultate: 

1.  Die   Function  p   bleibt   unverändert,   d.  h.    die    Trans- 
formationsformel lautet  einfach  p^  =  p. 

2.  Die  Invarianten  g^^t  g^  ändern  sich  nicht. 

3.  Ebenso  bleibt  die  imgerade  <y-Function  die  nämliche. 

4.  Die  geraden  ö  und   die   irrationalen   Invarianten  e   da- 
gegen werden  nach  den  Formeln  vertauscht: 

a'i  =  <ji,    ei  =  fi, 

bei  der  Erzeugungssubstitution  A; 


(5$  =  (52,  ei  =  Ci 
<5i  =  (5^1  e'i  =  rs, 
a'i  =  öi,   ei  =  ^2, 


bei  der  Erzeugungssubstitution  B. 


5.  Die  transcen deuten  halben  Moduln  2*®'  Gattung  rj^  rj' 
werden  bei  der  linearen  Substitution  mittelst  derselben  Formeln 
transformirt,  wie  die  w,  w'. 

6.  Bei  der  auf  die  w  ausgeübten  Substitution  A  ändern  sich 

die  Grössen  x  und  r  =  —  nach  den  Gleichungen 

X^=X,  Ti  =  T+l 

um  und  werden  die  &  nach  den  Formeln: 

in 

in 
^ii^^  T  +  1)  =  ^^^2  (^>  ^)> 

&.^(x^  X  -\- 1)  =  &  (x^  t)     transformirt. 
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7.  Bei   der  auf  die   co   ausgeübten  Substitution  B  werden 
die  Grössen  x  und  t  bez. 


oc,  = 


X 


und  ändern  sich  die  d^  nach  den  Formeln  um: 

^»(f'  —  7)=«y^ö''"^8(^,o• 
8.  Während  p  bei  jeder  beliebigen  linearen  Transformation 
unverändert  bleibt,  verhält  sich  sin  am  nicht  so  einfach.     Wir 

/«  ß\ 
nehmen    an,    die   linearen   Substitutionen   I         )  würden   nicht 

mehr  auf  co,  w'  sondern  auf  2K,  iK'  ausgeführt.    Alle  möglichen 
Formen  der  Relation 

/         I    0.   i2\  C  +  D  sin  am  (t?,  ä:*) 

sm  am  (av  +  &,  l)  =  n'    \    -n'    -  '  "V" / «r 

V         '      '     /         C   +  D    sin  am  (ü,  k*) 

sind  dann  in  den  folgenden  24  Formeln  enthalten: 

isin  am  (+  t;,  ^•*)  =  +  ^^  *^  (*^>  ^*)? 
sin  am  (+ .  +  iiTx,  **)  ==  ±  ^^^j^^^^ , 

[  sin  am  ( +  A'v,  rrA  =  +  Ä  sin  am  (y,  Ä;*), 


in  am  f  +  A:e;  +  *^i\  ti )  =  i 


sm 


sm  am 


sin  am  (i?,  i'*) ' 


sin  am 


=    I    1  +  V^"  1  —  )/A;  sin  am  (y,  k^) 
—  l  —  y/k  1  +  J/Fsin  am  (u,  Jk«) ' 


^         1+yfc   1— Vfcsinamfa  fe«) 
^  1  —  j/l  1  +  yisin  am  (t?,  k*) ' 
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sm  am  i 


,    l—^k  1  +  yT  sin  am  {v,  k*) 

—  1  +  j/Ä  1  —  y  ^•  sin  am  (i?,  k*) ' 


8m  am 


sin  am 


i±[(-i-)'„_<^_..].[i±^')= 

_  —  l  —  ^k  l  +  yk  sin  am  (t%  k*) 
^  1  +  yT  1  —  )/ä;  sin  am  (v,  Ä«) ' 

,    1  +  t  }/^  1  —  t  Yk  sin  am  (v,  A:*) 

1  —  » yT  1  +  *  y  ^  sin  am  (r,  k^ ' 


sinam 


—  1  +  i  yr  1  —  i  yik  sin  am  (r,  ^•'^ 
1  —  t  yX  1  4- 1  y  jfc  sin  am  (r,  Ä;*) ' 


sinam 


l±[Nfe.%+.s  +  .j.[j±0|]'i= 


,    1  —  t y ^•  l  +  tyAt  sinam  {v,  k^ 

-"  1  +  «■  yi  1  —  1  Yk  sin  am  (t\  ^•*) ' 


sm  am 


—  1  —  i^k  1  +  lyk  sin  am  (r,  k^) 

l  +  ty1fc   l—iy^- sinam  (i\  A:«) 


Wir  haben  im  Vorstehenden  alle  diejenigen  Formeln  durch 
ein  Klammerzeichen  zusammengefasst,  welche  demselben  Werth 
des  transformirten  Moduls  Z^  entsprechen,  der  nur  sechs  ver- 
schiedene Werthe  haben  kann. 

Dabei  sitid  2Ki^  iKi  die  halben  Perioden  der  transformir- 
ten Function  sin  am. 

Transformation  ztveiter  Ordnung.  Die  auf  die  w,  w'  aus- 
geführten drei  elementaren  Transformationen  2'^'  Ordnung  sind: 


(•)=(rj. 


d.  h. 


0)  =  2a)^, 
co'  ==  «1, 
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d.  h.      ,  , 

G)    ==  2(01, 


CO  =  Ml  +  2  ooi . 

1.  Für  solche  Substitutionen  sind  die  entsprechenden  Trans- 
formationen von  p,  wenn  man  annimmt,  die  p -Function  auf  der 
rechten  Seite  habe  die  halben  Moduln  co,  cd': 

b)  i>(^«,  CO,   2J p^^).^^;^ , 

2.  Die  Transformationen  der  ungeraden  <y-Functionen  sind: 

a)  ö  (u;  J,  co')  =  ei''"\ (w) (J^  (*/) , 

b)  0  (m;  ö,  y)  =  cs'»"*(j(w)(y3(w), 

c)  <y  (w;  CO,  ^^-=-^)  =  c2 '«""tf  (m)  (^2  (?i). 

3.  Die  den  transcendenten  Moduln  2**'  Gattung  ^,  ^'  ent- 
sprechenden Transformationen  lauten: 

a)  ^1  =  i  ^1«  +  ^>     ^i  =  ^1«'  +  2^', 

b)  %  =  ^3«  +  2t?,     t?i  =  i  ejco'  +  t?', 

«)  %  =  ^2»  +  2^,     t/1  =  |^2(co'  — (o)  +  (f?'  — t/). 

4)  Die  den  geraden  <s  entsprechenden  Transformationen  sind: 

«,(«5^,0,     =V(«)—— ---«»'    , 

1>  (2) -!>(<») 


«s  (m;  |,  w')  =  ffj  (»)  ff»  (m)  c»  ''"*, 
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b)  ff,  (u;  «,  "  )  =  ff,  (tt)  ffg  (m)  e« '•"', 

p(u  +  «,)-p(|-) 

1>(<»)-I'(y) 

c)  ff,  (m;  m,  "  ~°'j  =  0,  («)  ffg  (m)  e« '•"' , 
«;  «,  — P")  =  « («) [p(«)  —  1»  (^)] e» ""', 

«'s  («;  «»,  -^-)  =  »1*  («)  — 7-^ f *      • 

5.  Die  irrationalen  Invarianten  e^^  fg,  e^  werden  nach  den 
folgenden  Formeln  transfomiirt: 


b) 
c) 


t'i'  =  r,  +  2  y<-,  —  e.  Vgl  —  f», 
''s  =  r,  —  2  y^',  —  Pa  l/e,  —  fs, 
ci=  —  2e,, 

'■i  =  —  2fs,     

'■8  =  f's  +  2  )/e,  —  ^3  y^i,  —  es, 
'•»  =  «'s  —  2  )/f,  —  <'3  Ve^  fj, 
'■i  =  —  2«',, 

t'8  =  «-g  —  2  i  l/i^  fi  |/<'i  —  f'g, 
''s 


<'3  =  e8  +  2iypg  — r,  j/f^ 


6.  Mittelst  der  gefundenen  Werthe  der  e'  lassen  sich  die 
Werthe  des  transformirten  Moduls  l^  in  jedem  der  drei  Fälle 
ermitteln.     Man  erhält: 


a) 
b) 


;-•  = 


j«  = 


j»  =  — 


(1  +  *')" 

(1  +*)"•' 
iikk' 


{k'  -  ik)' 
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7.   Die  ^-Functionen  ändern  sich  auf  die  folgende  Art: 

a)  ?i  =  </*,         X,  =  2x, 

^o  (2x,  9*)  =  2^.]/^  { VT=F0*(x,g)  -  Yl+k'»,\x,  q)  } , 
*,  (2x,  9«)  =  ^]/j  {VTT&"'*«  (x,  <?)  _ VT^^  ^,»(r,  9) ) , 

b)  gi  =  3»,         ari  =  x, 

^{^,Vq)  =  i.y^^^\^{x,q)  +  &,\x,q)\, 


9i  =  e     *  «* 


x.  =  a;. 


c)  

^1  G,  r^3^)  =  l/|^  ^3(x,  g)«,(x,  9), 

»,  (x,  c~  '"^  3"^)  =  ]/^"Tp7Jt)  <  *»*  ^^' '?)  +  •*!*  (^' '')  ^ 

8.  Wir  geben  jetzt  die  Transformationsformeln  für  sin  am 
aD.  Wenn  w,  co'  den  drei  obigen  Transformationen  unterworfen 
werden,  so  transformirt  sich  p  rational,  sin  am  dagegen  rational 
nur  bei  den  zwei  ersten  dieser  Substitutionen;  bei  der  dritten 
ergibt  sich  eine  irrationale  Transformation  von  sin  am. 
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Die  den  drei  angegebenen  rationalen  Transformationen  Yon  p 
entsprechenden  Umformungen  von  sin  am  sind: 

a)smam|(l+AOt;  +  if,,(^  \  =  ^^^^^k'>^,l^,^^(^,^jty 
die  Lande  nasche  Transformation,  siehe  Kap.  7,  §  4, 

b)  sm am    (1  +  k) v.  ,.    ,   ,,,    =  W^'z    ~i 1    i\i 

die  Gauss'sche  Transformation,  siehe  ebenda, 

c)  sin  am  {  (ä'  —  ik)  v,  —  ,^37^}  = 

{k'  —  ik)  sin  am  (v,  Ä:))/i  —  k*  sin*  am  (t?,  Ä*) 

r^  fc  (it  +  iA-')  sin «am(t;,  i)  ' 

die  irrationale  Transformation. 

Mit  der  Transformation  der  elliptischen  Functionen  haben 
sich  zuerst  Jacobi,  Fundam.  nova  etc.;  Ästron,  Nadir.,  6, 
Nr.  123,  127  und  Abel  beschäftigt,  Crdle,  3,  S.  169;  ib.,  4; 
Prcds  d'une  thf'orie  des  fondions  ellipt.,  Kap.  4,  5;  Ästron,  Nachr., 
6,  Nr.  138;  7,  Nr.  147.  Auf  Jacobi  und  Abel  folgten  zu- 
nächst Sohncke,  CrcUe,  7;  Plana,  Mem,  di  Torino,  1829 
und  dann  nach  vielen  Jahren  eine  andere  Arbeit  des  letzteren 
Autors,  Mem,  di  Torino,  1863;  Gnetzlaff,  Grelle,  12;  Guder- 
mann,  Grelle,  19,  25;  Herraite,  Joum,  d,  Liouv.,  3,  1858; 
9,  1844;  Gompt.  Eend.,  1862;  Grelle,  32,  40;  Cayley,  FItü 
3Ia{/.,  (4),  15;  Richelot,  Gompt.  Rend,,  1859;  Gordan,  Ueber 
die  Tramformation  der  6 -Functionen,  Dissert,,  Giessen  1863; 
Brioschi,  Gompt,  Rend.,  1874  und  sehr  viele  Andere,  von 
welchen  man  ein  Verzeichniss  in  dem  unten  citirten  Werk  von 
Enneper,  S.  427  u.  ff.  findet.  Die  Theorie  der  Transformation 
mittelst  der  Weierstrass' sehen  2? -Function  entwickelte  Felix 
Müller  in  der  Disseiiation ,  De  trafisf.  fund,  ellipiicarum, 
Berlin  1867;  eine  andere  Arbeit  desselben  Autors  führt  den 
Titel:  Ueber  die  Transformation  4^®"  Grads  di*r  ellipt,  Fmict,, 
Berlin  1872;  wir  verweisen  auch  auf:  Kiepert,  Grelle,  76,  87, 
88,  95;  3fath.  Ann,,  26,  etc. 
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elliptischen  Functionen.     Complexe  Multiplication. 

Das   Problem    der   Multiplication    des    Arguments    in    den 
elliptischen  Functionen  lautet: 
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Die  Formel  zu  finden,  mittelst  weldier  eine  elliptische  Func- 
tion (z,  B.  sin  am  oder  p),  deren  Argument  mit  einer  ganzen 
Zahl  n  miUtipUcirt  ist,  sich  durch  dieselbe  elliptische  Function 
mit  einfachem  Argument  ausdrücken  lässt. 

Das  Problem  der  Multiplication  mit  n  ist  ein  specielles 
Transformationsproblem  von  der  Ordntmg  n^;  bei  einer  solchen 
Transformation  bleibt  der  Modul  ungeändert. 

Handelt  es  sich  um  die  Multiplication  des  Arguments  in 
der  Function  sin  am,  so  lässt  sicJi,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl 
ist,  die  Function  sin  am  (nv)  immer  rational  durch  sin  am  v 
ausdrücken,  ist  dagegen  n  gerade,  so  ist  sin  am  (nv  +  -K^)»  worin 
2K  die  erste  halbe  Periode  der  Function  sin  am  bedeutet,  rational 
durch  sin  am  v  ausdrückhar  und  sin  am  (nv)  durch  eine  mit 


]/l  —  sin^  am  v  ]/l  —  k^  sin^  am  v 

nmltiplkirte  rationale  Function  von  sin  am  t\ 

Handelt  es  sich  dagegen  um  die  elliptische  Fimction  p  (w), 
so  gilt  der  Satz,  dass  sich  p{nu)  immer  rational  durch  p(u) 
ausdrücken  lasse. 

Zerlegt  man  n  in  seine  Primfactoren ,  so  kann  man  die 
Midtiplication  mit  n  stets  auf  successive  Multiplieationen  mit  2 
und  mit  ungeraden  Primfactoren  zurückführen. 

Die  Formeln  für  die  Multiplication  mit  2,  3  sind  für  die 
Function  sin  am: 

-            2  sin  am  vVl  —  sin*  am  v  VT  —  ä:'  sin*  am  v 
sm  am  2  v  = — , ,  .  -.       , 

sin  am  3  i;  = 

sin  am  t'  (  3  —  4  (1  +  k*)  sin* am  r  +  6 fc*  sin* am  v  —  k*  sin*  am  v ) 

1  —  6Ä:*sin*amt7-P4A;*(l  +  Ä:*)8in*amt?  — aik^sin^amr 

Die  Multiplicationsformeln  für  4,  5,  •  •  •  sind  bei  weitem 
complicirter.  Man  findet  sie  z.  B.  bei  Cayley,  An  elcmentary 
treatise  on  elliptic  fundions,  Cambridge  1876. 

Die  folgende  allgemeine  Formel  ist  bemerkenswerth ,  vergl. 
Enneper,  Elliptische  Functionen,  Theorie  und  Geschichte,  Halle 
1890,  S.  374,  jedoch  sind  die  Coefficienten  in  ihr  nicht  ex- 
plicite  in  Functionen  von  A;  ausgedrückt.  Die  Zahl  n  wird 
als  ungerade  Primzahl  vorausgesetzt. 
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1  — 


sinam(wt')  =  wsinamt;!  I 


.  ,       2wiC4-2m'»Ä" 
sm'  am 


1 — Ä*  sin*  am 


.  ,      ^mK+2miK'  .  , 

iTi*tiTr»  1 am' 


Sin'  am  v 


worin  das  Product  über  alle  Combinationen 
m  =1,  2,. 


2~' 


,'=0,  ±1,  ±2,...,  ± 


n  —  1 


und 


Im  =  0, 

lm'=  +  l,  +2,  +3,-.-,  +  -7- 


ZU  erstrecken  ist. 


Die  Multiplicationsformeln  für  die  Function  p  lauten: 


worin 


p{nu)=p{ii)  — 


^«-fl^n-l 


^2 


ist. 


t/^i  =  1, 

%  =  3i)^(M)  —  ^fJiP^u)  —  3^3i>(tt)  —  ^^,«, 

^4 =p'W{-  2i>^  +  y^p'  + 10/73/  +  I/72V  + 

Die  t/;  sind  durch  die  Recursionsformel  bestimmt: 

t^2n+l=  '^n  +  2'^l  t^„ _  1  t/;J 4. 1  , 

t/^2«      =  —  -7  (t/;„4.2t/^«-i  —  tf;„_2t/;J+i)- 

Ueber  diese  Formeln  siehe  Halphen,  TraitS  des  fonctwns 
i'Uipiiques  et  de  leurs  appUcations,  3  Bde.,  Paris  1886,  88,  91, 
1,  S.  102. 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  bat  Abel 
zuerst  in  seinen  liecherches  sur  les  fondions  elUpt,  OreUe,  d, 
S.  114  u.  146  behandelt,  dann  hat  Abel  in  Kap.  1|  §  4  und 


§  7.    Complexe  Maltiplication  des  Arguments. 
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Kap.  4,  §§  9  und  10  des  Pre'cis  d*un^  theorie  des  fmidhuff 
eUipfiques,  Grelle,  4  sowohl  die  Multiplication  wie  die  Division 
in  etwas  anderer  Art  als  in  dem  ersten  Aufsatz  ausgeführt. 


Das  Problem  dtr  complexcn  Multiplication  des  Arguments 
in  den  elliptischen  Functionen  kann  man  auf  die  nachstehenden 
verschiedenen  Arten  aussprechen: 

Wenn  ein  Folynom  4*®^  oder  3*®^  Grads  f{x)  gegeben  ist, 
welchen  Bedingungen  muss  dieses  und  die  cofnplea:  vorausgesetzte 
Zaid  m  genügen,  damit  die  Differentialgleichung 


dx 

VW)' 


ein  rationales  Integral  von  der  Form 

zulasse? 

Wenn  m  eine  reelle  ganze  ZaJü  ist,  so  hat  diese  Gleichung 
in  jedem  Fall  ein  hüexfral  von  der  angegebenen  Form  und  Icommt 
tnan  auf  das  Problem  der  gewöhnlichen  Midtiplicntion  zurück. 

Gibt  man  dem  Polynom  f{pc)  die  specielle  Legendre'sche 
oder  Weierstrass'sche  Form,  so  kann  man  das  Problem  auch 
80  fassen:  Weiche  besonderen  Bedingungen  müssen  die  Jacob  lo- 
schen oder  Weierstrass' sehen  elliptischen  Functionen  und  die 
Zahl  m  erfüllen,  damit  sich  sin  am  (mv)  rational  durch  sin  am  v 
ausdrückefi  lasse?  oder  damit  p(niu)  rational  mittelst  p(u) 
ausdrückbar  sei? 

Die  ZaJd  m  muss  die  Form  a  -\-  iYb  haben,  tcorin  a  und  b 
rationale  Zcdden  bedeuten. 


Das    Verhältniss    x  = 


der    Perioden   jener    elliptischen 


Functionen,  welche  complexe  Multiplicationen  gestutten,  muss  die 
Wursd  einer  Gleichung  zweiten  Grads  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
cienten  sein. 

Die  Moduln  der  elliptischen  Functionen,  welche  complexe 
Mnltiplication  a «1  asseu ,  b eissen  n  ei fli  "Kv  o  n  e  e  \  c  r  s h uj k h'h  * ' 
Moduln  und  haben  auch  sehr  interessante  algehraisobe  Eigene 
schftften. 

Die  Grundeigen  schauten  der  elliptisohen  Fuiiotionen  best. 
der  eoD^lrKen  Multiplication  wut^ea  von  ÄtMHMBMiEt  und, 
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theils  mit,  theils  ohne  Beweis  mitgetheilt.  Die  wichtigsten 
Arbeiten  darüber  verdankt  man  Kronecker,  Berl.  AJcad,  Mo- 
natsbcr,,  1857,  62,  63,  70,  75,  77,  80,  82  und  Hermite, 
Compt  Rcnd.,  1859.  Alsdann  citiren  wir:  Greenhill,  Complex 
muUiplicatwn  of  elUptic  fundiofis,  Camhr,  Phü,  Soc,  Proc., 
Bd.  4,  1883;  Weber,  Acta  math,,  6;  Pick,  Math,  Ann.,  25, 
26;  Sylow,  Journ,  de  Liouville,  3,  1887;  Kiepert,  Math, 
Ann.,  39;  etc. 

Ueber  die  Anwendung  dieser  Theorie  auf  die  Theilung 
des  Lenmiscatenbogens  siehe  Abel,  Oeuvres  complHes  de  N.  H. 
Abel  par  Holmboe\  Christiania  1839;  Hoff  mann,  Grelle,  48; 
Kiepert,  Grelle,  75;    Schwering,  Grelle,  107;   etc. 

Eine  Darstellung  der  Theorie  der  complexen  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen  findet  man  bei  H.  Weber,  Elliptische 
Functionen  und  algebraische  Zahlen,  Braunschweig  1897. 

Vergl.  auch  die  Betrachtimgen  von  F.  Klein,  Ausgewählte 
Kapitel  der  ZaJilenthearie ,  Vorlesungen  geh.  im  W.  S.  1895/96, 
und  S.  S.   1896,  autographirt. 


Die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ist  hervorgegangen 
aus  den  Versuchen,  das  Problem  der  Rectification  der  Ellipse, 
Hyperbel,  Lemniscate  etc.  aufzulösen.  Die  ersten,  die  sich  mit 
ihr  beschäftigten,  waren  Fagnano,  Landen,  D'Alembert, 
Maclaurin;  der  erste  aber,  der  die  zerstreuten  Resultate 
sammelte  und  allgemeine  Principien  aufstellte,  war  £uler, 
Kovi  Gomm,  Fetrop.,  10,  1764.  Auf  Euler  folgte  Legendre; 
er  behandelte  den  Gegenstand  in  verschiedenen  Memoiren, 
Mvm.  de  VAc.  de  Par.,  1786,  1793  etc.  und  veröffentlichte 
schliesslich  1825  sein  berühmtes  Werk:  Tratte  des  fonction^ 
elliptiqucs  et  des  integral s  euler ienncs,  Paris  1825,  1828,  2  Bde. 
mit  3  Supplem.  Legendre  nannte  die  elliptischen  Integrale 
dliptische  Functionen;  Abel  und  Jacobi  haben  zuerst  die  in- 
versen  Functionen  der  Integrale  betrachtet,  d.  h.  die  Function 
sin  am,  später  cos  am  und  /i  am  und  gaben  diesen  den  Namen 
elliptische  Functionen.  Wir  haben  diese  letzteren  daher  die 
Jacob  loschen  Functionen  genannt. 

Die  Zeit  von  1825  bis  1829  ist  wohl  die  wichtigste  für 
die  Theorie  der  elliptischen  Functionen;  denn  ausser  dem  classi- 
sehen  Werk  Legendre's  folgten  sich  in  diesen  Jahren  kurz 
aufeinander  die  genialen  Arbeiten  Abel 's  und  Jacobi 's.  Des 
letzteren  in  Königsberg   erschienene  Fundamenta  nova  theoriae 
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functionum  ellipticarum  sind  gerade  aus  dem  Jahr  1829.  In  diesem 
hervorragenden  Werk  begann  Jacobi  die  Theorie  der  ^-Func- 
tionen zu  studiren,  welche  er  dann  später  in  anderen  Aufsätzen 
weiter  entwickelt  hat.  Die  Geschichte  der  Lehre  von  den  ellip- 
tischen Functionen,  wie  diese  zu  jener  Zeit  1826 — 1829  sich 
ausgebildet  hat,  findet  man  in  dem  kleinen  Werk  Königs- 
berger's,  Zur  Geschichte  der  Theorie  der  elliptischen  Transcen- 
dentm  1826 — 1829,  Leipzig  1879,  auf  sehr  interessante  Art 
dargestellt.  Vergl.  auch  Casorati,  Teorica  d.  funzioni  di  varia- 
bili  complesse,  Pavia  1868.  Nach  Jacobi  machte  die  Entwick- 
lung der  Theorie  den  bedeutendsten  Schritt  vorwärts,  als 
Weierstrass  seine  <y-Functionen  einführte. 

Fast  Alle,  die  sich  in  diesem  Jahrhundert  mit  Analysis 
beschäftigt  haben,  zogen  auch  die  elliptischen  Functionen  mehr 
oder  weniger  in  den  Bereich  ihrer  Betrachtungen:  Cayley, 
Hermite,  Weierstrass,   Brioschi,  Klein  und  viele  Andere. 

In  Bezug  auf  eingehende  historische  Angaben  über  jeden 
einzelnen  Punkt  der  Theorie  verweisen  wir  auf  das  werthvolle 
Werk  Enneper's  Ellipt.  Fund,,  Halle  1890.  Ausserdem  sind 
zu  nennen  Briot  und  Bouquet,  Tlu'orie  d,  fonctions  elUptiques, 
Paris  1875;  Cayley,  1.  c;  Königsberger,  Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  ellipt.  Fund.j  Leipzig  1874;  Greenhill, 
TJie  applications  of  elliptic  functions,  London  1892;  Halphen, 
Paris  1886,  siehe  oben.  In  dem  letzteren  Buch  sucht  der 
Verfasser  die  elliptischen  Functionen  auf  elementarem  Weg  ein- 
zuführen, ähnlich  wie  es  mit  den  trigonometrischen  Fimctionen 
geschieht.  Uns  scheint  aber,  als  ob  diese  Methode  sich  nicht 
besonders  dazu  eigne,  eine  umfassende  und  allgemeine  Vor- 
stellung von  dem  Gegenstand  zu  gewinnen. 

Eine  Sammlung  von  Formeln  in  Bezug  auf  die  Weier- 
strass'sche  Theorie  findet  man  in  einem  kleinen  unvollendeten 
Werk  von  Schwarz,  Formeln  mid  Lehrsätze  etc.,  Göttingen 
1889.  Neuer  sind  die  Werke  von  Tannery  und  Molk, 
Elements  de  la  thi^orie  des  fondions  elliptiques,  Paris  1893; 
Appell-Lacour,  Principes  sur  la  theorie  des  fonctions  ellip- 
tiques et  applications,  Paris  1897;  Krause,  Theorie  der  doppelt- 
periodi^schen  Fund,,  Leipzig  1895  und  Pascal,  Funzioni  ellittiche, 
Mailand  1896. 

Die  elliptischen  Functionen  pflegt  man  auf  verschiedene 
Art  darzustellen;  entweder  geht  man  von  der  Inversion  der 
elliptischen  Integrale  aus  oder  von  der  allgemeinen  Theorie  der 
Functionen  und  wendet  die  letztere  auf  die  doppelt  periodischen 
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Functionen  an,  oder  man  legt  schliesslich  die  '^-Functionen 
Jacobi's  zu  Grunde  und  die  vielfachen  Relationen,  die  zwischen 
ihnen  bestehen.  Das  letztere  hat  der  Verfasser  in  seinem  Buche 
über  die  elliptischen  Functionen  gethan  und  sich  dabei  auf 
eine  Abhandlung  Jacobi's,  Theorie  der  ellipt  Fund,  aus  den 
Eigenschaften  der  Thäareihen  abgeleitet,  Werke,  1,  S.  497 
gestützt,  die  denselben  Zweck  verfolgte,  so  weit  es  zur  da- 
maligen Zeit  möglich  war.  Es  ist  übrigens  zweifellos,  dass  die 
anderen  Methoden  die  Grundprincipien  der  Lehre  von  den 
elliptischen  Functionen,  welche  eine  der  wichtigsten  in  der 
Mathematik  ist,   vollständiger  und  allgemeiner  darstellen. 

üeber   die    Theorie   der    doppelt    periodischen    Functionen, 
welche  die  allgemeinen  elliptischen  Functionen  sind,  siehe  Kap.  14. 


Kapitel  XVH. 
Die  hyperelliptisclieii  und  die  Abel'selieii  Fanctioneu. 

§  1.    Das  Umkehrungstheorem  Jacobi's. 

Wir  wollen  ein  AbeTscbes  Integral  vom  Geschlecht  j> 
betrachten  (vergl.  Kap.  15): 

r  =fF(w,  z)  dz, 

a 

Es  hat  2p  Periodicitätsmoduln,  wenn  es  von  keiner  anderen 
als  der  1*^^  und  2****  Gattung  ist;  der  Punkt  (w,  z)  ist  daher, 
als  Function  von  V  angesehen,  eine  2p'fBLch  periodische  Function. 
Aus  einem  berühmten  Theorem  Jacobi's  (siehe  die  periodischen 
Functionen  Kap.  14,  §  4)  weiss  man  nun,  dass  eine  solche 
Function  für^  i^  >  1  nicht  monodrom  sein  kann;  insbesondere 
hat  z^  als  Function  von  V  betrachtet,  nicht  etwa  einen  einziyen 
Werth,  smidern  un^idlich  viele  Werthe. 

Die  Inversion  (Umkehrung)  des  Abel* sehen  Integrals  lässt 
sich  daher  auf  die  oben  angegebene  Art  nicht  ausfuhren,  weil 
man  keine  monodromen  Functionen  erhalten  würde.  Jacobi 
überwand  die  Schwierigkeit  auf  die  folgende  Art  (De  theoremaie 
Äbeliano  ohservatio  oder  Cotmderati&nes  generales  de  transcen- 
dentit^us  Abelianis,  Crelle,  9,  1832): 

Man  setze 
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indem  man  der  Einfachheit  wegen  mit  e,-  einen  Punkt  der 
Rie mann' sehen  Fläche  bezeichnet,  der  jedoch  von  den  Werthen 
von  w  und  z  und  nicht  nur  von  den  Wertiien  von  z  allein  abhängt. 
Darin  sind  du^^  •  •  •,  dup  die  Differentiale  von  p  linear  von 
einander  unabhängigen  Integralen  1*®'  Gattung  imd  o^,  •  •  •,  Op 
feste  aber  willkürlich  gewählte  Punkte.  Die  Functionen  C/j,  •••, 
Up^  die  aus  der  Summe  von  p  ähnlichen  Integralen  bestehen, 
haben  dieselben  Periodicitätsmoduln,  wie  jedes  einzelne  der 
p  Integrale.  Werden  die  Integrale  solche,  die  wir  normal 
genannt  haben  (vergl.  Kap.  15,  §  5),  mit  den  Moduln  r  auf 
den  Schnitten  J5,  so  erhalten  die  linken  Seiten  dieselben  Moduln; 
wir  wollen  sie   Tj,   F^,  •••,    Vp  nennen. 

Sind  die  oberen  Grenzen  r^,  •  •  •,  Zp  festgesetzt,  so  ist  der 
Werth  der  U  bis  auf  die  Periodicitätsmoduln  bestimmt.  Man 
zerlege  nun  jedes  U  in  seinen  reellen  und  imaginären  Theil  und 
betrachte  einen  Raimi  von  2^)  Dimensionen,  in  welchem  die 
Coordinaten  eines  Pimktes  die  2^  Werthe  der  reellen  und 
der  imaginären  Theile  von   C/j,  •  •  •,   Up  sind. 

Nennt  man  im  Allgemeinen  (Otj  l  ..—i '  ../  2v)  ^^^  Perio- 
dicitätsmoduln von   C/,-,  setzt  ^'         »     '      / 

«.7  =  «/>  +  ßiJ  V—  1 
und   zeichnet  in  dem  genannten  Raum  alle  Punkt! 

(17)  =  (wi;,    (Oij,    •  •  •,    (Opj) 

auf,  welche  mit  dem  Punkt  {U)  =  {0)  die  Ecken  eines  Parallel- 
epipedons  in  diesem  Raum  bilden,  so  werden  die  diesen  con- 
gruenten  Parallelepipeda  eine  Theilung  des  ganzen  Raums  von 
2j)  Dimensionen  derart  bewirken,  dass  für  jeden  Punkt  des 
Raums  ein  ihm  äquivalenter  Pimkt  in  dem  ursprünglichen 
Parallelepipedon  existirt,  von  dessen  Coordinaten  die  seinigen 
sich  um  ganze  Vielfache  der  Periodicitätsmoduln  unterscheiden. 

Jedem  System  von  Punkten  z^^  •  •  •,  Zp  entspricht  ein 
Punkt  des  Anfangsparallelepipedons  in  dem  Raum  der  ?7;  ein 
System  von  j)  Punkten  kann  sich  im  Allgemeinen  nicht  so 
ündem,  dass  es  rorrmdndl  mit  sich  selbst  bleibt,  weil  es  ein 
allgemeines  und  kein  spedelhs  System  ist  (siehe  das  Riemann- 
R och' sehe  Theorem,  Kap.  15,  §  3).  Liegt  dagegen  ein  spedeUcs 
System  von  j)  Punkten  vor,  so  entspricht  allen  anderen  ihm 
conesidualen  derselbe  Punkt  im  Raum  (Z7). 

Jeder  Punkt  des  ÄnfangsparMelepipedans  in  dem  Baum 
drr  U  entspriM  bis  antf.tmm  gewissen  Ort  sing^ulärer  Funkte 


^^^^ 

!•     ^  "^^  r-^       - ^^jKw-^a^^^^ 

&■ 

WHH^ 

^^ 

^H 
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nur  einem  einzigen  der  Systeme  van  p  Punkten,  und  jedes  System 
voti  p  Funkien  entspricht  einem  einzigen  Funkt  des  Anfangs- 
parallelepipedons ;  die  cUleti  möglichen  System^m  von  p  Funkten  ent- 
sprechenden Funkte  U  füllen  das  ganze  Anfangsparallelepipedon  aus. 

Das  System  von  p  Funkten  kann  man  mithin  im  Allge- 
meinen als  eine  Function  derp  Argumente  U  auffassen;  insbesondere 
ist  eine  rationale  symmetrische  Function  von  p  heliebig  auf 
der  Jliemann' sehen  Fläche  gewählten  Fmikten  aJs  eine  monodrome 
Function  der  U  anzusehen;  eine  solche  Function  ist  das,  was 
man  eine  Ah eV sehe  Function  nennt  und  ist  eine  2p -fach 
periodische  Function  von  p  Argumenten,  Darin  besteht  das 
Umkehrungstheorem  Jacobi's,  das  er  selbst  zuerst  für  den 
hyperelliptischen  Fall  und  Weierstrass  für  den  Ab eT sehen 
Fall  bewiesen  hat  {Theorie  der  AbeV sehen  Functionen,  Grelle,  52). 

Um  die  AbeV  sehe  Function  zu   definiren,   kann   man   sich 

auch  eine  beliebige  rationale  Function  —  von  tv  und  z  denken 

und  die  p  Werthe  betrachten,  welche  sie  für  p  beliebige  Punkte 
annimmt;  diese  Werthe  sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung, 
deren  Coefficienten  monodrome  Functionen  der  Argumente  U 
und  rationale  symmetrische  Functionen  der  Coordinaten  der 
p  Punkte  sind;  eine  symmetrische  Function  der  ^  Wurzeln  einer 
solchen  Gleichung  ist  ebenfalls  eine  AbeV  sehe  Fumtion, 
Clebsch-Gordan,  AbeVsche  Fund.,  Leipzig  1866,  S.  138,  139. 
Die  Ab  er  sehe  Function  ist  nach  dem  Vorstehendon  für 
alle  Punkte  des  Raums  der  U  von  2p  Dimensionen  als  monodrom 
definirt  mit  Ausnahme  eines  gewissen  Orts  singulärer  Funkte 
von  p  —  2  Dimensionen,  in  welchem  sie  unendlich  viele  Werthe 
haben  kann.  Für  p  =  2  reducirt  sich  dieser  Ort  auf  einen 
Punkt  im  Fundamentalparallelepipedon,  z.  B.  den  Punkt  (0),  und 
alle  ihm  äquivalenten.  Für  p  =^  3  bildet  dieser  Ort  in  dem 
Grundparallelepipedon  eine  Varietät  von  einer  Dimension.  In 
solchen  Orten  nimmt   die  Abel'sche  Function   die  unbestimmte 

Form  -  an;   vergl.  Clebsch-Gordan,  a.  a.  0.,   S.  184 — 187. 

Die  Ermittelung  der  Ausdrücke  für  die  AbeTschen  Functionen 
mittelst  der  Integrale  U  bildet  das  sogenannte  Umkehrungs- 
probletn.  Es  wird  mit  Hülfe  der  d^Functionen  gelöst,  wie  in 
dem  elliptischen  Fall. 

Wenn  die  zu  Grunde  liegende  Rie  manu 'sehe  Fläche  hyper- 
elliptisch ist,  so  heissen  die  entsprechenden  Functionen  hyper- 
elliptische oder  auch  ultraelliptische  (Prym). 

29* 
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In  den  Weierstrass' sehen  Abhandlungen  werden  die 
Ab  einsehen  Functionen  mit  Al(Z7i,  •  •  •,  ü^  bezeichnet 

Grundlegend  für  die  Theorie  der  Abel' sehen  Functionen 
sind  die  Arbeiten  von  Weierstrass,  Crdle,  47,  52;  Biemann, 
Grelle,  54,  65;  femer  die  Werke  von  Clebsch-Gordan,  Leipzig 
1866;  Neumann,  Leipzig  1866,  1884;  Weber, Die  AheVschen 
Funct,  vom  (xeschlecht,  3,  Berlin  1876;  Thomae,  Eine  spec. 
Glosse  ÄbeVscher  Ftmä.,  Halle  1877,  1879;  Schottky,  Ahr. 
einer  Theorie  d.  AheVschen  Fund,,  Leipzig  1880;  Stahl,  Leipzig 
1896.    Weitere  Literaturangaben  findet  man  am  Ende  des  §  3. 


§  2.    Die  Haupteigensohaffcen  der  Abersohen  Fonotionen. 

l>ie  Derivirte  einer  Abel 'sehen  Funciixm  ist  ebenfalls  eine 
Ab eV sehe  Function, 

Ztcischen  i>  +  1  AheVschen  Functionen,  spedell  zu>isckm 
einer  AheVschen  Fwndion  und  ihren  p  Derivirten  1*®'  Ordnung 
besteht  eine  algebraische  Belation, 

Jede  Ab eV sehe  Function  lässt  sidi  rational  durch  i>  +  1 
geeignete  Ab eV sehe  Ftmetionen  ausdrücken,  spedell  durch  eine 
Ah eV sehe  Fundion  und  ihre  p  ersten  Derivirten. 

Jede  AheVsche  Fundion  besitzt  ein  algebraisches  Addi- 
tion stheo  rem,  d.  h.  ihr  Werth  für  die  Argumetite  Z7,-  -f"  ^/ 
lässt  sich  rational  durch  die  Werthe  von  i^  +  1  AheVsdiCfi 
Fundionen  für  die  Argumente  Ui  und  Ui  ausdrücken. 

Man  beachte  die  Analogie  dieser  Theoreme  mit  den  Sätzen 
über  die  doppelt  periodischen  (elliptischen)  Fimctionen.  Siehe 
Kap.  14,  §  4.  Näheres* findet  man  z.  B.  bei  Stahl,  Theorie  d. 
Abersche7i  Funct.,  Leipzig  1896,  S.  305  u.  ff. 


§  3.    Die  ^-Reihen  mit  p  Argumenten  und  ihre 
Eigenschaften. 

Wir  wollen  die  schon  bei  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  eingeführten  -O^-Reihen  (Kap.  16,  §  l)  verallgemeinern. 
Wir  setzen 


^(,.  ...,^)  =  Va' 


+  00 

■2« 


worm  —  °° 
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ist  und  die  Summirung  sich  über  alle  möglichen  Combinationen 
der  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen  w^,  ti^^  •  •  •,  Wp  zu 
erstrecken  hat. 

Die  Grössen  r^,  •  •  •,  Vp  heissen  die  Argumente  der  0-Func- 
tion  und  t^,  Tjj,  •  •  •,  tpp  ihre  Moduln,  welche  den  Relationen 
^ij  =  '^ji  genügen, 

Soll  eine  sokhe  Reihe  convergent  sein,  so  ist  es  nothwendig 
und  ausreichend,  dass  die  Determinante 


Tu 


^ip 


Tpl   •  •  •     Xpp 

in  welcher  x'  den  reellen  Theü  von  r  bezeichnet,  von  Null   ver- 
schieden sei  utul  dass  die  Form  zweiten  Grads 


^tikfiink 

definit  sei  und  das  negative  Vorzeichen  habe. 

Sind  diese  Bedingungefi  erfüllt,  so  stellt  O  dne  für  alle 
endlichen  Werthe  der  Argumente  stets  endliche  und  stetige  Function 
dar;  fernei'  genügt  sie  den  folgetiden  Functionalheziehungen: 

1.  Wächst  Vk  um  ni,  so  bleibt  die  Function  unverändert, 

2.  Wcfin  die  Argumente  v^,  •  •  •,  Vp  bez.  um  tü,  1*2?  •  •  •,  t^ja 
vermehrt  werden,  so  wird  dadurch  die  Function  mit 

nnilfipUcirf. 

Durch  Combinaüon  dieser  beiden  Beziehungen  ergibt  sich 
allgemeiner: 

3.  Bezeichnet  man  mit  g^,  g^,  •  •  •,  gp\  h^,  /fg,  •  •  •,  hp 
ganze  Zahlen  und  setzt 

Gk  =  hkni  +  ^gjrkjj 
J 

G  =  2^gjVj  +^rjkgjgk  +  2iit^gj,hk, 


so  ist 


Jk 


^O'i  +  (^u  •••?  ^P  +  (^p)  =  ^K,  •••,  ^p)c"' 


4.  ^  ist  eine  gerade  Function, 

5.  Sie  und  alle  ihre  Berivirt<in  genügen   den  J>ifferential' 
gleichungen: 


2  —  =  -  - — 


a.,. 


CV:^ 
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Diese  Eigenschaften  sind  charakteristisch  ftlr  d^\  d.  h.  eine 
Function,  welche  sie  besitzt,  muss  bis  auf  einen  Factor  gleich  O  sein. 

Wir  wollen  nun  mit  g^^  •  •  •,  gp]  7?i,  •  •  •,  hp  eine  Beihe 
nicht  ganzer,  sondern  gebrochener  ZMen  bezeichnen,  welche  alle 
denselben  Nenner  2  besitzen,  und  können  uns  darauf  beschranken 
nur  die  beiden  Fälle  zu  betrachten,  in  denen  der  Zähler  entweder 
Null  oder  1  ist. 

Wir  bilden  mittelst  dieser  Zahlen  g^  h  die  oben  angegebenen 
,    Gf,    und     fahren    hierauf    die    Function 


Ausdrücke    G^ , 


oder  auch  durch 


Vp  -j-  Gp)  ein,  die  wir  durch  das  Symbol 


9  (f )  00     darstellen. 


.) 


Diese  Function  ist  eine  neue  von  dem  früheren  O  ver- 
schiedene Function,  während  d^  seinerseits  in  diesem  allgemeinen 
Symbol  enthalten  ist,  wenn  alle  Zahlen  g  und  h  gleich  Null 
gesetzt  werden.     Das  Symbol 


(9.  ■ 


^h 


!Jlp\ 
hJ 


oder 


(f) 


heisst  die  Charaktei'istih  der  Function  -^  und  jeder  Charakteristik 
entspricht  ein  Q-^  zwei  Charakteristiken  aber,  deren  entsprechende 
Zahlen  um  ganze  Zahlen  differiren,  ergeben  dasselbe  Q^  bis  auf 
einen  Factor;  es  gibt  daher  so  viele  '9',  als  sich  Charakteristiken 
derart  bilden  lassen,  dass  die  entsprechenden  Zahlen  zweier  von 
ihnen  sich  nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Es  genügt 
daher,  wie  gesagt,  sich  auf  die  Charakteristiken  zu  beschränken, 
bei  denen  die  Zähler  der  Brüche  g^  h  nur  die  beiden  Werthe  0 
und  1  haben. 

Aus  einem  Grund,  der  seine  Erklärung  in  den  Betrachtungen 
des  folgenden  Paragraphen  4  findet,  pflegt  man  die  Anzahl  p 
der  Argumente  der  Q^  auch  das  Gesdilecht  der  ^  oder  der  ent- 
sprechenden Charakteristiken  zu  nennen. 

Es  gibt  2^P  CharaMeristiken  'vmn  Geschlecfd  ]),  die  man  als 
verschieden  anzusehen  hat  und  mithin  ehensoviele  Functionen  ^; 

das  im  Anfang  construirte  %^  hat  die  Charakteristik 


/o...oy 
\o  ...  0/ 


Diese  Functionen  d^  sind  gerade  oder  ungerade,  je  nachdem 
die  Summe 
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4  (giK  +  9^h  H f-  9ph) 

gerade  oder  ungerade  wt    Dabei  sind  unter  g,  h  die  Brüche  mit 
dem  Nenner  2  verstanden. 

Wir  könnten  aber  auch  mit  gi  " '  gp-,  f^i  "  -  hp  nicht  die 
Brüche  mit  dem  Nenner  2,  sondern  die  Zähler  dieser  Brüche 
bezeichnen;  alsdann  sind  die  ZaJilen,  welche  die  Cliarakt^istik 
bilden,  keine  Brüche  mehr,  sondern  ganze  Zahlen;  man  erhält 
so  eine  Vereinfachung  der  Symbole.  Man  nennt  die  Charakteristik 
gerade  oder  ungerade,  je  nachdem  die  entsprechende  «^-Function 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Legt  man  den  Symbolen  die  soeben  angegebene  Bedeutung 

bei,  so  erhält  man  den  Satz:  Die  Cliaraldeiistik  (    j  ist  gerade 
oder  ungerade,  je  nadidem  die  Summe  ' 

gerade  oder  ungerade  ist. 

Unter  Summe  zweier  oder  mehrerer  Charakteristiken  ver- 
steht man  diejenige  Charakteristik,  deren  Elemente  den  Summen 
der  homologen  Elemente  in  jeder  der  gegebenen  Charakteristiken 
congruent  (mod.  2)  sind. 

Die  Anzahl  der  geiaden  «^  beträgt  2^  ~^  (2^+1)  und  die 
der  tmgn'aden  2p~~^  (2^ —  1);  für  p  =  1  gibt  es  3  gerade  und 
1  ungerades  %^  (Kap.  16,  §  1);  für  p  =^  2  dagegen  10  gerade 
und  6  ungerade  und  für  p  =  3  sddiessUch  36  gerade  und 
28  ungei'ade  %. 

Die  so  gebildeten  %^  genügen  sämmtlidi  denselben  oben  an- 
gegebenen Differentialgleichungen. 

Äussei'dem  erfüllen  sie  die  Functionalbeziehungen 

Man  kann  diese  Belationen  als  Verallgemeinerungen  der- 
jenigen ansehen,  denen  die  Fund  amental function  -ö-  genügt. 

Wie  zwischen  den  elliptischen  «^-Functionen,  so  bestehen 
auch  zwischen  den  allgemeinen  homogene  algebraische  Relationen. 
Zwei  verschiedene  Arten  solcher  Relationen  für  j;  =  2  wurden 
von  Göpel  und  von  Rosenhain  aufgefunden  (siehe  die  Literatur- 
angaben weiter  unten)  und  später  von  Anderen  (siehe  unten) 
auf  den  allgemeinen  Fall  ausgedehnt. 


456    Kapitel  XVII.  Die  hyperelliptischen  und  Aberschen  Fimcti(meii. 

Wir  lassen  hier  einige  Angaben  über  sie  folgen. 

Man  sagt,  vier  &  vom  Geschlecht  2  bilden  eine  Qöpel'sche 
Quadrupel,  wenn  sie  entweder  alle  gerade  sind,  oder  gwei  gerade 
und  zwei  ungerade  und  überdies  deraxt,  dass  ihre  Charakteiistiken 

zur  Summe  die  Charakteristik  (  J  haben;  man  sagt  ferner, 
vier  Q'  bilden  eine  Bosenhain'sche  Quadrupel,  wenn  die  Summe 
ihrer  Charakteristiken  wieder  Null  (  j  ist,  und  wenn  eine  un- 
gerade und  drei  gerade  oder  drei  ungerade  und  eine  gerade  sind. 
So  ist  z.  B.  die  Quadrupel 

Vi  0/ '  VI  0^ '  \o  1/ '  \o  i) 

eine  Göpel'sche  und  die  Quadrupel 

(l  o)'   (lo)'   (l  ij'  (l  l) 
eine  Rosenhain' sehe  Quadrupel, 

Es  gibt  60  GöpeVsche  und  80  Bosenhain'sche  Qu^adrupd, 

Zimsdien  den  Quadraten  von  vier  einer  GöpeVschen  oder 
Rosenhain'schefi  Quadrupel  entsprechenden  «^  besteht  immer  eine 
homogene  rationale  Relation  4*®*^  Grads,  (GöpeVsche  oder 
Rosenhain' sehe  Relation.) 

Dieses  Theorem  steht  in  enger  Beziehung  zu  der  Theorie 
der  Kummer'schen  Flächen,  siehe  Bd.  2,  Kap.  12,  §  3. 

Nimmt  man  als  Zahlen,  welche  die  Charakteristiken  zu- 
sammensetzen, nicht  solche  mit  dem  Nenner  2,  sondern  mit  den 
Nennern  3,  4,  •  •  •,  so  erhält  man  andere  Functionen,  die 
complicirter  sind,  als  die  hier  betrachteten. 


Die  -9^ -Functionen  für  ein  beliebiges  p  hat  Riemann  in 
seiner  berühmten  Abhandlung  über  die  Abel' sehen  Functionen, 
Grelle,  54  und  in  anderen  Schriften  studirt  (Grelle,  65).  Für 
2)  =  2  wurden  sie  in  ihren  vielfachen  Beziehungen  untersucht 
von:  Göpel,  Theoriae  transcendentium  Äbelianarum  primi  ordinis 
adumbratio  levis,  Grelle,  Bd.  35,  1847,  deutsche  Ausgabe  von 
H.  Weber  in  Ostwald's  Klassikern  der  exacten  Wissensch.; 
ßosenhain,  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  ä  quatre 
pcriodes  qui  sant  les  inverses  des  integrales  ultra-eUiptigues  de  la 
pr emier e  classe,  M^,  sav.  ärang,,  Bd.  11,  1851,  ebenfalls  von 
H.  Weber  herausgeg.,  siehe  Ostwald's  Klass.  und  Hermite,  Sur  la 
theorie  de  la  transformution  des  fonctions  Äbeliennes,  Gompt,  Rend., 
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Bd.  40,  1866;  andere  wichtige  Arbeiten  über  die  Theorie  der 
0-Functionen,  ihre  Relationen  und  die  Theorie  der  Charakte- 
ristiken sind  von  Brioschi,  Ann,  di  mat,,  1881,  welcher  die 
GöpeTschen  Relationen  auf  den  allgemeinen  hyperelliptischen 
Fall  ausdehnte;  Prym,  Untersuchungen  über  Biemann's  Theta- 
formel  wnd  die  Biemann'sche  Charakteristikenthearie,  Leipzig  1882; 
Krazer,  Theorie  der  zweifach  unendl.  Thetareihen,  Leipzig  1882; 
H.  Weber,  Anwendung  der  O-Fundionen  v.  2  Var.  auf  d.  Theorie 
der  Bewegung  e.  festen  Körp,  in  einer  Flüssigkeit,  Math,  Ann,, 
14,  1879;  Kummer' s  Fläche  4,  Ordnung  mit  16  Knotenpunkten 
u.  O'Funct,  mit  2  Var.,  Crelle,  84;  Prym  und  Krazer,  Neuer 
Beweis  für  Biemann's  Thetaformet;  Ableit.  einer  allg.  Theta- 
formel;  Verallgemeinerung,  Acta  maih,,  3,  1883;  Stahl,  Das 
Additionstheorem  d,  9 -Fund,  mit  p  Argumenten;  Bew,  eines 
Satzes  V.  Biemann  über  die  Charakteristiken,  Crelle,  88,  1879; 
Frobenius,  Crelle,  89;  Krause,  Hyp,  Funct,  Leipzig  1886; 
Schottky,  Abriss  einer  Theorie  d,  Abel' sehen  Funct,  v,  3  Var,, 
Leipzig  1880  und  Wirtinger,  Untersuchungen  über  Thetafunct,, 
Leipzig  1895. 

Ein  vollständigeres  Literaturverzeichniss  über  die  -ö"- Func- 
tionen findet  man  bei  Forsyth,  Biil,  Trans.,  1882,  S.  785. 

Ueber  die  höheren  Charakteristiken,  d.  h.  mit  einem  Nenner, 
der  grösser  als  2  ist,  verweisen  wir  auf  die  Arbeiten  von 
Krazer,  Thetafundionen ,  Giarakterisiiken  aus  Dritteln  ganzer 
Zahlen,  Math,  Ann,,  22,  1883;  von  Braunmühl,  Math,  Ann,, 
32.  Für  p  =  1  siehe  auch  Thomae,  Darstellung  des  Quotien- 
ten zweier  ^-Fu/nd,  der  alg,  Fund.,  Math,  Ann.,  6,  1873; 
Klein,  ib.,  17,  S.  133,  565;  Bianchi,  ib.,  id.,  S.  234. 

Untersuchungen  über  die  sogenannte  Configuration  der 
Charakteristiken  für  j?  =  3  imd  |?  ==  4  und  über  die  geometrischen 
Anwendungen  dieser  Theorie  findet  man  bei  Pascal,  Ann,  di 
mat.,  (2),  20,  21  und  Bend,  Lincci,  1892,  1893. 


§  4.     Die  ^-Fxinotionen,  welche  bu  Argumenten  die 
Aberschen  Integrale  erster  Qattung  haben. 

Man  kann  annehmen,  die  Moduln  r  der  ^-Functionen  seien 
die  Periodicitätsmodtdn  eines  Systems  normaler  Integrale 
1*"'  Gattung,  weil  die  Bedingungen,  welche  die  letzteren  •  zu 
erfüllen  haben,  identisch  sind  mit  denen,  welchen  die  t  genügen 
müssen,  wenn  die  entsprechende  '^-Function  convergiren  soll. 
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Wir  geben  jetzt  in  den  O- Functionen  den  Argumenten  «%• 
die  Werthe 

fdvi  —  ei,     i=  1,  2,  ...,  p, 

a 

t 

wobei   Ci  willkürliche  Constante   und    /^t',-,   p  Normalintegrale 

z  a 

1^^  Gattung  bedeuten;  für   jdvi  wollen  wir  den  Buchstaben  tv 

a 

verwenden;  die  O  werden  auf  diese  Art  Fimctionen  der  Punkte 
der  Mi emann' seilen  Fläche, 

Die  so  gebildete  Function  %^  ist  für  jeden  PunJä  z  der 
Biemann' selten  1  lache  stets  endlich  und  st^ig;  hei  dem  Durch- 
gang durch  die  Schnitte  A  und  die  Schnitte  C  heltält  sie  den- 
seihen  Werth;  geht  sie  dagegen  auf  der  Biemann'sdien  Fläche 
durch  den  Schnitt  Bi,  so  uird  sie  mit 

multiplicirt. 

Jede  derartige  &- Function  hesitzt  auf  der  Bie mann' sehen 
Fläche  genau  p  Nullpunkte  e^^  •  •  •,  dp,  welche  den  Belciiiancn 

/  +•••  +  /  ^  ^Y  —  Ci     (mod.  T  und  ni) 

a  a 

geniigen;  d,  h.  die  auf  den  linken  Seiten  stehenden  Summen  sind 
his  a\if  eine  lineare  Comhination  mit  ganzen  Coefficienten  d^r 
Moduln  T  und  iti  (welche  die  Periodicitätsmoduln  der  Integrale 
1*®'  Gattung  sind)  gleich  ki  —  c,-,  worin  die  k  von  den  Punkten 
z  und  den  Constanten  e,-  unahhängigc,  dagegen  von  den  Schnitten 
der  Biemann' sehen  1  lache  ahhängige  Constante  hedeuten,  Tlieorem 
von  Biemann,  Cr  eile,  65. 

Wenn  die  Constanten  d  so  beschaffen  sind,  dass  ^  identisch 
d,  h.  für  jeden  Werth  von  z  Null  wird,  so  sind  die  p  Punkte 
Zi^'"',  Zp  Nulljninkte  einer  adjutigirten  Curve  dei'  (n  —  3)*®**  0*7?- 
7iung,  und  wenn  die  Punkte  z  derartige  Punkte  nidit  sind,  so 
kann  d^  nicht  identisch  Null  sein. 

Die  Punkte  «i,  ög,  •  •  •,  ap  lassen  sich  so  hcstimmen,  dass 
die  Function  & 

a  1      a^ 

genau  in  den  p  Punkten  z  =  Zi  Null  tcird;  die  p  Punkte  at  sind 
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algehraisdi  als  die  Berührungspunkte  einer  hestimmten  Curve  mit 
der  Fundamentalcurve,  deren  Gleichung  f{ic^  z)  =  0  luutet,  definirt; 

auf  transcendente  Art  sind  die  p  Punkte  ai  ah  die  p  Nullpunkte 

» 

der  Function  ^  (  jdvj  bestimmt.    Derselbe  Satz  gilt  für  ein  d-  mit 

a 

beliebiger  Charakteristik;  es  ändert  sich  dann  die  BeriJüirungscurve. 

Zieht  man  auch  die  O  mit  beliebiger  Charakteristik  (  j 
in  Betracht,  so  lässt  sich  allgemein  behaupten: 

Die  Nullpunkte  von  "^  ( f )  (  / ^  ^7  ^'^^  ^^^  Berührungspunkte 

a 

einer  adjungirten  Berührungscurie  der  (n  —  2)***^  Ordnung,  wenn 
die  Charaktei'istik  voti  -ö-  gerade  ist;  wenn  die  Charakteristik  von 
%^  dagegen  migerade  ist,  so  sind  die  Nullpunkte:  1)  der  Punkt  a 
und  2)  p  —  1  Berührungspunkte  einet'  adjungirten  Curve  von  der 
Ordnung  n  —  3.  Jeder  ClmrakterisUk  entspHcht  ein  besonderes 
Sgstetn  von  Berührungscurven. 

Der  Logarithmus  des  Quotienten  zweier  ^-Functionen,  deren 
Argumente  Integrale  1**'  Gattung  sind,  lässt  sich  durch  ein  Integral 
3***'  Gattung  ausdrücken. 

Die  erste  Derivirte  des  Logarithmus  (logarithmische  Derivirte) 
einer  ^-Function  lässt  sicJi  durdi  Integrale  2**'  Gattung  und  al- 
gebraische Fu/nctionen  ausdrücken. 

Die  zweite  Derivirte  des  Logarithmus  einer  ^-Function  kann 
mittelst  algebraischer  Funct'umen  dargestellt  weiden;  diese  Dcri- 
rirten  sind  die  eigentlidien  Abel' sehen  Functionen  im  Sinn  des  §  1. 

Die  Quotienten  der  ^-Functionen  sind  ebenfalls  Ab eV sehe 
Funvtimien, 

Die  letzten  Angaben  bedürfen  noch  einer  näheren  Präcisirung; 
vergl.  bez.  derselben  Stahl,  §  36  u.  §  37. 

Mit  Hülfe  dieser  und  ähnlicher  Theoreme  lassen  sich  die  ^' 
Functionen  zur  Lösung  des  Umkelirungsproblems  benutzen.  Siehe  §  1 . 

Ausführlicheres  findet  man  in  den  schon  citirten  Werken  von 
Clebsch-Gordan,  Neumann,  Stahl  und  den  Arbeiten  von 
Prym,  Wien.  Ak.  Denkschr.,  1864;  Schweiz.  GeselUch.  Denkschr., 
1866;  Weber,  Theorie  der  AbeV sehen  Functionen  vom  Geschlecht 
drei,  Berlin,  1876;  Thomä,  Eine  specielle  Klasse  AbeVscher 
Functionen,  Halle  1877;  dtto.  vom  Geschlecht  drei,  ib.,  1879  etc. 

In  der  letzten  Zeit  machte  die  Theorie  dadurch  grosse 
Fortschritte,  dass  man  die  d^-  durch  die  ö-Functionen  ersetzte,  wie 
früher  schon  Weierstrass  in  dem  elliptischen  Fall  gethan  hatte. 
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Die  von  Klein  eingeführten  (f-Functionen  unterscheiden  sich 
von  den  «^-Ponctionen  um  einen  Factor;  sie  haben  den  Vortheil, 
(lass  sie  hei  der  lifiearen  Transformation  der  Perioden  einfcu^ 
vertauscht  werden,  während  die  ^-Functionen  ztcar  ebenfalls  ver- 
iausclit,  dabei  aber  mit  einem  Exponentialfactor  muliiplicirt  werden. 

Indem  wir  auf  die  Werke  von  Klein  und  Anderen  ver- 
weisen, die  wir  in  den  folgenden  Paragraphen  citiren  werden, 
beschränken  wir  uns  darauf,  nur  die  wichtigsten  Formeln  der 
Theorie  von  diesem  neuen  Gesichtspunkt  aus  und  auch  diese 
nur  für  den  hyperelliptischen  Fall  anzugeben. 


§  5.  Die  Elein'sohen  (T-Fxuictionen  in  dem 
hyperelliptiBOhen  Fall. 

Wir  wollen  homogene  Coordinaten  einführen,  d.  h.  z  ^  — 

setzen,   und   die   hyperelliptische   Grundform  vom   Geschlecht  p 
habe  den  Typus: 

worin  die  rechte  Seite  eine  binäre  in  symbolischer  Gestalt  aus- 
gedrückte Form  vom  {2p  +  2)^*^  Grad  ist.    Siehe  Kap.  12,  §  1. 
Die  Normalintegrale  1*"  Gattung  seien: 


X 

.,  =  j  - 


.r,=J 


p-1 


(z^dz^  —  z^dz^) 


"■'=/' 


Zj^^~^  {Zidz^  —  z^dz^) 


VfW^ 

y 
Das   Fundamentalintegral  2**'  Gattung   mit  dem   einfachen  Un- 
endlichkeitspunkt t  sei,  indem  man  der  Kürze  wegen  {zds)  für 
^  z^dz^  —  z^dZy^  setzt. 


-/ 


,,+\  p+i 


z«  =  /  's>  yMy'f'(f)+ «r «; 


yaz)  2c«<)' 
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aus  welchem  sich  durch  (p  —  1)  maliges  DiflPerensdren  nach  t^ 
und  ^2  und  Division  mit  (n  —  l)I  öiep  Normalintegrale  Z^^-'-^Zp 
ergeben;  das  Normalintegral  3^'  Gattung  sei  das  von  Klein 
mit  dem  Buchstaben  Q  bezeichnete  Integral  (vergl.  Kap.  15,  §  7), 
welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  sein  Integrand  ein  covariunter 
Ausdruck  in  Bezug  auf  die  binäre  Grundform 


(z'dz^)  VmVf(^')  +  a^'^'a^''^' 


ist. 


V  V' 

Die    logarithmischen    Unendlichkeitspunkte    dieses   Integrals 
3**'  Gatttmg  sind  die  Punkte  x\  y\ 

Mittelst  des  Integrals  Q  construiren  wir  den  Ausdruck 


Sl{xy)  = 


(^y) 


xy 


worin  unter  (^J  der  Werth  von  Q  zu  verstehen  ist,  der  sich  er- 
gibt, wenn  die  Unendlichkeitspunkte  ic,  y  die  cof^ugirten  Punkte 
zu  den  Punkten  x  bez.  y  auf  der  hyperelliptischen  zweiblättrigen 
Fläche  werden.  Dabei  nennen  wir  zwei  Punkte  auf  einer  zwei- 
blättrigen  Fläche  conjugirt,  wenn  der  eine  dem  anderen  in  jedem 
der  Blätter  superponirt  ist. 

Dieser  Ausdruck  ist  für  die  Kl  ein 'sehen  Untersuchungen 
sehr  wichtig;  er  wird  Primform  genannt  und  hat  die  Eigen- 
schaft, auf  der  Biemann'schen  Fläche  sich  nicht  zu  verzweigen, 
den  einzigen  Nullpunkt  x  =  y  zu  haben  und  niemals  unendlicJi 
gross  zu  werden. 

Die  <y-Functiön  der  Argumente 

x'        x"  *(") 

w/  =  {f+f+  '  '  •  -rfldwi      (i  =  1,  2,  . . .,  p) 
y'      y"  y(») 

lässt  sich  unabhängig  von  den  ^  definiren. 
Man  bilde  den  Ausdruck 

M= '•* 

in  welchem  unter  dem  Symbol  JJ  das  über  alle  Combinationen 

1,* 

i,  Z:  =  1 ,  2 ,  •  •  • ,  V  und  unter  JJ  das  über  dieselben  Com- 
bipationen  mit  Ausschluss  von  i  =  k  erstreckte  Product  zu  ver- 


4fyj    K^§nx^l  X VIL   Vu:  Lrp^re^iipdicbai  nad  Abel*! 

*iX^,t^!i  Ur  -4//<  a  hahfifk  IT  :«im  Fador^  der  amäere  Fador 
fatufi,  y,  liäpM^m  c  rarürt:  ^f^.  BUd^mg  häm§l  am  der  Zer- 
/'//wf*^  </fr  hmärffi  Gr^rndf^/rm  f  m  zitei  Fadorem  ab,  für  KtAdu 
*l%t  Ijfff^.rfrnz  d*:r  Grad^.  tin  riW/ocÄ«?  ro«  4  i#^.   D.  h.  num  setze 

ilp^t    =    fp-^l-iU    tff,^l^iy.  («    =0,      1,     •   •   -,    j j 

ufj'i  bjJ'J*r  die  iMt/rrminante  Z/^^  vcn  der  2f*^  Ordnimg,  deren 
Z^'jJ'rn  «»ich  *fr(feb*fn,  wenn  man  für  r  bei. 

z-,  x".  ■  ■  :  /•):     ^',  y".  - .  -,  y> 
in  dj«;  K\(imenXe 

mibstitiiirt. 

'/'//'/<  <T  //;/r^/  r/«««  durch 

1  ..  1 ,  ^i »//  =  3/  •  D«, ./ 

nH.^fßtnrnckt.  ^ 

Da  man  2^^*  Zerlegungen  von  /*  in  dem  Product  von  tp 
und  iv  aujifUhren  kann,  go  gibt  es  2^^*  Fnnctionen  er;  eine  jede 
ist  *finer  dieser  Zerlegungen  zugeordnet. 

/>/>'  c-Furuiianai  Html  den  ^-Functiofien  gleich,  wenn  man 
für  Idzifrm  mit  einem  ExjHmential fador  2^^  Grads  in  Bezug 
auf  die  Argumente  u  und  mit  einem  Fador  muliiplicirt,  der  nur 
rop.  dtm  Moduln  und  den  Coefficienfen  abhängt. 

M ultiplicirt  man  die  a  mit  s  =  yJ^p/dy, ,  worin  J,p ,  J^ 
dio  I)isf!ritninanton  der  Formen  q>  und  t/;  bezeichnen,  und  worin, 
Wi'un  oinc  der  Formen  g)  oder  t|;  von  dem  0**°  oder  1**^  Grad 
wird,  der  (jiitsprechonden  Diseriminante  der  Werth  1  beizulegen 
iKt ,  so  erliält  man  die  Function,  die  von  einigen  Autoren 
diinli  das  Symbol  Th  dargestellt  wird;  vergl.  z.  B.  Wiltheiss, 
Mfiffi.  Ann.,  33,  etc. 

Die  so  gdnlddcn  ö-Fimdionen  werden  auf  der  ganzen 
linmannsdicn  Fläche  niemals  uncfidlidi  gross, 

de  nadidvm  die  Zahl  fi  gerade  oder  ungerade  ist,  wird  das 
intsprirkende  a  gerade  oder  ungerade. 

Das  einem  speeieUni  Wrrth  von  fi  cfitsprechende  a  wird  O" 
in  drm  Punkt  u^  =  u^  =  -  -  •  =  Up  =  0, 

h'iir  p  =  2  gibt  es  10  gerade  und  6  ungerade  a. 

Für  p  =  3  gibt  es:  28  ungerade  (T,  die  den  Zerlegutigen 
riner  Form  8*"'  Ordnung  in  eine  quadratische  uml  eine  soldic 
(»*•'  Ordnung  entsprechen;  35  gerade  a,  die  für  das  Argument 
Null  nicht  verschwielen  und  den  Zerlegungen  von  f  in  zwei  Formen 
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4*er  Ordnung  entsprechen  und  schliesslich  ein  gerades  a,  welches 
für  das  Argument  NuU  verschmndet  und  der  Zerlegung  der  ge- 
gebcfieti  Form  in  eine  solche  8*®^  und  eine  nulUer  Ordnung 
entspricht. 

Die  Functionen  a  genügen  geicissen  partiellen  Differential- 
gleichungen 2*®'  Ordnung^  die  hei  passenden  Äenderungen  aus 
den'  viel  einfacheren  Gleichungen  hervorgehen,  welche  durch  die  O 
erfüllt  werden.  In  Bezug  auf  die  Function  Th  hat  Wiltheiss 
diese  Gleichungen  untersucht. 

Die  a-Functionen  lassen  sich  in  Beihen  entwickeln,  deren 
Tenne  nach  Potenzen  der  Argumente  fortschreiten;  sie  sind  ratio- 
nale ganze  Functionen  der  Coefficienten  in  den  Formen  g>  und  ^ 
und  besitzen  die  Invarianteneigenschaft.     Setzt  man 

%{^)  =  Wl4~'   -{P—  1)W24-'^1  H , 

SO  ist  jeder  Term  eine  Invariante  der  drei  binären  Formell  9, 1/;,  % 
zu  gleicher  Zeit;  insbesondere  hat  jeder  Term  den  Typus 

/M-^iQ    fl  +  Q    (J\ 

irorin  die  über  den  Buchstaben  ;c,  9?,  t/;  stehenden  Indices  die 
Grade  des  Terms  in  Bezug  auf  die  Coefficietiten  dieser  drei  binären 
Farmen  angeben. 

Die  wichtigsten  Arbeiten  über  die  hyperelliptischen  cr-Func- 
tionen,  ihre  Entwickelung  in  Reihen,  die  Differentialgleichungen, 
denen  sie  genügen,  etc.  sind  von  Klein,  Math.  Ann.,  27,  32; 
Burkhardt,  Math.  A«n.,  32,  35;  Brioschi,  Lificei,  1888; 
Wiltheiss,  Crelle,  90;  Math.  Ann.,  29,  31,  33;  Pascal,  Ann. 
di  mal,  (2),  17,  18,  19. 


Klein  hat  die  Construction  der  a  auch  auf  den  AbeTschen 
Fall  für  ein  beliebiges  p  ausgedehnt  und  später  den  Fall  p  =  3 
eingehender  untersucht;  wir  können  uns  auf  solche  Einzelheiten 
hier  nicht  einlassen,  uns  genügt,  eine  allgemeine  Vorstellung 
von  dem  Gegenstand  gegeben  zu  haben;  doch  wollen  wir  die 
bezüglichen  Arbeiten  citiren:  sie  sind  von  Klein,  Math.  Ann.,  36; 
Wiltheiss,  Gott.  Nadir.,  1889;  Pascal,  Gott.  Nachr.,  1889; 
Ann.  di  mat.,  (2),  17,  23;  Wirtinger,  Math.  Ann.,  40;  Monats- 
hefte etc.,  2. 

Die  Vorlesungen  Kleines,  welche  die  Veranlassung  zu  diesen 
Untersuchungen  der  hyperelliptischen  und  Abel'schen  Functionen 
gaben,  wurden  vom  Sommer  1887  bis  zum  Sonuner  1889  in 
Göttingen  gehalten. 


Kapitel  XVIII. 
Specielle  Fanctionen. 

§  1.    Die  Exponenüal-  und  die  logarithmisohe  Function. 
Die  Zahl  e. 

Die  Exponmtialßmction  wird  durch  die  Reihe 

1  4-  —  4-  —  -I 

dargestellt;  sie  convergirt  für  jeden  beliebigen  reellen  und  com- 
plexen  Werth  von  z  und  wird  mit  dem  Symbol  e*  bezeichnet. 
Der  Werth  dieser  Function  für  z  =  1  wird  mit  dem  Buch- 
staben e  bezeichnet  und  heisst  die  Basis  der  natürlichen  Loga- 
rithmen; ihr  Werth  für  ein  beliebiges  z  ist  die  z^  Potenz 
von  e;  daher  kommt  die  obige  Bezeichnung. 

Die  Zaiil  e  ist  nicht  nur   eine  irrationale,   sotidern    auch 
eine  transc&ndent^  ZaJU,  vergl.  Kap.  21. 

Der  Werth  von  e  ist 

e  =  2,71828  18284  59045  23536  02874  71353  •  •  -. 

Femer  ist 

log^^ (>  =  0,43429  44819  03251  82765  11289  19  •••, 

Ye=  1,444  667  •  •  -. 
I>ie  Exponent! alfunctiofi  genügt  der  Fundamentalgleichung 
f{z).f{z')  =  f{,  +  z'). 
d.  h.  sie  besitzt,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  ein  Ädditionsthex>rein. 
Die  Function  e'  ist  periodisch;  ihre  Periode  ist  27ti.     Die 
Gleichung  e'  =  0  hat  keine  endliche   Wurzel. 


Jede  Wurzel  z  der  Gleichung 
e^  =  tv 
heisst  ein  natürlicher  Logaritlimus  von  w;  es  gibt  unendlich  viele 
Logarithmen  von  tv;  je  zwei  von  iJinen  unterscheiden  sich  stets 
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durch  ein  Vielfaches  von  2ni;  als  Function  von  w  betrachtet,  ist 
daher  z  eine  vieldeutige  Function  mit  unendlich  vielen  Werthen. 
Wir  wollen  von  diesen  Werthen  inuner  denjenigen  wählen,  für 
welchen  der  Coefficient  des  imaginären  Theils  zwischen  —  7t 
und  4"  ^  (p^^^  Einschluss  von  -(-  ^)  li^gt.  Auf  diese  Art 
wird  eine  eindetUige  Function  von  to  bestimmt,  welche  die 
natürliche  logarithmische  Function  heisst  und  mit  log«  tv  be- 
zeichnet wird. 

Für  jeden  Werth  von  w,  dessen  Modul  kleiner  als  1  odei' 
gleich  1  ist,  mit  Ausnahme  jedoch  von  w  =  —  1 ,  convcrgirt 
die  Beihe 

'^  -  T  +  T 

tiiid  hat  in  dem  eben  angegebenen  beschränkten  Sinn  den  Loga- 
rithmus von  {1  -{-  u))  d,h,  löge  (1  +  «^)  ^«*wt  Werth  und  speciell 

eitlen    Werth,    dessen    imaginärer    Theil    zwischen —    und 

Man  kann  nach  Riemann  die  allgemeine  logarithmische 
Fimction  als  diejenige  definiren,  welche  der  Functionalbeziehung 

f(w  ■  w,)  =  fiw)  +  f(iV,) 

genügt;  eine  so  definirte  Function  ist  bis  auf  einen  constanten 
Factor  bestimmt. 

Aus  der  obigen  Relation  ergibt  sich 

/•(1)  =  0,       fiO)=oo. 

Differenzirt  man  nach  w^  und  setzt  w?i  =  1,  so  erhält  man 

«'r(«')=r(i). 

Daraus  findet  man,  wenn  f\l)  =  M  (Modul)  gesetzt  wird: 


f{w)  =  Mf 


dw 
w 


Die  so  definirte  Function  ist  die  ümkehrung  einer  Func- 
tion vom  Typus  w  =  A''^  die  Zahl  A  heisst  Basis. 

Wenn  der  Modul  gleich  1  ist  (M  =  l),  so  wird  die  loga- 
rithmische Function  die  sogenannte  natürlidiCj  ihre  Basis  ist 
alsdann  die  Zahl  e. 

Die  nicht  natürliche  logarithmische  Function  ist  immer  der 
natürlichen  gleich,  wenn  die  letztere  mit  einer  Constanten  (dctn 
Modul)  multiplidrt  unrd. 

Paical,  Bepertorium.  L  30 
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Lässt  man  die  Variable  w  sich  um  den  Nullpunkt  drehen 
und  zu  dem  Ausgangspunkt  zurdckkehren,  so  ergibt  sich  ein 
verschiedener  Werth  der  logarithmischen  Function;  sie  hat  mit- 
hin unendlich  viele  Werthe.  Sie  wird  eindeutig,  wenn  man 
auf  der  Ebene  w  einen  Schnitt  ausfahrt,  der  vom  Nullpunkt 
in  das  ünendlichgrosse  geht.     Vergl.  auch  Kap.  13,  §  3. 


Für  reelle  positive  Argumente  gibt  es  inuner  einen  und 
nur  einen  reellen  Werth  der  natüriichen  logarithmischen  Function; 
dieser  ist  also  die  reelle  Zahl,  welche  der  Gleichung  e*  =  t^ 
genügt,  wenn  dem  tv  ein  reeller  positiver  Werth  beigelegt  wird. 

Man  pflegt  diese  Zahl  kürzer  den  natürlichen  oder  den  hyper- 
bolischen Logarithmus  zu  nennen,  weil  sie  zur  Quadratur  der 
gleichseitigen  Hyperbel  benutzt  werden  kann  (vergl.  Bd.  2, 
Kap.  17,  §  8),  oder  auch  den  Nej)ersclten  nach  Napier,  der  im 
Jahre  1614  Logarithmentafeln  entworfen  hat. 

Dividirt  man  die  Zahl  z  durch 

log,  10=  2,3025851... 
oder  multiplicirt  sie  mit 

SO  erhält  man  die  sogenannten  gemeinen  oder  Briggischen  Loga- 
rithmen, die  von  Briggs  ihren  Namen  haben,  der  im  Jahr  1617 
zuerst  solche  Tafeln  veröflfentlichte.  Die  Zahl  M  ist  der  Modul 
des  Briggischen  Logarithmensystems.  Sie  wurde  von  Adams, 
Value  ofNapierian  loganthms,  Proc,  of  fhe  B,  Soc„  Bd.  27,  1878, 
S.  93  bis  auf  282  Decimalstellen  berechnet.  Die  gemeinen 
Logarithmen  lassen  sich  als  die  reellen  Lösungen  z  der  Exponential- 
gleichung 10*  =  M?  für  reelle  positive  w  definiren.  Die  Basis 
der  natürlichen  Logarithmen  ist  f,  ihr  Modul  1;   die  Basis  der 

gemeinen  dagegen  10  und  ihr  Modul  -. —  =  0,4342944  •  •  •. 

Die  natürlichen  Logarithmen  negativer  Zahlen  sind  imaginär. 

Die  zuerst  von  Napier  eingeführten  Logarithmen  waren 
nicht  eigentlich  die  sogenannten  natürlichen;  diese  letzteren 
wurden  erst  1619  veröflfentlicht,  New  logarithms,  London  1619. 
Die  Napier'schen  (Mirifici  logarithmorum  canonis  DescripHo, 
Edinburg  1614  und  Mirifici  logarithmorum  canonis  Constructio, 
Edinburg  1619)  hatten  variabele  Basis.    Bezeichnet  man  die  im 
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engeren  Sinne  Napier' sehen  oder  Neperschen  Logarithmen  mit 
La   und   die  natürlichen   mit  log«  a,  so  hesteht  die  Beziehung: 

iö^  +  log.j^  =  0; 

die  Basis  der  Neperschen  Logarithmen  änderte  sich  daher  mit  a. 
Später  hat  man  die  ursprünglichen  Neperschen  Loga- 
rithmen aufgegeben  und  die  natürlichen  nach  Napier  benannt. 
Besondere  Erwähnung  verdienen  die  sogenannten  Gauss'- 
schen  Logarithmentafeln  (Werke,  2  und  3;  die  6  ersten  Bände 
sind  von  der  Gott  Ges.  der  Wiss.  1863 — 74  herausgegeben), 
mittelst  welcher  sich,  wenn  die  Logarithmen  zweier  Zahlen  a 
und  h  gegeben  sind^  der  Ix>garithmus  ihrer  Stimme  oder  I>ifferenz 
finden  lässt. 

Diese   Tafeln  bestehen   aus   drei   Columnen,  in  der  ersten 

sind   die  log  m  eingetragen,  in  der  zweiten   log  (l  H )   und 

in  der  dritten  log  (l  +  w).    Man  sucht  in  der  ersten  Columne 

log  a  —  log  h  =  log  -j- ,    wobei  log  a  >  log  h  angenommen   ist, 

findet  in  der  zweiten 

log  (l  +  -^)  =  log-^  =  log(«  +  &)  —  log  a 

und  erhält  so  log  (a  +  h).  Analog  benutzt  man  die  dritte 
Columne.  Die  Gauss 'sehen  Tabellen  sind  in  vielen  Logarithmen- 
tafeln wieder  abgedruckt  worden,  wie  z.  B.  in  der  Kohl  er' sehen. 
Die  Gauss' sehen  Logarithmen  heissen  auch  die  Additions-  und 
Suhtractionslogarithmcn;  sie  wurden  zuerst  von  Leonelli, 
Bordeaux  1802,  aufgefunden. 


§  2.    Die  Kreis-  und  Hyperbel-Fanotdonen. 

Für  ein  beliebiges  reelles  oder  complexes  Argument  werden 
die  Kreisfunctionen  Sinus  und  Cosinus  analytisch  durch  die 
Formeln 

z         z^    .    g^ 
8an^  =  --3-  +  - 

z*    ,     «* 
cos  z  =  1 ••• 

definirt,    wobei    die    beiden  Reihen    auf   der    rechten   Seite   für 
jedes  z  convergiren. 

Durch  diese  Functionen  sind  auch  definirt: 

30* 
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®  cos  2; 

C09Z 

^  8in  z 

1 
cos  J? 

1 

sin  0' 


sec  ;? 


cosec  z 


Zwischen  den  beiden  ersten  Ftmdianen  besteht  die  Gnmdbeziefiung 
sin*  z  +  cos*  z  =  1 , 

Bei  reelletn  Argument  sind  die  Kreisfundionen  reell. 

Bekannt  ist  die  geometrische  Interpretation  dieser  Functionen, 
wenn  z  reell  ist  und  durch  einen  Kreishogen  dargestellt  wird. 
Wir  brauchen  uns  mithin  dabei  nicht  aufzuhalten. 

Die  Kreisfunctionen  sind  periodisdi  und  haben  den  Periodi- 
citätsmodul  2n. 

Die  Hauptformeln  sind: 

sin  (z  +  ^1)  =  siaz  cos  z^  +  cos  jet  sin  ^r^  , 

cos  (z  +  z^)  ==  cos  z  cos  jET^  +  sin  ;er  sin  Zi , 

sin  (z  -{-  z^  -{-  Z2)  =  sin  z  cos  z^  cos  z^  +  sin  z^  cos  zcosz^-^- 

-|-  sin  Z2  cos  z  cos  z^  —  sin  z  sin  z^  sin  ^g  » 

cos  (-2^  +  ^1  +  •s'g)  =  cosif  cos^er^  cos^g  —  cos  z  sin  z^  sinzg  — 

—  cos  z^  sin  z  sin  ;e'j  —  cos  ^2  sin ;?  sin  jgr^  , 

tg  g  ±  tg  ;g^ 


tg(^±^x)  =  Tf^ 


tg  5?    tg  ^l     ' 

tg(^  +  ^x  +  ^.  +  ---)  =  ^TgJt--"-' 

worin  unter  S^  die  Summe  der  Tangenten  der  einzelnen  Argu- 
mente, unter  S^  die  Summe  der  Producte  dieser  Tangenten  zu 
je  zweien,  imter  S^  die  Summe  der  Producte  zu  je  dreien,  etc. 
verstanden  wird. 

sin  £?  +  sin  ;?!  =  2  sin  -|(^  +  ^1)  ^^^  |(>?  +  z^) , 

I  ck  cos  1/1       \  cos  1  /  \ 

cos  r  +  cos  ^1  =  2  g.^  i-  («  +  ^i)  ^.^  i  («  —  ^i) , 


cos 


^  +  sin  «1  ==  2  sin  (^- ^   'j  cos  (^  ^ g-  j  , 
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sin  2z  =  2  sin 5r  cos £? , 
cos  2 ;?  =  cos*  z  —  sin*  z , 

sin  3r  ^  3sm2  —  isin^z, 
cos  3  «  ^  4  cos'r  —  3  cos« , 

^g«^         l-(n),  tg'«  +  (n)«t««z ' 


m{-z  =  ±y- 


sin 


cos 


—  cos-gr 
+  008  -er 

Die  ümkehrungen  der  Kreisfunctionen  werden  mit  aresin, 
arccos,  arctg,  etc.  bezeichnet  und  heissen  inversc  Kreisfunctionen 
oder  cydometrische  Functionen. 

Die  Kreisfunctionen  sind  mit  den  Exponentialfunctionen 
durch  die  hemerkenswerthen  (Eul er 'sehen)  Formeln  verbunden: 

sm  z  = 


2i 


C08Z=  2  ' 

e* '  =  cos z  -{-  i  sinz. 

Die  Function  Sinus  mit  rein  imaginärem  Argument,  welches 
also  die  Form  iz  mit  reellem  0  hat,  ist  eine  rein  imaginäre 
Function,  mithin  die  Function 

sin  (iz) 
i 
bei  reellem  z  eine  reelle  Funktion. 

Die   Function  Cosinus  mit   rein  imaginärem  Argument  ist 
reell    und    die    Function   Tangente    liefert    bei   rein   imaginärem 
Argument,  durch  i  dividirt,  ebenfalls  eine  reelle  Function. 
Diese  reellen  Functionen 

'jm,  cos(i.),  ^p- 

heissen  Hyperhelfunctionen  und  werden  durch  die  Symbole 
sinh  z ,     cosh  z ,     tgh  z 
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dargestellt,  worin  h  der  Anfangsbuchstabe  des  Wortes  Hy- 
2)erboIa  ist. 

Aus  dieser  Definition  geht  sofort  hervor,  dass  die  Hyperbel- 
functionen  Eigejischaften  besitzen  müssen,  welche  denen  der 
Kreisfunetionen  sehr  ähnlich  sind;  insbesondere  lassen  sich  die 
Formeln  für  die  Hyperbelfunctionen  aus  denen  fOr  die  Kreis- 
funetionen dadurch  ableiten,  dass  man  überall  i  sinh  für  sin, 
cosh  für  cos  und  i  tgh  für  tg  setzt. 

Die  Exponentialfomieln  der  Hyperbelfunctionen  lauten: 


sinh^ 


e^-c- 


coshjer  = 


e'  +e- 


Die  Fundamcntalheziehung  zmsch^n  Sinus  hyperbolicus  und 

Cosinus  hyperbolicus  ist: 

cosh^  z  —  sinh^ ;?  =  1 . 

Die  Hyperbelhmctionen  haben  ihren  Namen  von  der  folgenden 
Eigenschaft: 

Wenn  man  eine  gleichseitige  Hyperbel  construirt,  deren  auf 
die  Axen  bezogene  Gleichung  x^  —  y*  =  i  lautei,  und  wenn  man 
mit  z  den  doppelten  Flädieninhält  des  Hyperbdsectors  bezeichnet, 
dei^  von  der  x-Äxe,  dem  Badiusvector  OA,  welcher  vom  Cen- 
trum  0  der  Hyperbel  nach  einem  Punkt  Ä  der  Hyperbel  führte 
und  von  dem  Hyperbelzweig  begrenzt  wird,  so  sind  die  Coordi- 
naten  x,  y  von  A  der  hyperbolische  Cosinus  bez.  Sinus  von  e. 

Zieht  man  eine  Tangente  an  den  Scheitelpunkt  M  der 
Hyperbel,  verlängert  sie  bis  zum  Durchschnittspunkt  T  mit  dem 
Radius vector  OA  und  führt  dann  von  T  aus  eine  Parallele  mit 
der  x-Axe  bis  zum  Durchschnittspunkt  L  mit  dem  Kreis  vom 
Centrum  0  und  Radius  0M=1^  so  heisst  der  Winkel  LOM=x 
der  transcendente  Winkel  Lamberts,  Die  Hyperbelfunctionen 
lassen  sich  durch  die  Kreisfunetionen  des  Lambert* sehen  Win- 
kels mittelst  der  Formeln  ausdrücken: 

sinh  ^  ^  tg  T , 
cosh  z  = 


Sie  wurden  schon  in  dem  vorigen  Jahrhundert  von  Riccati 
und  Lambert  studirt,  von  denen  der  erste  die  jetzt  allgemein 
angenonmienen  Bezeichnungen  vorschlug.  Später  haben  sich 
Gud ermann,  der  sehr  umfangreiche  Tafeln  zusammenstellte, 
Crelle,  6,  7,  8,  9  und  Mossotti  mit  ihnen  beschäftigt. 
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Neuer  sind  die  Arbeiten  von  Hoüel,  Laisant,  Functions 
hyperholiques,  Bordeaux,  Soc.  sc,  MSm.,  Bd.  10,  1875;  Günther, 
Die  Lehre  von  den  gewöhnlichen  u.  verallgemeinerten  Hyperbel- 
functionen  theilw.  nach  Laisant  und  Forti,  Halle  1881  und 
Forti,  Nuove  tavole  deUe  ftmzioni  iperholiche,  Roma  1892,  der 
neue  Tafeln  dieser  Functionen  veröffentlicht  hat. 

In  den  beiden  letzten  werthvoUen  Werken  findet  man  Aus- 
führlicheres und  eine  genaue  Geschichte  des  Gegenstandes. 


§  3.    Die  Bemoulli^sohe  Function. 
Die  Bemoiilli*80hen  und  Euler*80hen  Zahlen. 

Bernoulli'sche  Function  oder  das  Polynom  Bernoulli's 
heisst  der  Ausdruck 

<?^.«(a?)  =  x-'  —  f  a:"*-i  +  (m\B^af^-^  —  (m\B^x^-^  +  ..., 

worin  -Bg,  -B^,  •  •  •    die    sogenannten    Bernoulli' sehen   Zahlen 
sind,  Raabe,  Crelle,  42. 
Es  besteht  die  Formel 

(p,n-{.l{x  +  1)  —  9m  +  l(aj)  =  (m  +   1)X^. 

Für  ein  ganzes  positives  o;  =  n  erhält  man 

q>„,  (n)  =  m  [1— ^  +  2^"^  -\ h  (^  —  l)"*"']  • 

Die  B er noulli' sehen  Polynome  sind  also  bis  auf  einen 
Zahlenfactor  fQr  ganze  x  die  Summe  gleicher  Potenzen  der 
ersten  x  —  1  ganzen  Zahlen. 


3ic  B er noulW sehen  Zahlen  sind  die  Coefficienten  in  der 
Reihenentwicklung  der  Function 

Gibt  man  nämlich  dieser  Reihenentwickelung  die  Form 

so  sind  die  Zahlen  B  die  Bernoulli'schen  Zahlen. 

Sie  stehen  in  Beziehung  zu  den  Coefficienten  in  der  Beihen- 
enfwickclung  für  die  Tangente.     Setzt  man 

1 
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ßim  = 


2  m 


■^in 


Die  B  ernouUV sehen  Zahlen  lassen  sich  durch  die  Differenzen 
von  0'»   (vergl.  Kap.  10,  S.  226)  mittelst  der  Formet 

ausdrüclcen. 

In  der  Form  von  Determinanten  latäen  sie: 


B^m  = 


2m 


22"*(2*"*— l) 


1, 

0, 

•••,  0,   1 

(3)i, 

1, 

•••,  0,  1 

(5)i, 

(5)s, 

••.,  0,    1 

» 

(2m-3)„  (2in-3)3, 

•••,  1,    1 

Haussner, 

2]'              ' 

0, 

....  0  1 

1              1 

3!'          2: ' 

1, 

....  0 

f 

1               1 

1 

1 

'   *  "'     2  ! 

2«  +  l!'    2i»!' 

2w— 1 

Bim  =  2m! 


Glaisher. 
Bemerken^uerth  ist  die  Formel 


Die  Recursionsformeln  für  die  Zahlen  B  sind  sehr  zahlreich. 
Die    älteste    ist    von   Moivre,    Miscellanea    analytica    de 
seriehus  et  quadraturis,  London  1730: 

{2m  +  1\  B2„,  —  (2m  +  1)3^2^,-2  H h 

+  (-  1)— 1  (2m  +  l)2m-i  B,  +  (-  1)-  (m  -  |)  =  0 
Die  folgende  ist  von  Jacoli,  Grelle,  Bd.  12,  1834,  S.  263: 

(2m  +  2)a  Bi,,  —  (2m  +  2)^B,m-'i  -{ \- 

-I-  (_  i)m-i  (2^  +  2)2^  B^  +  (—  1>  m  =  0 . 

Die  Stern'sche  (BernoidlVsche  Zahlen^  Grelle,  84)  laufet: 
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(2m  +  l\Bi„  —  (2».  +  l)tBi„_»  -\ 1- 

+  (-  1)"-»  (2m  +  1>„. B,  +  (-  l)-»  -^  =  0  . 

Andere  Recursionsformeln  findet  man  in  dem  unten  citirten 
Buch  von  Saal  schütz. 

Wichtig  ist  das  folgende  Theorem  über  die  Bernoulli'- 
schen  Zahlen  von  Stau  dt,  Beweis  eines  Lehrsatzes  die  BernotUli'- 
scJien  Zahlen  betr.,  Grelle,  Bd.  21,  1840  und  Clausen,  Ästron, 
Nachrichten,  17,  1840: 

Wenn  a,  j3,  y,  •  •  •  sämmtlich  ungerade  Primzahlen  sind, 
die,  um  die  Einheit  vermindert,  Theiler  von  2m  liefern,  so  gilt 
die  Formel: 

5,„.  =  (einer  ganzen  Zahl) +  (- 1)- j  I  +  i  +  i  +  i +  ...) . 

Es  lassen  sich  auch  Recursionsfonneln  angeben,  die  nur  für 
die  ganzzahligen  Theüe  der  BernoullV sehen  ZMen  gelten;  sie 
wurden  zuerst  von  Hermite,  Grelle,  81,  1876  und  Stern, 
Grelle,  86  aufgefunden;  später  gab  Lipschitz,  Grelle,  96 
allgemeinere  Formeln  an. 

Die  Coefficienten  ß  in  der  Tangentenreihe  (siehe  oben)  sind 
ganze  Zahlen,  die  von 

an,  abwechselnd  mit  den  Ziffern  2  und  6  endigen. 

Die  Bernoulli' sehen  Zahlen  haben  ihren  Namen  zu  Ehren 
%Jacob  Bernoulli's  erhalten,  der  sie  in  die  Analysis  einführte, 
Ars  canjectandi,  Basel  1713.  Moivre  und  Euler  nannten  sie 
zuerst  so.  Bernoulli  selbst  berechnete  die  5  ersten.  Euler 
dann  15,  Institutiones  calculi  differeniialis ,  Berlin  1755;  Ohm, 
Etwas  über  die  Bernoulli' sehen  Zahlen,  Grelle,  20,  1840  be- 
rechnete 31  und  Adams,  Tahle  of  the  values  of  the  first 
62  numhers  of  Bernoulli,  Grelle,  85,  1878  ihrer  62. 

Wer  Näheres  zu  wissen  wünscht,  wird  mit  Vortheil  das 
neue  Werk  von  Saalschütz,  VorL  über  die  Bern,  Zahlen, 
Berlin  1893  zu  Rath  ziehen.  Andere  neue  Arbeiten  sind  von 
Glaisher,  Messenger  of  Math.,  187 ß]  Seidel,  Entstehtmgsiveise 
der  Bernoulli' sehen  Zahlen,  Münch,  Ak,  Alih.,  1877;  Radicke, 
RecursionsformeH/n  für  di^  Berechnung  der  Bernoulli' sehen  und 
Euler'schen  Zahlen,  Halle  1880;  Haussner,  Gott.  Nachr.,  1893; 
Zeiischr.  für  Math.,  1894;   etc. 

Wir  lassen  eine  Tabelle  der  ersten  18  Bernoulli' sehen 
Zahlen  hier  folgen:  - 
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T>      174611 

^tO  880 

T>      864818 

^1«  188 

T>      888  864081 

^84  1780 

T>      8  668 108 

^86  —  —6 

T>      8874846108» 

^88  87Ö 

T>      8616841  8T6006 

•''so  14888       ~ 

p      7  708  881041817 

^88 610        7 

p      8577  687868867 

-*'S4 6 

i>       86816871668068477878 

-^86  1818180 

Durch  die  üntersnchong  der  Entwickelungscoefficieiiten  der 
lemniscaüschen  Functionen  ist  Hurwitz  zu  bemerkenswertdien 
Besultaten  bezüglich  einer  Gattung  positiver  rationaler  Zahlen 
gekommen,  die  ähnliche  Eigenschaften,  wie  die  BernouUi 'sehen 
Zahlen  besitzen.     MaÜi.  Ann.,  51. 


B, 

= 

1 
6 

B, 

= 

1 
SO 

B, 

= 

1 
42 

Bs 

= 

1 
SO 

B,o 

= 

6 
66 

Bn 

= 

Ml. 
2780 

^u 

= 

7 
6 

■Bi. 

= 

3617 
610 

1? 

4S867 

-°18 

798 

Verwandt  mit  den  Bernoul Haschen  Zahlen  sind  die 
Eul  er 'sehen,  die  den  Coeffidenten  in  der  Secantenreihe,  wie 
die  ersteren  den  Coefficienten  in  der  Tangentenreihe  entsprechen. 

Setzt  man 

seca.=^J5;s.2-, 

0 

so  heissen  die  Zahlen  Etm  die  Euler'scfien  ZaMen, 

Durch  Determinanten  ausgedrückt  lauten  sie  # 


Eint  = 


1, 

W2, 
(6)2, 


0, 

1, 

(6)4, 


(2m  — 2)2,(2m  — 2)„ 
(2in)„  (2mX, 


0 
0 
0 


^2m  =  2»nl 


1^ 

21' 


1, 

1 

2!' 


0, 
1, 


Haussner, 
•,         0 
•,        0 


2iw!'   2tw  — 21'      2m  — 41 


Glaisher. 
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Die  Euler' sehen  Zahlen  sind  mU  den  BernouUi' sehen 
durch  die  Formel  verbunden: 

(2m  +  l)J5i„  =  2«'"  +  »(2*"'+i— 1)(2».+ l)l£,™  — 
_  2»m-i  (2»"-»  —  1)  (2m  +  1),  £j„_,  + 

+ 

+  (_  i)'»-i2»(2  -  l)(2w  +  l),„_i5,  +  (—  1)"*. 

Benutzt  man  die  Coefficienten  ß  (siehe  oben)  in  der 
Tangentenreihe,  so  erhält  man  die  Formel  von  Stern  {üehei' 
die  Coefficienten  der  Secc^ntenreihe,  Crelle,  Bd.  26,  1843): 

E2,n  =  ß2m  +  (2m  —  l), -Ej/Sj«,^,  H 1- 

Eine  Becursionsformel  fCb*  die  Euler' sehen  Zahlen  ist  die 
folgende: 

Ei„,  —  (2m)2^8^_2  +  (2fn\Eim-4.  — 

+  (-  1)— n2m)i„,«,^,  +  (_  l)m  =  0. 

Es  gelten  femer  die  Formeln: 

2m(2m  — 1)^ 
J^im  >  j -c/2m  — 1  • 

Die  Euler'schen  Zahlen  sind  särnrnüich  ganze  positive  un- 
gerade Zahlen. 

I>ie  Summe  je  zweier  aufeinander  folgender  ist  durcii  3 
theilhar.  Ist  m  eine  gerade  Zahl,  so  ist  J^m  +  1  durch  3  theil- 
har.  Dasselbe  gilt  für  E%m,  —  1,  wenn  m  eine  ungerade  Zahl 
ist.  Die  ZaJilen  JE?j„,  mit  ungeradem  m  endigen  mit  der  Ziffer  1, 
die  mit  geraden  m  dagegen  mit  der  Ziffer  5. 

Die  ersten  9  Euler'schen  Zahlen  hat  Euler  berechnet, 
die  9^®  allerdings  falsch. 

Die  Euler'schen  Zahlen  wurden  von  Scher k.  Vier  mathe- 
matische Abhandlungen^  Berlin  1825  studirt,  der  ihnen  den 
Namen  gab.  Später  haben  sich  viele  Autoren  mit  ihnen  be- 
schäftigt, namentlich  auch  fast  alle,  die  oben  bei  den  Ber- 
nouUi'sehen  Zahlen  aufgeführt  wurden.  Stern,  Euler* sehe 
Zahlen,  Crelle,  Bd.  79,  1875  hat  viele  ihrer  Eigenschaften 
entdeckt. 

Wir  geben  hier  eine  Tabelle  der  14  ersten  schon  von 
Scherk  berechneten  Euler'schen  Zahlen: 
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E^   = 1 

i;^  = 5 

^6  = 61 

E^  = 1  385 

ii^io  = 50  521 

i\j  = 2  702  765 

Ei^= 199  360  981 

^16  = 19  391  512  145 

i\8  = 2  404  879  675  441 

i^o  = 370  371  188  237  525 

IJgg  =  .  .  .  .  69  348  874  393  137  901 

Ei^=  .  .   15  514  534  163  557  086  905 

J'.^e  =  .  4  087  072  509  293  123  892  361 

E^^  =  1  252  259  641  403  629  865  468  285 . 

Die  Zahlen  ß  (siehe  oben,  die  Coefficienten  in  der 
Tangentenreihe)  hängen  eng  mit  den  Eul  er 'sehen  Zahlen  E 
zusammen.  Vergl.  darüber  eine  neue  Arbeit  von  Studnicka^ 
SHzHmjsher.  der  böhm.  Gesellsch.  der  Wissensch.,  März  1900. 


§  4.  Die  Euler'solie  Constante;  die  harmonisohe  Constante. 

Bekannt  ist  die  Euler'sche  Formel,  welche  dazu  dient, 
ein  bestimmtes  Diflferenzenintegral  (eine  Simime)  durch  das  ge- 
wöhnliche bestimmte  Integral  derselben  Function  auszudrücken 
(vergl.  S.  235).     Die  Formel  lautet: 

6  b 


)dx 


\M-)t^ 


worin  B^^  B^^  •  •  •  die  Bernoulli'schen  Zahlen  sind.  Setzt 
man  rt  =  0,  b=x,  so  lässt  sich  dieser  Formel  die  Gestalt 
geben : 


2r(x)=//-(x)dx-|r(x)  + 


+  f;/-'w-|frw+...+con8t.; 


§  4.    Die  Ealer'sche  Constante. 
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dabei  ist  der  letzte  Term,  die  Constante,  natürlich  von  x  unab- 
hängig und  wird  unter  dem  Symbol  ff{x)  dx  das  unbestimmte 
Integral  von  f(x)  verstanden.     Setzt  man  femer 

so  heisst  die  Constante  harmonisch,  weil  sich  alsdann  die 
Summirung  auf  der  linken  Seite  über  die  ersten  Glieder  einer 
harmonischen  Reihe  1*"  Ordnung  (welche  divergirt)  erstreckt. 
Die  harmonische  Constante  hängt  von  den  Werthen  von  a  und  h 
ah.  Wir  bezeichnen  sie  mit  Ä(ah).  Ist  a  =  0,  5  =  1,  so 
erhält  man  die  Euler'sche  Constante,  die  durch  den  Buchstaben 
A  dargestellt  wird.  Einige  Autoren  nennen  diese  Constante 
auch  die  Masche^'onVsdie  nach  Mascheroni,  der  zu  den  ersten 
gehört,  welche  ihre  Decimalstellen  berechnet  haben.  Siehe 
unten. 

Die  Constanten  A{al))  und  A  werden  durch  die  Formeln 
definirt: 

A(ab)  =  -  -^  log-^-  +  _  +  -^«-  _  -^  +  .  .  ., 

^  =  limj-loga  +  ^  +  ^'.-,%  +  ---l- 

Es  gelten  die  Relationen: 

A  (ab)  —  ^  (6  —  a,  5)  =  y  cotg  -^ , 

Der  Werth  von  A  bis  zu  26  Decimalstellen  lautet: 
A  =  0,57721  56649  01532  86106  06512  4  •  •  • . 

Er  lässt  sich   durch  bestimmte  Integrale  auf  die  folgende 
Art  ausdrücken: 
1 
floglogxdx  =  —  -4,  Mascheroni, 

0 
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+  00 


/  e~^xe'dx  =  —  A, 

00 

1 
/(i3^  +  rb)  ***  =  ^'  Legendre. 

oo 

/  e~'  log  xdx  =  —  A, 
u 

Die  Eule  rasche  Constante  hat  als  Reihe  die  Gestalt: 

1 
und  als  unendliches  Product: 


OB  


1  1  +  - 

n 

Die  Zahl  A  wird  hei  der  Theorie  der  Euler' sehen  Func- 
tionen benutzt. 

Euler  berechnete  sie  zuerst  auf  6  dann  auf  16  Decimal 
stellen,  De  numero  memordbüi  etc.;  Acta  FetropoL,  5,  1781;  er 
bezeichnete  sie  mit  dem  Buchstaben  y.  Später  beschäftigten 
sich  mit  ihr:  Mascheroni,  Adnotutiones  ad  caladum  integralem 
Euleri,  Ticini  (Pavia)  1790,  1792,  der  bei  der  20*«°  Deci- 
malstelle  einen  Fehler  machte;  Legendre  berechnete  sie  auf  19; 
Soldner  auf  25  Decimalstellen;  Lindemann,  Grunert's  Archiv 
29  auf  35;  Oettinger,  Werikhestimmting  der  Constanten  des 
Integrallogariihmus,  Crelle,  60,  1862  auf  40;  Nicolai  (vergL 
Gauss,  Werke,  3,  8.  154)  ebenfalls  auf  40;  Shanks,  Nume- 
rical  value  of  Euler's  constunt,  London,  Proc.  Boy,  Soc,  1866^ 
1867  auf  59  mit  einem  Fehler  in  der  bO^""  Stelle;  Glaisher^ 
Calculation  of  Euler's  constant^  Proc.  Roy,  Soc,  Bd.  19,  1871 
auf  100  und  Adams  schliesslich  Value  of  Euler' s  constant, 
ih,,  27,  1878   und    Werke,  1,  S.  459   auf  263  Decimalstellen. 

Eine  andere  Arbeit  über  die  Euler'sche  Constante  ist 
von  Enar,  Harmonische  Beihen,  Grunerfs  Math,  Archiv,  41,  43» 
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1861  u.  1865.  Die  Function  -4(a,  1)  wurde  von  Gauss  in 
seiner  Abhandlung  über  die  hypergeometrische  Reihe  {Werke,  3) 
studirt  und  die  Werthe  der  Function  wurden  von  Nicolai  in 
einer  Tafel  zusammengestellt,  die  man  am  Ende  der  Gauss' sehen 
Abhandlung  findet. 


§  5.    DieEuIer'sohen  Functionen.    ^ 

Legendre,  Fond.  eUipt,  2,  S.  365,  Paris  1826,  hat  zuerst 
diesen  Functionen,  die  vor  ihm  von  Euler,  CcUc.  integr.  unter- 
sucht worden  waren,  den  Namen  Euler'sche  Functionen  !*•' 
und  2*"  Gattung  gegeben. 

Das  Euler'sche  Integral  1**'  Gattung,  wie  es  ursprüng- 
lich von  Legendre  definirt  wurde,  hat  die  Gestalt: 

B(l?,  5;  n)  =fxP'-'(l—x^y       dx; 

0 

darin  bezeichnet  n  eine  feste  Zahl,  sind  p  und  q  variabel  und 
ist  B  als  eine  Function  von  p  und  q  anzusehen.  Legendre  hat 
nach   dem   Vorgang   Euler's   für   diese   Function    das   Symbol 

(-j  benutzt.    Li  der  Folge  wurde  sie  (Binet,  Joum,  J&c.  polyt, 

Heft  27)  mit  dem  griechischen  Buchstaben  B  bezeichnet  und  die 
Betafunctiofi  genannt.  Der  Fall  n  =  1  wird  gewöhnlich  in  den 
Abhandlungen  untersucht;  man  gebraucht  für  ihn  das  einfachere 
Symbol  B{p^q)  statt  B(jp,  g;  1). 

Die  Beta-Function  ist  für  n  =  1  in  Bezug  auf  p  und  q 
symmetrisch: 

Bip,q)  =  B{q,p). 

Die  Werthe  von  B(p,q\n)  lassen  sich,  wenn  p  und  q 
grösser  als  n  sind^  durch  diejenigen  ausdrücken,  hei  welchen  p 
und  q  zwischen  1  und  n  liegen  (Legendre), 

Es  ist 

B(|?,w;n)  = 


B(i?,w— jp;  n)  = 


P  ' 

n 

n 

n 

am  — 
n 


g_ 
P 
B(p,q+1;  l)  =  B(i>,(?;  l)  —  B(p+l,q;  1) . 


B(i),g+l;l)  =  -|-B(i)-f  l,(z;  1), 
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Die  Fun<M(yn  B  genügt  der  Euler'schen  Beeidtung: 
B  (i?,  q-,  n)  B(p  4-  g,  r;  w)  =  B  (p,  r;  n)  B  (p  +  r,  gr;  n)  . 

Für  n  =  3,  4,  6,  8,  12  kann  man  die  B-FuncHon   durch 
elliptische  Integrale  ausdrücken,  vergl.  Legendre,  a.  a.  0.,Kap.  3. 

Der  Logarithmus  der  B- Function  lä^st  sich  durdt  mn  be- 
stimmtes lutegral  ausdrücken.     Setzt  man  w  =  1 ,  so  wird 


Man    nennt    Euler'sches   Integral    2*"   Gattu/ng    und    be- 
zeichnet mit  dem  Buchstaben  F  die  Function 

1 

Ohne   der  allgemeinen   Gültigkeit  Eintrag   zu  thun,   kann 
man  m  =  1  setzen,  weil  für  x^  =  t 

Fm{z)  =  ^r^{z)    ist. 

Es  wird  dann  ohne  Weiteres  (Legendre) 


r(.)  ==/(iog  D'  'dx. 


Euler  und  Gauss  gebrauchten  das  Symbol  n(z  —  1). 
Wenn  z  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  ist 

r(.)  =  (0-i)!. 

Die  Function  F  ist  für  jedes  reelle  z>  0  endlidti.     Ein 
anderer  Ausdruck  für  F  lautet: 

r{z)  =J'e'-'x'-^dx, 

Noch  andere  Ausdrücke  sind: 
r(.)=^^^j'j^f^^^^^j^^,  Euler,  Gauss, 

/'  =  !      iH 
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I>ie   Function  F  hat  die   durch   die   folgenden    Relationen 
dargestellten  Eigensdtaften: 

r{z  +  i)  =  zr(z), 

r(z  +  k)  =(z^k—  l)(z  +  A-  —  2)---zr(z), 

dr(z) 


dz 


r{z)\ogz, 
riz)r(i-z)  =  -, 


r{l-^)r(i^^)- 


COS  7tZ  ' 


1 

n 


fIz  -\-  2 )  ^^ 7 K^»  worin  z  ganzzahlig  ist, 

-^("  +  y)  ""  ^1  *  r^r  ^^  ^^^^^  beUebige  z, 


für  ganzzahlige  m  und  beliebige  z, 
Gauss,   TFerÄ:c,  3,  S.  150, 


=  F(mz)  (2 7t)    ^    m^ 

0  ' 

log  r(zj  =^  {z  log  (l  +  y)  -  log  (l  +  J-)),  Gauss, 

<7l0gr(^)  5r/\  r  f,  1  1  1 

0 

Z(l)  =  —  Ä  =  der  Euler^schen  Constante,  vergl.  §  4, 
y*log  r{x)dx  =  ^  log  <?  —  ^  +  i  log  27r,     Raabe. 


Pftscftl,  Bep«rtorium.  I. 
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Der  Werth  von  r(e)  von  z  =  0  hia  e  ^==  j  variirfc  von  oo 
bis  Ytc  =  1,77245  •  •  •  und  der  Werth  von  r{z)  von  i?  «=  j  bis 
z  =  1  variirt  von  Ytc  bis  1. 

Die  Function  r(z)  hat  den  geringsten  Werth  für 
z=  1,46163  21451  105    •. 
und  der  Werth  von  log  r{z)  beträgt  in  diesem  Punkt 

log  r{z)  =  9,94723  91743  9340  •  •  •, 
der  annähernd  dem  Werth 

r(z)  =  0,885  •  • .     entspricht. 

Die  Strecke  von  z  =  0  bis  z  =  1  pflegt  man  die  erste 
Periode  der  Function  T,  die  von  z  =  1  his  z  =  2  die  zweite 
Periode,  etc.  zu  nennen. 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  ersieht  man,  dass  JT, 
ivenn  es  für  die  erste  Periode  bekannt  ist,  leicht  atich  für  jeden 
anderen   Werth  ermittelt  werden  kunn. 

Allgemeiner  lässt  sich  zeigen:  Ist  r(z)  für  eine  beliebig 
kleine  Strecke  der  ersten  Periode  bekannt,  so  ist  es  für  jeden 
anderen  WertJi  des  Arguments  bestimmt,  d,  h,  man  kann  auf 
elementare  Weise  seinen  Werth.  für  jedes  z  ermitteln;  vergl,  Le- 
gcndre^  a.  a,  0.,  Kap.  11,  S.  446. 

Die  r-Functionen  sind  wichtiger  als  die  B-Functionen  und 
die  Berechnung  der  letzteren  lässt  sich  auf  die  der  F  mittelst 
der  Grundformel  zurückführen: 


•0-0 


Für  w  =  1  wird 

Auf  diese  Art  reducirt  sich  die  Ermittelung  von  B  mit  zwei 
Argumenten  auf  die  einer  r'-Function,  welche  eine  Function  von 
nur  einem  Argument  ist. 

Zur  numerischen  Berechnimg  der  Functionen  log  r{z)  be- 
nutzte Legendre  Reihen,  die  zwar  divergiren,  die  jedoch,  auf 
eine  gewisse  Art  behandelt,  hinreichend  genaue  Annäherungs- 
werthe  liefern.  Die  von  Legendre  angewandte  Formel  weicht 
nur  wenig  von  der  folgenden  ab: 

log  r{z)  =  («  -  I)  log  r  —  z  +  A  log  2n  +  J{z\ 
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worin  w  w  b 

T{A  ==  :^  _       -^4       _i         -oe       _i_ 

^  ^^  22r  3  ■  4  ■  2'    '     6  •  6  •  z*         *  ' 

-Lf^iy ^^»--t-«      - 

^^         ^  (2r+  1)  (2r  +  2)  z^^+' 
ist,  die  B  die  Bernoulli 'sehen  Zahlen  bedeuten,  siehe  oben  §  3, 
und  0  eine  zwischen  0   und  1  liegende  Zahl  bezeichnet.     Setzt 
man   die  Reihe   auf  der  rechten  Seite  von  J{z)  ins  Unendliche 
fort,  so  wird  sie  divergent. 

Die  Glieder  dieser  Reihe  nehmen  im  Anfang  ab  und  endigen 
damit,  dass  sie  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen;  es  lässt  sich 
jedoch  ein  solcher  Werth  von  r  finden,  dass  der  Rest  der  kleinste 
mögliche  ist;  berechnet  man  dann  die  Glieder  bis  zu  diesem 
Werth  von  r,  so  erhält  man  eine  für  die  Anwendung  ausreichende 
Annäherung.  Die  Formel  liefert  um  so  genauere  Resultate,  je 
grösser  z  ist,  da  man  zeigen  kann,  dass  der  kleinste  Term  mit 
dem  Anwachsen  von  z  schnell  abnimmt.  Auf  diesem  Princip 
fussend,  hat  Legendre  Tafeln  der  Werthe  von  log  r(2)  bis  auf 
12  Decimalen  fiir  alle  Werthe  der  z  von  Tausendstel  zu  Tausend- 
stel, mit  1  beginnend  bis  2  zusanunengestellt. 

Die  Bestimmung  des  Indexes  r  des  Terms,  dessen  Werth  der 
kleinste  ist,  haben  Genocchi,  Borna,  Soc.  Bai.  sc.  Mcni.,  6  und 
Limbourg,  Äcad.  de  Belg.^  30  zum  Gegenstand  ihrer  Unter- 
suchungen gemacht.  Siehe  auch  Hermite,  Cours  de  M.  Hermite, 
red  ige'  en  1882  par  M.  Andoyer^  Paris,  1891.  Es  gibt  auch 
Tafeln  für  die  Werthe  der  F-Function  von  Gauss,  welche  bis  zu 
20  Decimalstellen  reichen. 

Den  Geltungsbereich  der  für  reelle  positive  Werthe  des 
Arguments  definirten  Fimction  r{z)  hat  schon  Legendre  auf 
reelle  negative  Werthe  von  z  erweitert  und  sich  dazu  der  Formel 
r{l  -^  z)  =  zr{z)  bedient,  indem  er  annahm,  z  sei  in  dieser 
Formel  negativ  und  liege  zwischen  —  1  und  0;  damit  ist  als- 
dann r  für  alle  Werthe  zwischen  —  1  und  0  definirt  {die  erste 
negative  Periode  nach  Legendre).  Fährt  man  so  fort,  so  lassen 
sich  die  Werthe  von  F  für  jedes  negative  z  bestimmen ;  es  ergibt 
sich,  dass  F  in  den  Punkten  z  =  —  1,  —  2,  —  3,  •••  un- 
endlich gross  wird,  dass  es  zwischen  0  und  —  1  negativ,  zwischen 
—  1  und  —  2  positiv  ist  u.  s.  w. 

Die  Ausdehnung  der  Function  F  auf  das  ganze  complexe 
Gebiet  hat  Weierstrass,  CreUe,  51  zuerst  unternommen  und 
zu  diesem  Zweck  die  Convergenz  des  schon  vor  ihm  von  Euler 
und  dann  von  Gauss,   Werke,  3,  S.  145  betrachteten  Products 
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("-!)!?' 


z(z  +  l)...(z  +  n-l) 
untersucht,  in  welchem  z  eine  beliebige  complexe  Zahl  bedeutet. 
Man  erhält  so  eüie  allgemeine  Function  /^(f),  Velche  den  beiden 
charakteristischen  Eigenschaften  genügt: 


IlTTi 

^=0   (a-l)!/i' 


=  1, 


r{z  +  1)  =  zr{z\ 

Die  Function  r{z)  ist  für  ein  beliebiges  complexes  z  in  der 
ganzen  Ebene  eindeutig  und  wird  nur  in  den  Punkten 

.-  =  0,  -  1,  —  2,  .  .  . 
unendlichgross  von  der  1****  Ordnung  und  im  ünendlichkeitspunkt 
der  Ebene   eine   wesentliche    Singularität;    die  eu  ihr   reciproke 
Functiofi  ist  in  der  ganzen  Ehetie  holomorph;  d,  h.  es  gili  für 
sk  die  tvichüge   Weierstrass'sche  Formel: 

n.^T,-'-i7j('+.-K-}- 

«  =  1 

Die  Function  r(z)  lüsst  sich  in  die  Summe  zweier  atiderer 
Functimien  r(z)  =  Q{^)  -]-  jP(z)  zerlegen,  welche  beide  Q  wie  P 
eindeutig  sind  und  von  denen  die  erste  in  der  ganzen  Ebene 
sifnectisch,  die  zweite  dagegen  n^romorph  ist.  Für  die  erste  be- 
steht der  Ausdruck: 

Q(-)  =  ^0  +  ^1-  +  ^2-'"'  H 1 

'icot'in 


3C 


ist;  für  die  zweite  gilt  der  Ausdruck 
\^  1 

z 


P(z) 


+ 


l\{z-\-  1)    '     2!(2;  +  2) 

u'clcher  die  UnendlichkeitssteUen  1^^  Ordnung  von  F^z)  Mar 
erkc7inen  lässt.  Da.s  Frym'sche  TJieorem  {Zur  Theorie  d^' 
F-Functionen,  Crellc,  82,  1877). 

Bez.  des  Beweises  dieses  Resultats  kann  man  ausser  dieser 
Arbeit  Prym's  auch  Pincherle,  livnd.,  Palermo  1888  und 
Hermite,  Analyse  nachsehen. 

Die  Function  r{z)  kann  nicht  das  Integral  einer  algebraischen 
Differentialgleichung  sein.  Holder,  Math.  Ann.^  33,  1886. 
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Wir  schliessen  diesen  Paragraphen,  indem  wir  eine  Auswahl 
von  Integralen  mittheilen,  die  sich  auf  die  P-Functionen  oder 
die  Derivirte  Z  ihres  Logarithmus  zurückfahren  lassen. 

Plana,  Creüe,  17,  1837, 

u 

1 

0 
0 

1 


i 


"a-'  —  x^  dx 


=  Z(p)-Z{q), 


/  x^-*  sin  qx  '  dx  =  -^^  sm   ;- 
,/  qP  ^ 

0 

/  o;''"^  cos  qx  '  dx  =  — ^^  cos  ^ 
J  q""  2 

0 

oe 


,  I  sin 
cos 


(,^.)^^  =  __W/.    sm   p. 
r)/^  I  cos  I  '^r  ' 


Raabe. 


Die  erste  wichtige  Arbeit  über  die  F-Functionen  ist  Le- 
gen dre,  a.  a.  0.  zu  verdanken.  Gauss,  Werke,  3,  S.  145  legte 
der  Theorie  der  F-Functionen  die  oben  citirte  Formel  zu  Grunde: 
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und  leitete  aus  ihr  die  Eigenschaften  der  Fab.  Poisson,  Jaurn. 
Ecole  Polyt,  Hfb.  19,  1823;  Jacobi,  Crelle,  11, 1834;  Dirichlet, 
Sur  les  integrales  EulSriennes,  Grelle,  15,  1836;  Werke,  1,  S.  271 
verfolgten  diese  Richtung  weiter.  Ausser  den  oben  angeführten 
Arbeiten  von  Prym,  Weierstrass  u.  Anderen  citiren  wir  noch 
Cauchy,  Exerc;  Grelle  in  Grelle* s  Journal,  7;  Plana,  Grelle^  17; 
Piola,  Opusc,  mal.  e  fis.,  Mailand  1832;  Schlömilch,  AnaJyt. 
Studien,  Leipzig  1848;  De  Gasparis,  Giorn.  de  Baff.,  6; 
Pringsheim,  Math,  Ann.,  31  und  die  neuere  Monographie 
von  Graf,  Theorie  der  Gamma functiofien  etc.,  Bern  1895. 

In   einem   neuen  Werk  von  Blaserna   wird  die  Function 

—j~~~       studirt  und  eine  Tabelle  ihrer  Werthe  hinzugeftlgt, 

die  A.  Sella,  Acc.  Lincei,  Bend.,  1895  berechnet  hat. 


§  6.  Die  hypergeometrische  Function. 

Die  sogenannte  hypergeometrische  Function  wird  durch  die 
Reihe 

F(«,  ?,,,,.)  =  1  +  ^ .  +  «i^;-MJii),«  + . . . 

^  '     '    '    ^  '     1!  c        '  2!  c(c  +  1)  ' 

dargestellt,  in  welcher  a,  Z>,  c,  z  beliebige  complexe  Grössen  sind. 
Ist  eine  der  ZaJilen  a,  h   eine  ganze  negative  ZaJü  —  n, 

so  ist  die  Beihe  endlich;  man  erhält  ein  Polynom  n^^^  G~rads  und 

nur  in  diesetn  Fall  ergibt  sich  ein  Polynam, 

Offenbar  ist  F  in  Bezug  auf  a  und  b  symmetrisch, 
Specielle  einfache  Fälle  der  hypergeometrischen  Reihe  sind 

die  binomische  Beihe 

F{—m,  b,  b,  -z)  =  (l+zy\ 

die  logarifhmische  Beihe 

F(l,  1,  2,  -  z)  =  z  log  (1  +  .-) 
und 

i'il,    2",    2'   ^^  =  27^''^T"-7' 

lim  F(l,  b,  1,  I)  =  r, 

6  =  00  ^^ 

^lün  F(b,  b,  c,  ^)  =  1  +  jf^  +  .^77(^+1)  +  •  •  •. 


lim  F[b,  l>,  |,  ^)  =  cos  (2i  !/„'), 
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T       r^/i.     1.     3       Z\  8in(2ty7) 


2iyz 

F(flf,  h,  c,  1)  =  „'        — =7 j-;,     Gauss. 

2>/e  iJei/ic  auf  der  rechten  Seite  convergirt  für  jedes  |  ^:  |  <  1 
und  diiergirt  für  jedes  |r|>l.  Ihr  Convergenzkreis ,  dessen 
Mittelpunkt  selbstverständlich  im  Coordinatenanfang  liegt,  hat  daher 
den  Radius  1,  Gauss,   Werke,  3. 

Wird  mit  R{a  -\-  b  —  c)  der  reelle  Theil  von  a-\-  b  —  c 
bezeichnet,  so  erhält  man  das  folgende  Weierstrass'sche 
Resultat,  Grelle^  51  (siehe  auch  Schwarz,  Grelle,  75;  Abhandl.  2): 

Wenn  |  ^  j  =  1   ist  und 

B(a  -\-  b  —  c)  >  1 ,  so  werden  die  Goefficienten  wnendlich 

gross; 
Il(a  -\-  b  —  c)  =  1,  so  bleiben  die  Goefficienten  endlich: 
0  <i  E[a  -\-  b  —  c)  <  1,  so  werden  die  Goefficienten  unendlich 

klein  und  die  Reihe  ist  für  alle  Punkte 
des  Kreises    z\  =  1  mit  Ausnahme 
des  Punkts  z  =  1  conrergent: 
R(a  -}-  b  —  e)  <  0,  so  convergirt  die  Reihe  für  alle  Punkte 
des  Kreises  \z\  =  1,  einschliesslich 
des  Punkts  z  =  1, 
Wenn  man  die  hypergeometrische  Reihe,  wie  sie  oben  definirt 
wurde,    als    da.s  Element   einer    analytischen   Function    in   dem 
Sinne  der  Theorie  der  analytischen  Functionen  von  Weierstrass, 
vergl.   Kap.   13,    S.  352,    auffasst,   so   ergibt  sich    eine   in   der 
ganzen  Ebene  mit  ÄusnäJime   der   Punkte  z  =  oo   und  z  =  1 
sifnectUiche  Function, 

Die  hypergeometrische  Function  ist  ein  particuläres  Integral 
der  linearen  Differentialgleichung  2**'  Ordnung  (Euler): 

Afp  fljp 

<l-z)^+  \c-{a  +  h+i)z]  'l/^-abF=0. 

Setzt  man  allgemeiner 

y  =  Gz^(l—z)yF{a,  b,  c,  z), 
so  ist  y  ein  particuläres  Integral  von 

d^    .     pj-  «  —  a'    I    L-y  —  lLl  ^^^  _L 
dz*^  \  z     '    "^       z  —  1      J  dz    »" 
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ß  =  a  —  a  —  y, 
1 


warin  der  Symmetrie  wegen 
«'  =  1  —  c  -\-  a^ 
ß'  =  h  —  a  —  y, 
/  =  c  —  a  —  h-{-y, 

ci  +  a    +  ß  +  ß'  +  y  -{-  y' 
(jcsetzt  wurde. 

Schreibt  man 

X  —  a    c  —  b 
X  —  b    c  —  a  ' 

so    nimmt    diese    IHfferentiälgloicfmtig    die    mehr    sgmmeirisclie 
Form  an: 


dx*^   l 

+ 

+ 


1  —  a  —  < 
X  —  a 
au'(a  — 


+ 


►        '        X  —  c     j  dx  ~^ 


X  —  a 

yy_(c  —  a){c- 
X  —  c 


h){a-c)_j^^J(f,-a){h 


c) 


3\. 


X  —  6 

y 


+ 

=  0, 


]{x  —  a)  {x  —  b)  {x  —  c) 

Papperitz,  Math,  Änn.^   25. 

Die  hypergeometrische  Function  lässt  sich  auch  als  ein  be- 
stimmtes Integral  betrachten.     £s  ist  nändich  nacli  Euler: 

0 

Als  Function  voti  a  oder  h  angeselien^  ist  die  hypergeame- 
frische  Function  eine  in  der  ganzen  Ebene  mit  ÄusnaJime  des 
Punktes  oo  synectische  Function. 

Als  Function  von  c  ist  sie  in  der  ganzen  Ebene  meromorph 
und  wird  in  den  Punkten 

c=0,  -1,  —2,  ••• 

tinendlich  gross  von  der  V^^  Ordnung;  in  beiden  Fällen  hat  sie 
selbstverständlich  einen  wesentlich  singulären  Punkt  im  Unendlichen, 
Befrachtet  man  sie  als  Function  von  a  und  nennt  JF,  J^F,  •  •  • 
ihre  successiven  Differenzen  für  die  Werthe  a,  a  +  1»  ^  +  2,  ••• 
des  Arguments,  so  genügt  die  hypergeometri.sche  Function  der 
linearen  DiffercfizengleicJiung  2'®'  Ordnung: 

(a+  l){z—l)J^F-\-[{a-{-  b-{-  l)z  —  c]JF+bzF  =  0. 

Zwei  Functionen  F,  deren  Parameter  a,  &,  c  sich  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  heissen  verwandt,  cofitiguae,  Gauss. 
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Zwiscfien  drei  t^  er  wandten  Functionen  besteht  immer  eine 
lineare  homogene  Belation  mit  Coefficienien ,  die  rationale  Func- 
tionen vofi  z  sind.  I>ie  lineare  Differentialgleichung  ist  ein  specieller 
Fall  solcher  Relationen  zwischen  verwandten  Functionen, 

Die  Derivirten  von  F  nach  z  sind  ebenfalls  hypergeometrische 
mit  F  verwandte  Functionen,     Die  erste  Derimrte  lautet: 

F'^^Fia+l,b  +  l,c-\-l,z). 

Der  Quotient  zweier  verwandter  Functionen  lässt  sich  als  Ketten" 
hntrh  entwickeln,  Gauss. 


Die  hypergeometrische  Function  wurde  von  drei  verschiedenen 
Gesichtspunkten  aus  studirt,  indem  man  sie  entweder  als  he- 
stimmtes  Integral,  als  Reihe  oder  als  ein  particuläres  Integral 
der  linearen  Differentialgleichung  2*"  Ordnung  ansah. 

Die  ersten  Untersuchungen  stellte  Euler  an,  Nova  actaPetrop,, 
1778;  Institutiones  Calc,  Integr,  Petrop,,  1769;  auf  ihn  folgten 
Pf  äff,  der  Lehrer  von  Gauss,  Disquisitiones  analyticae  maximc 
ad  calculmn  integralem  etc.,  Helmstad  1797,  1  und  Gauss  selbst, 
Werke,  3  in  einer  berühmten  Arbeit.  Kummer,  lieber  eine  hyper- 
geometrische  Reihe ,  Crelle,  15,  1836  ging  von  der  Differential- 
gleichung aus.  Die  Riemann'sche  Arbeit,  1857  bezeichnet  einen 
wichtigen  Fortschritt  der  Theorie;  man  kann  sagen,  dass  aus 
dieser  Arbeit  die  moderne  von  Fuchs  begründete  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  hervorgegangen  ist. 

Mit  dem  Studium  des  Quotienten  zweier  particulärer  Inte- 
grale der  Differentialgleichung  2*®'  Ordnung  hat,  wie  man  wohl 
annehmen  kann,  Riemann  in  seinen  beiden  Abhandlungen  über 
die  Minimalflächen  den  Anfang  gemacht;  sie  wurden  unter  Nr.  17 
und  26  in  seinen  gesammelten  Werken  publicirt  (Gesammelte 
math.  Werke  u.  wissensch,  Nachla^s,  edirt  v.  Dedekind  u.  Weber, 
Leipzig  1876).  Die  Anwendung  auf  den  hypergeometrischen 
Fall  bildete  dann  den  Gegenstand  eines  interessanten  Aufsatzes 
von  Schwarz,  Gauss'  hypergeom.  Reihe  als  dlgebr,  Funct.  ihrer 
4  Elem.^  Grelle^  75,  1872,  der  anderen  wichtigen  Untersuchungen 
z.  B.  auch  den  prpjectiven  Differentialinvarianten,  siehe  Kap.  9, 
§  3,  zur  Grundlage  diente. 

Schliesslich  hat  Klein,  Math,  Ann.,  37  wichtige  Resultate 
in  Bezug  auf  die  Nullpunkte  der  hypergeometrischen  Function 
gefunden.  Vergl.  auch  Math.  Ann.,  40  und  Schilling,  Math. 
Ann.,  44. 
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Die  Yerallgemeinerungen  der  hjpergeometrischen  Fanctioneii 
sind  verschiedener  Art.  Erwähnenswerth  ist  die  von  Heine, 
Crdle,  32,  34,  1847  und  Thomae,  Die  höheren  hypergeametr. 
lieihen,  Math.  Änn.^  2,  1870;  diese  Autoren  verallgemeinem  die 
Gau  SS 'sehe  Reihe,  indem  sie  eine  grössere  Anzahl  von  Pajra- 
metern  einführen.  Eine  andere  Erweiterung  ist  von  Heun, 
3{ath.  Ann.,  33,  der  von  den  Differentialgleichungen  ausgeht  und 
eine  letzte  schliesslich  rührt  von  Pochhammer  her,  Hypergeoni. 
Fund,  w*"  Ordn.,  Grelle,  71,  1870;  Appell,  Les  fonctims  hyper- 
gemn.  d  2  variables,  Compt  Betid,^  91,  1880  u.  Jaurn.  de  lAou- 
lilJe,  8,  1882;  Picard,  Ann,  ic.  norm,,  12,  1881;  Gour.sat, 
Fonct.  hypergcom.  d'ordre  super,,  Paris,  Ann,  Ec.  norm.,  12,  1883 
und  von  Hörn,  Acta  math.,  15;  sie  betrachten  hypergeometrische 
Functionen  nicht  von  einer,  sondern  von  zweien  oder  mehreren 
Variabelen. 

In  Bezug  auf  weitere  Einzelheiten  empfehlen  wir  ganz 
besonders  die  autographirten  Vorlesungshefte  you  Felix  Klein,  3, 
Ueher  die  hypergeometrische  Function  (W.  S.  1893/1894).  Siehe 
auch  einen  Cursus  von  Vorlesungen,  die  kürzlich  Pincherle 
gehalten  hat,  Giorn,  di  Batt,,  32. 


§  7.  Die  Legendr  ersehen  Kugelfiinctionen  einer  Variabelen. 

Entwickelt  man  den  Ausdruck 

T=(i  — 2«-  +  «^)  ^ 

in  welchem  a,  z  reelle  Zahlen  und  kleiner  als  1  sind,  nach 
ganzen  positiven  wachsenden  Potenzen  von  er,  so  ist  der  Werth 
des  Coefficienten  von  cc"  in  dieser  Entwickelung: 

l-3.5...(2n-l)(^,^         n(n^l)   ^„^^ 

2(2n- 
n (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3) 


p(«)(  A  =  i-ll^-.:  (2n-£)|      _   n(n--l) 
+ 


2.4.(2m— l)(2w  --  2) 

Das  Polynom  P^"^  (^)  heisst  für  reelle  oder  complexe  z 
eine  Legendre'sche  Kugelfunction  erstem-  Art;  man  pflegt  sie 
auch  mit  X^"^  oder  X„  zu  bezeichnen.  Der  Name  Kugelfunction 
rührt  von  Gauss  her. 

Diese  Functionen  sind  specielle  Fälle  der  hypergeometri- 
schen Function;  sie  stellen  nämlicli  für  ganzzahlige  positive  n 
endliche  hgpergeotnetriscJie  Rdhen  vor: 
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P(*»+»(r)  =  (— 1)" 


2-4---(2n). 
8.6---(2«  +  l) 
"2-4---(2n) 


zF{-n,n  +  ^,^,z»), 


worin    F   das    Symbol    der    hypergeometrischen    Function    von 
Gauss  ist,  vergl.  §  6. 

Die  Grundformeln  für  P^^^  sind: 

P(0)  =  1,       p(l)  =  ^,       p(2)=        ^ 


(--t). 


p(2n)  (_  z)  =  P(2»)  (;r)  ,       P(««  +  l)  (_  ^)  =  _  p(2»  +  l)  (^)  , 

p(2'«-M)  (;j)  .    3-5.-.(2n  — 1) 


•(2w) 


lim 
.•=0 


=  (-!)" 


z  \        -/        2-4  •••(2n) 

Setzt  man  je:  =  cos  ö ,  so  wird 

2.4.-.  (2w) 


,  l-3n(n  — 1)  .  .\/i    I 

+  r  2  -12^  --l)-(2n  ^3)  COS  («  -  4)  ö  +  •  • .. 

Ist  0  reell,    so   hat  P<"^(cosö)    den    grössten   Werth    für 
^  =  0;    dieser  Werth  ist  der  Einheit  gleich. 

IHe  Kugelfunction  lässt  sich  auch  durch  die  Formel  ausdrücken: 

1      d'[(z*_--l)'*^ 
2''n!         dz"" 


P^^){z)  = 


Diese  Formel  heisst  die  Ivory  und  Jacobi'sche,  sie  ist 
jedoch  Rodriguez  zuzuschreiben,  vergl.  Heine,  Theorie  dei' 
Kugdfunctionen,  Berlin  1878,  2.  Ausg.,  1881,  S.  20;  sie  ist 
auch  eine  wichtige  Formel  für  die  Differentialrechnung,  da  sie  die 
n^^  Dirivirte  der  Function  {z^  —  l)'*  liefert,  Jacobi,  Grelle,  15. 
Siehe  auch  oben  S.  114. 

Alle  Wurzeln  von  P^^\z)  =  0  sind  reelle  kleiner  als  1 
tmd  verschieden  von  einatider;  wenn  ferner  ß  eine  Wurzel  be- 
zeichnet, so  ist  auch  —  ß  eine  solche.  Die  Zahlen werthe  dieser 
Wurzeln  von  n  =  1  bis  n  =  7  hat  Gauss  berechnet,  der  sie 
für  seine  Quadraturformel  benutzte;  wir  haben  diese  Gaus s^ sehe 
Tafel  in  Kap.  10,  S.  233  zum  Theil  reproducirt.  Ueber  die 
Wurzeln  der  Kugelfimctionen  existirt  auch  eine  wichtige  neuere 
Arbeit  von  Markoff,  Math.  Änti.^  27. 
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Jede  Kugelfunction  lässt  sich  durch  die  bekannte  La- 
place' sehe  Formel,  Traue  de  mcccmique  cileste,  5  Bde.,  Paris 
1799—1825,   2.  ed.,    1829—1839,  Bd.  5,  Buch  11,  Kap.  2 

ausdrücken: 

n 

nP^^){z)  =f{z  +  QO^q>yz^—lYdfp. 

0 

Mittelst  dieser  Formel  lässt  sich  der  Geltungsbereich  von 
P^"^  auf  den  Fall  von  nicht  ganzen,  positiven  n  ausdehnen. 

Gibt  tnan  deni  Argument  die  Form  des  Cosinus  und  mmmt 
an.  0  sei  reell  und  0  <  ö  <  tt,  so  erhäU  man  die  beiden 
D  tri  Chi  eV  sehen  Formeln,  Grelle,  17,  1837, 


""  P<«)  (cos B)  =  /"cosilf ^snqpj^    ,     r 
2  J  V2  (coBcp  —  "cos 6)       J  1 

0  0 

-:  p<«>  (cos  oy  =  -  r^j>jt^i£i^  +  f 


Bui\<p  cosntp  d<p 


y2  (cos  6  —  cos  <f>) 


COS-^qp  sinnqp  dtp 

"|/2  (COS  6  —  cos  <p) 
ö  ö 

Diese  Formeln  gelten  für  n  =  0  nicht. 

I)le  Kugelfunction  P^"^  genügt  der  Differentialgleichung: 


Die   Ktigelfunctiofien    2*®'  Art    werden    durch    die    Formel 
definirt: 

nl 


1-3-5.7  ...(2w  +  l) 


-«-i_L   (n  +  l)(n  +  2)_„_3 

'  2(2m  +  3)      *  "• 


.{n+1)  (n+2)  (n  +  3)(n  +  4)  _„_5    , 
'  2.4-(2n  +  3)(2n  +  6)        '^  •"  * 

Sie  sind  ähnlich  gebildet,  wie  die  Kugelfun ctionen  erster 
Art  und  wurden  von  Heine  studirt,  Grelle,  42,  1851  und 
Kugelf.  etc. 

Zicischcn  den  Functi&ncfi  P  und  Q  besteht  für  jedes  Werthe- 
paar  von  x  und  y,  für  tvelcJtes 

\x  —Yx'  —  l\  >  \g  —  Y^^  —  l\    ist, 
die  einfache  Beziehung: 

PC 

^  =2^(2«  +  l)PC>(x) <;)'-' (^),  Heine,  a.a.O. 

n=0 
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Ueber  dieses  Theorem  siehe  auch  Carl  Neumann,  Ent- 
wickeltmg  einer  Fund,  mit  imagin.  Argument  nach  den  Kugel- 
funct.  1,  u.  2,  Art,  Halle  1861;  Theorie  der  Bessd' sehen  Funct, 
Leipzig  1867;  Thome,  Ueber  die  BeUien,  welche  nach  Kugel- 
funct.  fortschreiten,  CreUe,  66,  1866. 

^^"^  lässt  sich  auf  die  folgende  Art  als  Function  der 
hypergeometrischen  Beihe  ausdrücken 

Für  z  =  1  wird  Q  unendlich  gross,  während 
lim  (1  —  ^)  C(»)(r)  =  1'  ist. 


3     .  l\ 


Für  jedes   z,    dessen   Modul   Meiner   als    1    ist,    wird    Q 
endlich. 

Q^^^  knnn  durch  ein  mdirfaches  Integral  ausgedrückt  werden: 

dz-^ 

ir 


OD  QO 


wo7'in  man  auf  der  rechten  Seite  w  +  1  mal  zu  integriren  hat. 

Die  Function  Q^^^  ist  ferner  ein  particuläres  Integral  der- 
selben Differentialgleichung,  welcher  die  Function  P^")  genügt. 

Die  Function  Q  tvird  auch  durch  die  Formel  definirt: 

(?(.)(.)  =  ±/p(-.)(y)-^-,    . 

die  von  F.  E.  Neumann  herrührt,  Crelle,  37,  1848. 

Ferner  lässt  sich,  wie  P^^^ ,  auch  Q^"*^  durch  eine  n^  Deii- 
rirte  ausdrücken: 


Qin)(^^) 


(~2f  nl  (T 
2n!      rf^n 


[('■-)-/^_^...]- 


D-ie   Kugelfunctionen    !*•'  und  2**'  Art  geniigen   den  lie- 
laiionen: 


Jp('«){z)pi«)(g)dz  =  0, 
fQ^"'^{z)Q^''^(e)dz  =  0, 


[       0,       wenn  m  von  n  verschieden  ist, 
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in  welchen  die  Integrationen  in  positivem  Smn  längs  einer 
Ellipse  mit  den  Brennpunkten  +  1  oder  längs  einer  beliebigen 
anderen  geschlossenen  Curve  attszufiihren  sind,  die  sich,  ohne 
die  Strecke  ( —  1,  -\-  1)  zu  kreuzen,  durdi  stetige  Deformation 
auf  eine  sol<ihe  Ellipse  zurückführen  lässt. 

Verwandt     mit     der     ersten     dieser     Formeln     sind     die 
Legendre 'sehen  für  reelle  z: 

J^m p{n) (^)  =  Q ^  ^enn  m<n  ist, 
—  1 

+1 


JF'"{z)P''{z) dz  =  0  ^  m^n, 
—  1 

+1 


Die  Kugelfunctionen  1**'  und  2*®'  Art  genügen  den  folgenden 
Becursionsbeziehungen : 

(n+  l)P(«  +  i)  — (2n  +  l)^P««)  +  nP(''-i)  =  0, 

P(i)  —  zP^^^  =  0,       Gauss;  vergl.  Heine, 
Kugelf,  1,  S.  91,  92, 

(«+  l)g<»+')  — (2n+  l)^Öi-'  +  «C(»->'  =  0, 

-^äl %-. ^(2« +!)«'->• 

Ausserdem  gilt  fiir  ^^"^  auch  die  wichtige  Beziehung,  die 
man  bei  Gauss  findet,  Methodus  nova,  integralium  välores  per 
approximationem  inveniendi,  Comm.  recent.  Soc.  Gott.,  3,  1814, 
1815: 

e(»)(^)  =  |p('«).iogj±|-z(«), 

worin  Z^"^  eine  ganze  Function  vom  (n  —  1  )^^  Grad  in  z  ist. 
Das  Polynofn  Z^"^   lässt  sich  auch  durch  die  Formel  aus- 
drücken: 


^  6(n  -  2)  W  T 


§  8.    Eugelfimctionen  von  zwei  Yariabelen.  495 

in  welcher  der  letzte  Term  P^^^  oder  P^^^  enthält,  je  nachdem  n 
eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  ist. 

Historische  und  Literaturangaben  über  die  Kugelfunctionen 
im  Allgemeinen  (die  Legendr  ersehen  und  Laplace'schen) 
findet  man  im  folgenden  Paragraphen. 


§  8.    Die  Laplaoe*8Chen  Kugelfunotionen  von  zwei 
Yariabelen. 

Li  der  Kugelfunction  1*®'  Art  P^"^(;er)  wollen  wir  an  die 
Stelle  von  z  die  Grösse  cos  y  setzen  und  es  sei 

cos  y  =  cos  ö  cos  ö'  +  sin  ö  sin  ö '  cos {q>  —  q>'). 

Man  kann  diesem  Winkel  y  eine  geometrische  Deutung  geben, 
wenn  man  ihn  als  den  Winkel  betrachtet,  den  die  beiden  vom 
Coordinatenanfang  nach  zwei  gegebenen  Punkten  gezogenen 
Radien vectoren  miteinander  machen;  denn,  wenn  (^,  ö,  <jp), 
{q\  0\  q>')  die  Polarcoordinaten  der  beiden  gegebenen  Punkte 
sind,  so  ist  der  Cosinus  des  Winkels  der  beiden  Radienvectoren 
eben  cos  y,  während  der  Abstand  r  der  Punkte 

r  =  (q^  —  2^^'cosy  +  ^'*)*    ist. 

Nennt  man  x,  t/,  e;  x\y\z'  die  Cartesischen  Coordinaten 
der  beiden  Punkte,  so  erhält  man: 

a;  =  ^co8Ö,  ic'=^'cosö', 

^  =  ^  sinO  cos^p,     3^'=  ^' sin  ö' cos  9)', 

^  =  ^  sinö  sin^p,     js'=  ^'sin  ö'sin  9)', 

xx'  -\-  yy'  +  zz' 


cosy  - 


r  =  y{x  -  xy  +  (y-  yy  +  {z-  zj. 

Die  Function  P^**^  wird   auf  diese  Art  eine  Function   von 
Ö,  ö';  9),  9)';    führt  man  diese  Variabelen  ein,  so  ergibt  sich: 

r»r«>/         \  1     /*   {cosO'+isinO' C08(q)'  — oo)  i "      , 

P^"^  (cos  y)  =  —  I  -r^ -^ ^-^ f^--  dco  . 

^       ^^         ^^J    {cosd +  i  Bind  C0B{q>  — co)}''+^ 

Wir  wollen  den  zweiten  Punkt  als  festliegend,   den   ersten 
als  variabel  betrachten;    alsdann  wird  P^**^  zu   einer  Function 
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tn    V 

Ellij 

nnd 

die 

au: 


LUL-h     dreier     Variabel»*!! 
Liüeinauder  verbuudeu  sin  1 : 


;r 


1 


ier  F'"\  als  Functionen  v..n 
ann,  //<f/.>'s  sie  wii  cim'm  Fm-nr 
N  rialgUich  u nfj  '1^^^  Onln  > / ////    ; i  ■  - 


'V         '       CZ' 


0. 


•..-    ".'   J'L\  IruJcm  wuH  tJir   Variahdnt  0,  q^ 
I  '■  pariidh'  J)i /prent iaif/l eich ttwj: 


:■)  = 


»(«) 


—  cotg  0    ...^    +  w  («  +  1 ,)  P  "'  =  n. 

.  .:    -^-e   nitiondle   fjnnze   Function   von    cos  fL 
.^  ■  •  *..!  r.   welche    an    die    vorstehende  (ileiehimj^' 

,  .   .  ;^  lur   Definition    der  Kufjclfundioncn  zu'ricr 
. '   ^    '.i>st  sich   sagen : 

,^.  ■•.>-'■    rationah'     tjanzv     Functirm     ?2*^"    Gmds 

-'.-^•«   «M«rf    mithin    zweier    un<jhh('ingigcr    Yariti- 

^.      -'rr    vorstehenden     DifYerentudtjleichuynj     genügt. 

•     ■' i  ':\<che    Kugel l'unrfion     und    wird    mit     dem 

r^jriohnet;    ein    spocieller   Fall   von    y^"^   ist   7^-" 

.  .,-^•J.e*sche  Kugelfunction,  wenn  man  in  ihr  zum 

.-<-  v>Ö' "t"  ^^^  ^ ''^^^  ^^' ^"^  ^^  —  ^^  nimmt. 
'  -.iJacc'sche  hängt    mit   der   Legrndrr 'sehen    Fnne- 
i  ■:■•  Fortfiel  zusammen: 

V/.    \    I     I     •    /•     ■  1     •   /  /i  d'  P'"'  (cos  0, 
=     .    1  /*,•  COS  {icp)  +  /.•/  sin  (/  (f>)  \  sin'  0        —    ^.r    - 


l     l   triUkiirlicfie  Constanfe  bedeuten. 
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Die  Laplace'scfie  Function  lässt  sich  durdi  die  Legendre'- 
sehe  auch  auf  die  folgende  Art  ausdrücken: 

Y^-)  ^^m,P^-)  (cos  y,), 
*=i 
tcorin  iw^,  m^^  •  •  •  Wgn-f-i,  2«  +  1   Constante  hezeicitncfi, 
cos  yk  =  cos  0  cos  0k  +  sin  0  sin  0k  cos  (tp  —  tpk)  ist 

uml  (ßk^  g}k)  die  Coordinaten  der  2n  +  1  «w/*  der  Kugel  vom 
Badius  1  liegenden  Funkte  sind. 

Jede  ratiofiale,  homogene,  ganze  Function  n^^  Grads 
U(x,  y,  z)^  welche  die  Bedingmig  J^U=0  erfüllt,  wird, 
durch  Q^  dividirt,  eine  Laplace'sche  Function.  Die  allgemeinste 
La2)lace'sche  Function   entMlt  2n  -\-  1   willkürlicfie  Constante. 

Die  Kugelfunction  Y^^^  besitzt,  wenn  sie  als  eine  Fundion 
der  Coordinaten  x,  y,  z  der  Funkte  einer  Kugel  vom  Badius  1 
betrachtet  wird,  für  von  n  verschiedene  m  die  Eigenschaft 

dabei  ist  die  Integration  über  die  ganze  Kugel  zu  erstrecken. 
In  demselben  Sinn  ist  dann  aucft^ 

rrr(n)p(«)j<,  =  _^r(»)    , 

JJ  2n  +  1     e=e' 

weny%  man  mit    Y^")       den    Werth   von    F^"^   für  0  =  0'  und 

q>  =  cp'    bezeichnet. 

Diese  Formeln  lassen  sich  auch  schreiben: 
ft  2n 

ßin  0d0fY^^){0,  q>)  Y^^)  (Ö, ^)dfp  =  0,     (m  ^  n)  , 

0  0 

n  in 

pn  ör?ö/r(«)(Ö,g,)P<«)  (cosy)rfg,  =  ^-^^J^  r«)_ 

0  0  ,  ,  '^  =  ^' 

worin  cos  y,  wie  oben,  durch  ö,  0\  9,  <p'  auszudrücken  ist. 


Die  Kugelfunctionen  wurden  fast  gleichzeitig  von  Lege ndre, 
Sxw  Vattraction  des  spher&ides  homogenes,  M.4m.  Sav.  etr.,  10, 
1785,  1787;  Exercises  d' Analyse  et  de  Fhysique  Mathematiquc 
und  Fönet,  ellipt.  und  von  Laplace,  Mem.  Sar.  6tr.,  1785; 
Mecanique  Celeste  bearbeitet.  Später  haben  sich  namentlich  Gauss, 

Pascal,  Bepertorium.  I.  32 
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Werke,  5;  Dirichlet,  Creüe,  17  und  Jacobi,  CrdU,  15,  1836 
mit  ihnen  beschäftigt.  Neuer  sind  die  Arbeiten  von  Dini, 
Serie  di  funz.  sferkke,  Ann.  di  mat.,  6,  1874;  Franz  Neu- 
mann, Beiträge  zur  Theorie  der  Kugdfunetianen,  Leipzig  1878 
und  vor  Allen  Heine,  dessen  umfangreiches  Werk,  Handbuch 
der  Kugel functionen,  Berlin  1881,  2**  Ausg.  alle  nur  wünschens- 
werthen  Angaben  enthält.  Man  hat  auch  die  sogenannten 
Kegelfundionen  studirt,  die  grosse  Aehnlichkeit  mit  den  Kugel- 
und  Cylinderfunctionen  haben.  Näheres  über  sie  findet  man 
bei  Mehler,  Grelle,  68,  1868  und  Ueber  eine  mit  den  Kugel- 
und  Cylinderfunctionen  verwandte  Function  etc.,  Programm, 
Elbing  1870  und  ausserdem  bei  Heine  a.  a.  0.  1,  S.  300;  2, 
S.  218.  Wir  wollen  dazu  bemerken,  dctss  die  Kegelfunctionen 
nichts  Anderes  als  Kugelfunctionen  sind,  deren  Index  n  cam- 
plex  Vit, 

Eine  kurze  üebersicht  über  die  Lehre  von  den  Kugel- 
functionen gibt  ein  neueres  Buch  von  Frischauf,  Vorlesungen 
über  Kreis-  und  KugelfunctioficnrdJien,  Leipzig  1897. 


§  9.    Die  Bessersohen  Oylinderfonotionen. 

Die  Cylinderfundion  oder  die  BesseVsdie  Futwtion   erster 
Art  wird  durch  die  Formel  definirt: 

*^^"^^^^  ""  2^'  \     ~  2(2w  +  2)  +  2.4.(2n+2)(2n  +  4)  j  ^ 

~  Öln'\\2)  l!(n  +  l)!\2/  '    2!(n+2)!V2/ 

Die  Eeüie  convergirt  für  jedes  z. 

Die  Definition,  welche  B  es  sei  gibt,  lautet,  Ahh,  der  Ber- 
liner Akad.,  1824: 

e7"(«)  (z)  =  —  I  cos  (^  sin  CO  —  nco)  r?»  . 

0 

üeberdies  ist: 

z"  1    /* 

/(n)  (z)  =  ^  „  ^ — -7^ -.  —  I  cos  (z  cos  (o)  siu^ "^(odci. 


Tt 


'<><»">  cos  nada. 


§  9.    Die  Besserschen  Cylinderfunctionen. 
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f*  "*     z  dz 


+  (-f") 


0. 


Die  Function  J^")  (z)  ist  ein  particuläres  Integral  der 
Differentialgleichung 

d*F 

cz* 

Für  w  =  0  mrd  J^""^ 

7(«)(.)=i-f;+^.-..., 

d.  h.  also  die  Grenze  der  Eugelfimction  P^"Mcos — j  für  n=  <x>. 

Zugleich  mit  der  Function  J  hat  Neu  mann  eine  andere 
Function  untersucht,  die  er  mit  0^"^  bezeichnete  und  die  BesseV- 
sehe  Function  zweiter  Art  nannte. 

Sie  wird  durch  die  Formel  definirt: 

worin  für  n  =  0,  £«  =  1  ^nd  für  n  >  0,  £«  =  2  ist  und 
in  welcher  die  Anzahl  der  in  der  Klammer  stehenden  Terme 
endlich  ist.     Der  letzte  Term  lautet 

für  gerade   n   und 


2-4.--  n.(2n-  2)(2n  — 4). 


für  ungerade  n. 


2  .  4  . . .  (n  —  1)  (2«  —  2)  (2«  —  4) . .  •  (n+  1) 
Man  kann  diesen  Ausdruck  auch  schreiben: 

..<"■>»- T(2^(|)-  +  <i=^  (4)-  + 

(w  — 3)!  /2\'«-4 


worin  der  letzte  Term 


+^^^(1)'  ■+ 


■i. 


(n— S 


2\o 


4-(l) 


für  gerade  n  und  (— j    für  u/ngerade  n  ist. 
Function  0(">  lässt  sich  auch  dun 


Die  Function  0(">  lässt  sich  auch  durcJi  ein  Integral  aus- 
drücken: 


2;?'»+^ 


e-'"dc 


32* 
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Sie  ist  eine  rationale  ganze  Function  von  —  vom  (n  -{-  l)**"* 

Grad,   verschwindet  für  e  =  oo    und  genügt   der   Differential- 
glnclmng: 

ä7^  +  y  ä7  +  l^  -  -v-)^  =  ^-' 


in  welcher 


z 


für  gerade  n,        gn  = 

für  ungerade  w,     r/„  =  -y  ist. 

z 

Durch  die  Einführung  der  Function  0^"^  zweiter  Art 
ist  Neu  mann  der  Nachweis  gelungen,  dass  sich  die  Lehre  von 
den  Cylinderfunctionen  analog  wie  diejenige  von  den  Kngel- 
functionen  durchführen  lässt.  Viele  Eigenschaften  hleiben  unver- 
ändert. Der  einzige  Unterschied  besteht  darin,  dass  die  Kugel- 
functionen  !*•'  %ind  2**'  Art  partictdäre  Integrale  derselben 
Diffn-entialgleichufig  sind,  tvährend  bei  den  Cylinderfunctionen 
J^"^  und  0^")  Integrale  zweier  verschiedener  Differetitialgleichungen 
vorstellen. 

Die  Function  J^"^(z)  versdiwindet  für  unetidlich  viele  reelle 
Woihe  von  z  und  nur  für  reelle  Wetihe.    Der  Fourier'sche  Satz. 

Die  Functionen  e^^*^  und  0^^^  besitzen  drei  Eigenschaften, 
welche  drei  ähnlichen  Eigenschaften  der  Kugelfiinctionen  ent- 
sprechen. Versteht  man  nämlidi  unter  dem  Symbol  J  eine  in 
positivetn  Sinn  längs  eifier  geschlossenen  Curve  ausgeführte  In- 
tegration, so  gelten  die  drei  Relationen: 

fj^"'){z)J^'')(z)dz  =  0, 
fO^'"){z)0^^)(z)dz  =  0, 
Jj^"'^(z)0(^^{z)dz  =  l", 

darin  ist  k  =  0,  wenn  die  geschlossene  Curve  in  ihrem  Innern 
den  Punkt  Null  nidit  enthält;  cntliält  dagegen  die  Curve  diesen 
Punkt  in  ihran  Innern,  so  ist 

Ä  =  0 ,      wenn  w  vofi  n  verschieden  ist,  und 
Ä  = nir  m  =  n  . 

Geht  die  geschlossene  Curve  durch  dcfi  Punkt  Null,  so  ver- 
liert ein  Theil  der  Formeln  seine  Gültigkeit  (diejenigen  nämlich, 
in  welchen  0^^^  vorkommt). 


§  9.    Die  Besserschen  Cylinderfunctionen. 
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Für  jedes  n  mit  Ausnahme  c(yn  «  =  0  bestehen  die  Becur- 
sionsbrziehungtm : 

^dJ^-Hz) 


dz 


,-W  =  J(— »)(«)  — J('«  +  i)(z), 


Für  «  ^  0  gelten  die  Formeln: 


dz 


=  —  0(^)(z). 


Die  Function  J^*»)  genügt  auch  der  RecursionsreMion  (von 
Bessel)  für  w  >  0: 


2n 


Ferner  ist: 

^(.+.)(.)  =  |^(.)(.)_141(!). 

/6/  mod  X  <  mod  y,  so  erÄäW  twan  Jie  Formel 

j^=  J;*.J(-)(a.)0(»)(y), 

n  =  0 

welche  für  jedes  Paar  x,  y  gilt,  das  die  angegebene  Bedingung 
trfüUt. 

In  Bezug  auf  die  Anwendung  der  BesseT sehen  Functionen 
ist  die  folgende  Eigenschaft  von  Interesse: 

Bedeutet  r  den  Abstand  zweier  Funkte,  deren  Coordinaten 
^^  y'i  ^n  ^1  ^wdf,  so  genügt  die  Function  J^^^(r)  der  partiellen 
Differentialgleichung: 

und  dasselbe  gut  auch  von  der  Function  Y^^^{f),  welche  mit 
j(o)  (y^  zusammen  das  particuläre  Integral  der  linearen  Differential- 
gleichung 2*®'  Ordnung  darstellt,  welcher  J^^^(r)  genügt. 

Bezüglich  der  Entwickelung  einer  Function  in  Reihen  von 
BesseTschen  Functionen  siehe  Kap.  19. 

Als  Hauptwerke  über  die  B esse T sehen  Functionen  citiren 
wir:  Bessel,  Abh,  der  Berl.  AJcad,,  1824;  Jacobi,  Crdle,  15; 
Schlömilch,  BesseVs  Functionen,  Zeitschr.  f.  Math,  u.  Physik, 
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2,  185  7;  Lipschitz,  CreUe,  56,  1859;  Carl  Neamann, 
Theorie  der  BesseVsclien  Functionen,  Leipzig  1867;  Heine, 
Kugelfunct. ;  etc.  üeber  die  Function  J^(z)  siehe  auch  Lerch, 
MonatshcfU  f.  Math.  w.  Biys,,  1,  1890. 


§  10.    Die  Lamö*80heii  Funotioiien« 

Wir  wollen  die  Lame 'sehen  Functionen  in  der  allge- 
meineren Form  einführen,  die  ihnen  Heine  gegeben  hat. 

Es  sei  tf;  (z)  ein  Polynom  {p  +  1)**^  Grads  in  z  und 
es  werde 

1      dz 

du  =  -       ^  — 

gesetzt. 

Es  bestehe  ferner  die  Differentialgleichung 

worin  g)  (z)  ein  anderes  Polynom  in  z  sei,  welches  so  gewählt 
ist,  dass  die  vorstehende  Gleichung  eine  Lösung  V  hat,  welche 
einer  ganzen  Functioti  n*®**  Grads  in  z  gleich  ist;  tritt  dieser 
Fall  ein,  so  nennen  wir  ein  solches  V  eine  L am ^' sehe  Function 
^,ter  Ordnung  und  n^^  Grads. 

Die  Lame* sehe  Function  lässt  sich  auch  als  eine  ganze 
Function  w*®**  Grads,  tv eiche  ein  Integral  der  Gleichung 

isiy  definiren;  dabei  ist  t(;  ein  gegebenes  Polynom  {p  +  1)****  Grads 
und  (p  bedeutet  ein  Polynom,  welches  aus  der  Bedingung  abzu- 
leiten ist,  dass  diese  Differentialgleichung  eine  derartige  Lösung 
zulasse. 

Es  cxistircn 

(n+l)(n+J)_-^(n+.^(,,_^^_,) 

Functionen  tp,  aus  welchen  ebensomde  Lame' sehe  Fwndionen 
sicJi  bilden  lassen,  zwisctien  den^n  keine  lineare  homogene  Re- 
lation mit  Constanten  Coefficienten  existirt. 

Das  Polynom  q>  ist  vom  (p  —  1)*®**  Grad. 

Die  von  Lame  eingeführten  und  untersuchten  Functionen 
sind  specielle  Fälle  der  Functionen  gj;  sie  sind  Integrale  der 
Gleichung 


§  10.    Die  Lamä'schen  Functionen. 
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(,.  _  2,2) (,,  _  ,»)^^^^  +  ,(2,^  _  6«  _  ^)^  + 

Benutzt  man  das  durch  die  Beziehung 

dz 


du  =  —  c 


Yiz*  —  b*)  (c*  —  z^ 

definirte   elliptische   Integral  m,   so   lässt   sich   der  vorstehenden 
Gleichung  eine  Form  vom  Typus 

.-,  =  (  n  («  4"  1)  ^**  sin^  am  ii  +  ^  )  J^(^)  geben. 

Diese  Functionen  studirte  Lame,  LcQons  sur  les  fonctians 
inverses  des  transcendants  et  les  surfaces  isothermes,  Paris  1857; 
Leg&fis  sur  la  theorie  analytiquc  de  la  chaleur,  Paris  1861; 
Jaum,  de  LiouvUle,  4,  5,  8;  später  hat  Heine,  Lame's  Func- 
timm,  Grelle,  60,  61,  62,  1862,  1863;  Existenz  und  Anzahl 
der  Lame* sehen  Functionen,  Berh  Monatsher.,  1864;  Kugel- 
fimctioyien,  1,  S.  445  den  allgemeineren  Fall  zum  Gegenstand 
seiner  Forschungen  gemacht. 


Kapitel  XIX. 
Die  analytische  Darstellung  der  Fnnetionen. 

§  1.    Allgemeine  Betrachtungen.     Die  Wronski'sohe  und 
die  Lagrange*80he  Beihe. 

Die  Functionen  analytisch  darzustellen  ist  ein  sehr  altes 
und  grundlegendes  Problem. 

Untersuchungen  dieser  Art  lassen  sich  in  zwei  Kategorien 
th^ilen;  man  kann  entweder  beabsichtigen,  die  gegebene  Func- 
tion durch  andere  bestimmte  Functionen  auszudrücken,  oder 
man  kann  versuchen,  die  gegebene  Function  durch  die  Werthe 
darzustellen,  welche  sie  selbst  in  gewissen  Punkten  oder  welche 
ihre  Derivirten  in  gewissen  Punkten  annehmen. 

Jeder  analytische  Ausdruck  mit  einer  endlichen  oder  un- 
endlich grossen  Anzahl  von  Operationen  lässt  sich  von  zwei 
verschiedenen  Standpunkten  betrachten,  insofern  man  die  con- 
stanten  Grössen,  welche  in  der  Entwickelung  auftreten,  oder  die 
Form  der  variabelen  Grössen  feststellen  will. 

Die  einfachste  dieser  Art  von  Betrachtungen  entsprechende 
Entwickelung  ist  jene  berühmte  Formel,  die  den  Namen  der 
Taylor-Maclaurin'schen  führt.  Man  kann  sie  als  eine  Formel 
der  ersten  Kategorie  ansehen,  wenn  man  eine  Entwickelung  ver- 
langt, deren  Tenne  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  {z  —  z^ 
fortschreiten;  sie  lässt  sich  aber  auch  als  zur  zweiten  Kategorie 
gehörig  auffassen,  wenn  man  sie  als  eine  Formel  betrachtet, 
durch  welche  sich  die  Werthe  der  Function  berechnen  lassen, 
wenn  die  Werthe,  welche  ihre  successiven  Derivirten  in  dem 
Punkt  Zq  haben,  bekannt  sind. 

Hierher  gehören  auch  die  Formeln  von  Cauchy,  von 
Laurent,  vergl.  S.  360,  die  verschiedenen  Interpolationsfonneln, 
S.  226  und  die  von  Weierstrass  und  Mittag-Leffler, 
S.  362.  Andere  Formeln,  die  speciell  der  ersten  Kategorie  an- 
gehören, sind  schliesslich  die  sogenannte  Wronski'sche  und 
Lagrange'sche. 
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Der  erste  dieser  Autoren,  Wronski,  hatte  im  Wesentlichen 
vor,  eine  Function  auch  von  mehreren  Variabelen  durch  eine 
Reihe  auszudrücken,  deren  Terme  von  anderen  willkürlich  ge- 
gebenen Functionen  abhängen.  Der  Formel,  zu  der  er  kam, 
gab  er  in  seinem  gewohnten  metaphysischen  Stil  den  Namen 
Loi  suprcme.  Man  erhält  eine  sehr  allgemeine  Formel,  die  aber 
vom  Standpunkt  der  modernen  Analysis  weit  davon  entfernt  ist, 
für  genau  gelten  zu  können;  Du  Bois-Reymond  legt  ihr  nur 
eine  rein  formelle  Bedeutung  bei.  Die  Wronski'sche^)  Arbeit 
über  das  l&i  suprdme  wurde  der  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
schaften im  Jahr  1810  überreicht;  doch  blieben  seine  Ideen  mehr 
als  60  Jahre  vergessen,  bis  endlich  eine  Abhandlung  Cayley's 
erschien,  Wronski's  theoreni,  Quart.  Journ,  Math.,  12,  1873,  der 
dann  andere  Arbeiten  von  Transon,  Loi  d,  series  de  Wronski, 
sa  phoronomie;  sur  la  formule  publ.  1812  par  Wronski  et  de- 
montree  1875  par  Cayley,  Nouv.  ann.  de  math.,  13,  1874; 
Ch.  Lagrange,  Compt.  Bend.,  1884;  Äc.  de  Belgique^  1884  etc. 
folgten. 

Weitere  Angaben  über  die  Wronski' sehe  Reihe  findet 
man  bei  Dickstein,  Bihlioth.  math.,  1894;  in  einem  Buch 
..lieber  Hoene- Wronski"  von  demselben  Verfasser  in  polnischer 
Sprache,  Krakau  1896  imd  in  dem  3*®"  Band  des  Cours  d^analyse 
von  Laurent. 

Selbstverständlich  gehen  aus  der  Wronski' sehen  Reihe 
als  specielle  Fälle  die  Taylor' sehe  imd  die  sogenannte  La- 
grange'sehe  hervor. 

Die  Lagrange 'sehe  Reihe  lautet: 

«  =  0 

darin  ist  q>{z)  eine  willkürliche  Function,  welche  nur  an  die 
Bedingung  gebunden  ist,  dass  sie  in  einem  Theil  der  Ebene  um 
den  Punkt  a  synectisch  sein  muss. 

Für  (p{z)  =  l  erhält  man  die  Taylor 'sehe  Entwickclung. 

Man  wendet  die  Reihe  an,  um  die  Wurzeln  einer  Glei- 
chung von  der  Form 

{z  —  a)  —  a(p  (z)  =  0 

zu  ermitteln,  deren  Auflösung  in  einem  speciellen  Fall  (dem  Fall: 
q)  {z)  =  sin  z)  ein  wichtiges  Problem  in  der  Mechanik  des  Himmels 


1)  Er  selbst  nennt  sich  HoSne-Wronski. 
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bildet.  Wir  citiren  bez.  der  Lagrange' sehen  Reihe  die  Ar- 
beiten von  Chio,  Sur  la  s&ie  de  Lagrange,  Sav.  Arang,, 
12,  1854;  Ätti  Acc,  di  Torino,  7,  1872;  Genocchi,  Compt 
Bend.,  1873;  Rouche,  S&ie  de  Lagrange,  icole  Pdyt.,  Cah.  39, 
1862;  et€. 

Schliesslich  sind  von  Formeln,  die  zur  ersten  Kategorie 
gehören,  noch  diejenigen  zu  erwähnen,  welche  eine  Function  in 
Reihen  entwickeln,  deren  Tenne  entweder  Kreisfonetionen  (die 
Fouri er' sehen  Reihen)  oder  Kugel-  oder  auch  Bessersche 
Functionen  etc.  sind.  Diese  Entwickelungen  behandeln  wir  in 
den  folgenden  Paragraphen  eine  jede  fOr  sich. 


§  2.    Die  Entwiokelung  in  Fourier*80he  Reihen. 

Eine  Reihe  vom  Typus 


OD 

y,  { ajt  sin  (kz)  +  bk  cos  (ks) } 


heisst  eine  trigonometrische  Beihc. 

Sind  speciell  die  Coefficienten  durch  die  Formeln 

—  rt 

1  .t» 

h  =  —Jf(u)coa(ktt)da, 

—  rt 


f^k  =  —Jf(a)  sm(ka)da 


bestimmt,  in  denen  f(a)  die  durch  die  Reihe  dargestellte  Func- 
tion bezeichnet,  so  ergibt  sich  eine  Fourier'sche  Beihe.  Man 
glaubte  Anfangs,  alle  trigonometrischen  Reihen  seien  Fourier'- 
sche;  später  erkannte  man,  dass  es  nicht  der  Fall  ist,  vergL 
z.  B.  Heine,  Trigonometrische  Beihen,  Grelle,  71 ,  1870. 

Man  pflegt  zu  sagen,  eine  Function  erfülle  die  D tri chl ein- 
sehen Bedingungen,  wenn  sie  in  einem  Intervall  immer  endlich 
ist,  keine  unendlich  grosse  Anzahl  gewöhnlicher  Unstetigkeiten 
und  keine  unendlich  grosse  Anzahl  von  Maxima  und  Mi- 
nima hat. 

Es  gilt  dann  das  (Dirichlet'sche)  Theorem: 
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Jede  Function  f(z),  welche  den  DirichleV sehen  Bedin- 
gungen genügt,  lässt  sicJi  in  eine  Fourier'sche  Beihe  entwickeln, 
deren  Werth  in  jedem  gewöhnlichen  Punkt  dem  Werth  der  Func- 
tion gleich  kommt,  u/nd  in  jedem  PunJä  gewöhnlicher  Unstetigkeif 
das  Mittel  aus  jenen  beiden  Grenzwerthen  zur  Bechten  und  zur 
Linken  ist,  welche  der  Functiofi  hei  ihrer  Annäherung  an  den 
Unstetigkeitspunkt  zukommen.  Diese  Entwickdtmg  ist  nur  auf 
eine  Art  möglich,  Heine,  Grelle,  71. 

Wenn  die  Function  in  einem  Punkt  c  unendlich  gross  wird, 
so  besteht  die  ausreidiende  Bedingung,  damit  die  Beihe  fortfahre, 
die  Function  darzustellen,  darin,  dass  das  Integral 

(a)da 


//•(« 


convergire,  Dirichlet,   Du  Bois-Reymond,  Crdle,  79,  1875. 

Wenn  die  Function  eine  endliche  Anzahl  von  Singulnritäts- 
punktefi  besitzt,  in  deren  Umgebungen  unendlich  vide  Punkte 
gewöhnlicher  Unstetigkeit  exisüren,  so  gut  der  Satz  auch  jetzt 
nodi;  jedoch  liefert  die  Beitie  den  Werth  der  Fundion  in  einem 
singulären  Punkt  nicht,  Dirichlet,  Lipschitz,  Crdle,  63,  1864. 

Hat  die  Function  dne  unendlich  grosse  Anzahl  von  Maxima 
und  Minimu  und  erfüllt  sie  für  jeden  soldien  Punkt  ß  die 
Bedingung 

lim\f(ß-{-d)-f{ß)\logd  =  0, 

<)=0 

so  fährt  sie  fort,  in  Fourier'sche  Beihen  entunckdhar  zu  sein. 
Dieses  Theorem  ist  von  Lipschitz  und  die  vorstehende  Bedingung, 
welche  dne  grössere  Einschränkung  enthält,  als  die  Bedingung, 
dass  die  Fundion  stetig  sdn  soll,  heisst  die  Lipschitz' sehe. 

Es  gibt  zwdfdlos  Fundionen,  weiche  die  Lipschitz' sehe 
Bedingung  nicht  erfüllen  und  für  welche  die  Fourier'sche 
Beihe  diver girt.  Du  Bois-Reymond,  Mündigen.  Akud.  AbhandL, 
12,  1876. 

Die  Convergenz  der  Fouri  er 'sehen  Beihe  in  dnetn  be- 
stimmten Punkt  hängt  nur  von  der  Art  ab,  wie  sich  die  Func- 
tion in  der  Nachbarschaft  des  Punktes  verhält,  Riemann. 

Es  gibt  integrirbare  Fundionen  mit  unendlich  vielen  Maxima 
und  Minima,  welche  sich  durch  Fourier'sche  Beihen  nicht  dar- 
stellen lassen,  Riemann. 

Es  existiren  nicht -integrirbare  Functionen  mit  dner  end- 
lichen Anzahl  von  Maxima  und  Minima,  weldie  durch  Fourier'- 
sche Beihen  nicht  ausgedrückt  werden  können,  Riemann. 

M 
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Die  Foxirier'sche  lieihe  ist  gleichmässig  convergent,  wenn 
sie  eine  Function  darstellt,  welche  entweder  stetig  oder  nur  m 
einer  efulliehen  Anzahl  von  Punkten  unstetig  ist  und  nicht  un- 
endlicfi  viele  Maxima  und  Minima  hat,  Heine,  Crelle,  71. 

Eine  endliche  Function,  welche  zwar  eine  unetidlicli  grosse 
ÄnzaJd  voti  Unstefigkeiten,  aber  derart  besitzt,  dass  eine  der  ab- 
geleiteten Metigen  dieser  Menge  ton  ufiendlich  vielen  Punkten 
rndlich  ist,  und  welche  sich  in  Fourier'sche  Reiheti  entwickeln 
lässt,  ist  nur  auf  eine  einzige  Art  in  solche  zu  cfitwickeln;  das 
Cayitor'sche  TJieorem  (Georg  Cantor,  Ueber  trigonometrische 
Keihcn,  Math,  Ann.,  5,  1872). 

Auf  welche  Art  auch  eine  Function  sich  durch  eine  trigono- 
metrische lieihe,  in  welcher  die  Coefficienten  er*,  bt  mit  dem 
Wachsen  voti  k  uncndlidi  klein  werden,  darstellefi  lasse,  jeden- 
falls haben  die  Coefficienten  immer  die  oben  für  die  Fourier'- 
sehe  Iteüie  angegd)ene  Form,  so  lange  die  Integrale,  durch 
wrlchc  diese  Coefficietiten  definirt  iverden,  eine  Bedeutuwf  haben; 
dtr  Du  Bois-Reymond' sehe  Satz,  Abh.  der  Bayrische^}  Ak\,  1875. 


Das  Studium  der  Darstellung  einer  Function  durch  trigono- 
metrische Reihen  wurde  durch  die  Integration  der  partiellen 
DiflFerentialgleichung  der  Saitenschwingungen 

veranlasst,  da  diese  Gleichung  mit  Hülfe  einer  trigonometrischen 
Reihe  integrirt  wird.  Euler  versuchte  die  Frage  zu  beant- 
worten, ob  sich  jede  Function  stets  durch  trigonometrische 
Reihen  darstellen  lasse,  und  Fourier,  Mem.  de  VAcad.  de 
Paris.   1807  glaubte  sie  bejahen  zu  können. 

Die  Betrachtungen  Fourier 's  waren  durchaus  nicht  bin- 
dend; auf  ihn  folgten  Poisson  und  Cauchy;  die  erste  wirklich 
exacte  Arbeit  über  den  Gegenstand  verdankt  man  jedoch 
Dirichlet,  1829,  Crelle,  4. 

Später  erschien  dann  die  hervorragende  Schrift  Riemann's, 
Habilitationsschrift,  Göttingen  1854,  welcher  den  Gegenstand 
von  neuen  Gesichtspunkten  aus  zu  behandeln  anfing;  in  dem 
ersten  Theil  des  Riemann* sehen  Werks  findet  man  auch  eine 
vortreffliche  historische  und  kritische  Uebersicht  über  alle  frü- 
heren diesbezüglichen  Untersuchungen.  Neuer  sind  die  schon 
citirten  Arbeiten  von  Heine,  Du  Bois-Reymond,  Lipschitz, 
Dini,  Ann,  di  mat,,   6,  1874;    Ascoli,  B.  Acc.  Lincci  Mem., 
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1878.  Bemerkenswerth  ist  femer  das  Dini'sche  Buch:  Sulla 
Serie  di  Fourier,  Pisa  1880;  eine  gute  kritische  und  historische 
Zusammenstellung  aller  bisherigen  Resultate  enthält  die  Ab- 
handlung von  Sachse,  InaugurcUdissertatum,  Göttingen  1879, 
die   in   dem   Bulletin  von  Darboux,  1880   reproducirt  wurde. 

Dirichlet  und  Biemann  hatten  geglaubt,  jede  stetige 
Function  lasse  sich  in  jedem  Punkt  (ohne  Ausnahme)  durch 
eine  Fourier'sche  Beihe  darstellen;  Du  Bois-Beymond  hat 
zuerst  nachgewiesen,  dass  diese  Annahme  irrig  ist.  Ein  recht 
einfaches  Beispiel  dafiir  von  Schwarz  findet  man  in  dem  letzten 
Theil  der  citirten  Arbeit  von  Sachse. 

Auch  die  trigonometrischen  Beihen  mit  zwei  Variabelen 
und  die  Darstellbarkeit  der  Functionen  mit  ihrer  Hülfe  hat 
man  studirt;  siehe  z.  B.  As  coli,  Serie  trigonom.  a  due  variahili, 
B.  Acc.  Limei  AUi,  1879,  1880. 


§  3.    Die  Entwiokelung  einer  Function  in  Beihen  von 
Legendre^schen  Kugelfunctionen. 

Jede  eindeutige  Function  f{z),  welche  in  dem  Innern  einer 
Ellipse  mit  den  Brennpunkten  +  1  endlich  und  stetig  ist,  lüsst 
^ich  in  eine  Beihe  von  dem  Typus 

/•(^)=«o-P^<')(.)  +  «iJX«  (*)  +  ••• 
entwickeln,  in  welcher  die  a  durch  die  Formel 

1    ^^ 
—  I  f(x)P^^^(x)dx    gegeben  sind. 


2n  + 

—1 

J>iese  Entiüickelung  ist  nur  auf  eine  einzige  Art  möglicJt, 
Jede  eindeutige  Function  f{is)j  welche  in  dem  Innern  eines 

elliptischen,  von  zwei  EUipsen  mit  denselben  Brennpunkten  +  1 

begrenzten  Bings  endlich  und  stetig  ist,  lässt  sich  in  eine  Beihe 

i)on  dem  Typus 

fiz)  =  „,p(«)(,)  +  «^pa)(^)  +  ...  +  ^,ö(o)(;,)  +  ft^i)(^)  +  ... 

entwickeln,  welche  für  alle  Punkte  des  Bings  gut     Die  Coeffi- 
denten  cc  und  ß  sind  durch  die  Formeln 

2n  +  1  ^^ 
^n  =  —^-Jf(z)Q(-)(z)dz, 
—1 

ßn  =  — 2  — /  f(j^)  ^^"^  W  ^^    bestimmt 


—1 
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Die  Potenz  z^  mrd  durch  Kugclfundionen  auf  du  folgende 
Art  dargestellt: 

-"  -  r3- 57"i„+r) ( (2«  +  Oi»^"'  +  (2«- 3) ?^  PC-»)  + 

+  (2«  — 7)^^"  +  g^^^"^i^P('— ')+-).Legendre,1784. 

Analog  ist  die  Formet: 

_(2„  +  5)?'^-t-l<3(n+«)(^)  + 

+  (2„  +  9)  (2-^i!|«-+-3)  ec+^)  (.)-•••)• 

Bemerkenstverfh  sind  die  folgenden  Enttvickdungen,  Bauer, 
Coefficietden  der  IteUien  v.  Kugelfund,  einer  Variab.,  Crelle, 
56,  1859: 

_^  =  p(o)  +  5(i)V)  +  9(i:|)'pc^)  +  ..., 


r>/r 


~  arc  sin  ^  =  3P(i)  +  7  (|)  PW  +  11  Q  P(5)  +  •  •  • , 

Ayi^i?  =  lp(o)_54(l)V)- 

_9.1fJLyp(4)_i3.A/:i_J_yp(6) 

6   V2  •  4/  ^"^      8   \2.4.6/    ^ 

Die  Entwickellingen  von  sinnd  und  cos  wo  mit  Hülfe  von 
Kugelf unctionen  lauten,  wie  folgt;  vergl.  Heine,  Kugelf.,  1, 
S.  86  u.  ff.;  Most,  Die  Dijf er ent. -Quotienten  der  Kugelfund ^^ 
Crelle,  70,  1869: 

i  •  l-^fe|SJ  «--^  =  (2^  -  l)P(«-^)(cosö)  + 

+  (2n + 3)  g;;~gi;:p(-+^)  (cos  e)  + 

4.  (2«  4.  7)  L('L-J)':z^\A^''±}y:z^pi.n+z)U^  0)   .    ... 


3.5-..(2n4-l) 


24 


2n 


cos  n0  =  (2n  +  1)  P^'»)  (cos  6)  + 


+  (2n  -  3);;;i  J;i-;5;p(-^)(cos0)  + 

'     ^  -^  {n*  -  (n  —  2)*  }{«*—(«— 4)*)  ^  ^    ' 
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§  4.    Die  Entwickelung  einer  Function 

der  Punkte  einer  Kugel  in  Beihen  von  Laplace*8chen 

Kugelfonctionen. 

Es  liege  eine  Kugel  vom  Radios  1  vor,  und  einer  ihrer 
Punkte  sei  durch  die  beiden  Polarcoordinaten  ö  (von  0  bis  n) 
und  (p  (von  0  bis  27t)  individualisiri 

Eine  Function  von  ö,  (p  pflegt  man  eine  Fundioft  der 
Punkte  der  Kugel  oder  eine  Function  zweier  Winkel  zu  nennen. 

Jede  Function  f{0^(p\  welche  für  alle  Punkte  der  Kugel 
endlich  und  stetig  ist  oder  nur  in  einer  endlichen  Änzeüd  von 
Punkten  oder  Linien  Unstetigkeiten  hat,  lässt  sich  in  eine  Beihe 
van  Laplace' sehen  Kugelfunctionen  von  der  Form 

f(e,  ip)  =  r(o)  +  r(i)  +  rw  +  .  • . 

entwickeln,  worin 

n  2/r 

Ü  0 

und 

cos  y  =  cos  ö  cos  ö^  +  sin  ö  sin  öj  cos  {fp  —  tp^  ist. 

Diese  Beihe  gilt  für  jeden  Punkt  der  Kugel,  vorausgesetzt, 
dass  die  Function  auch  in  dem  diametral  gegenüberliegenden  Punkt 
stetig  ist  und  auf  den  d\wch  den  Punkt  gehenden  grösst^n  Kreisen 
eine  endliche  Anzahl  von  Maxima  und  Minima  hat.  Man  kann 
den  GeUungshereicfi  der  Beihe  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  in 
welchem  die  Anzahl  der  Maxima  und  Minima  nicht  endlich  ist; 
alsdann  werden  aber  andere  Bedingungen  nöthig,  auf  deren  Einzel- 
heiten wir  hier  nicht  eingehen. 

Die  Untersuchungen,  von  denen  hier  die  Rede  ist,  hat 
Poisson  begonnen,  Journ.  ic.  pölyt,  Hft.  19,  1823;  TJieorie 
mathimatique  de  la  dialeur,  Paris  1835,  S.  212;  später  be- 
schäftigte sich  Dirichlet,  Crelle,  17,  1837  mit  ihnen,  der 
einen  Irrthum  in  dem  Beweis  Poisson's  aufdeckte.  Weitere 
Fortschritte  verdankt  man  Bonnet,  Journ.  de  Liauville,  17, 
1852.  Kronecker,  vergl.  Heine,  Kugelfunct.,  1,  S.  434 
und  Dini,  Ann.  di  mat.,  6,  1874  hielten  auch  die  Beweise 
Dirichlet's  nicht  flir  völlig  zufriedenstellend. 
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§  5.    Die  Entwiokelong  einer  Fanctioxi  in  Beihen  von 
Besserschen  Functionen. 

Jede  eindeutige  Function  f(z)^  welche  in  dem  Innern  eines 
Kreises,  der  zum  Centrum  den  Punkt  Nuil  hat,  endlich  und 
stetig  ist,  lässt  sich  in  ein^  Reihe 

^  f(z)  =  «0^«"'  W  +  «i«^^^>  w  +  «,^^«  w  +  •  •  • 

entu'ickeln,    die   für   alle  Punkte   des  Kreises  gilt.     Die  Coeffi- 
cicnten  a  sind  durch 


«-  =  2fe//"W^^''W''^ 


bestimmt,  tvorin  die  Integration  in  positivem  Sinn  längs  des 
Kreistimfangs  auszuführen  ist;  eine  solche  Reihe  lässt  sich  glied- 
weise di/ferenzireti. 

Jede  eindeutige,  in  dem  von  zwei  concentrischen  Kreisen  mit 
dem  Centrum  Null  eingesciüossenen  ringförmigen  Raum  endlicfie 
und  stetige  Function  kann  in  eine  Reihe  von  der  Form 

f(z)  =  «o«^<'"(-^)  +  «1«^'^' W  +  -  +  ßoO^'K^)  +  ßiO^'K')  +  •  •  • 

entwickelt  werden,  die  für  alle  Punkte  des  Rings  gültig  ist;  die 
Coefficienten  cc^  ß  sind  durch 


gegeben,  worin  die  beiden  Integration^i  in  positivem  Sinn  über 
eine  geschlossene  in  dem  Ring  entJialtene  Curve  zu  erstrecken 
sind,  welche  den  Nullpunkt  wngibt. 

Als  specielle  Fälle  dieser  Entwickelungen  sind  die  folgen- 
den zu  merken: 

cos  z  =  /(ö)  (z)  —  2e7(2)  (z)  +  2/(*)  (z) , 

sin  z  =  2J^')(z)  —  2/W(^)  +  2J^%z) , 

1  =  jm  (^)  ^  2  J(^)  (z)  +  2/(-»)  (;e)  +  •  •  • , 
lg  =  Jii)  (z)  +  3/W  (z)  +  5/(5)  (^)  +  . . ., 
Jio)  (c  +  z)  =  /W  (c)  /W  (z)  —  2/(0  (c)  /(O  (z)  + 

+  2J(^)(c)J(2)(/) . 

Stellt  man  die  Functionen  cos  (z  sin  w) ,  sin  (z  sin  oo)  durch 
Fourier'sche  ReUiefi  dar,  so  sind  die  Coefficienten  der  Sinus 
und  Cosinus  ResseVsche  Functionen, 


§  6.    Entwickelung  durch  Bessersche  Functionen.  513 

Wenn  eine  Function  f(z)  für  reelle,  zwischen  0  und  n 
liegetide  z  endlich  und  stetig  ist,  und  stets  eine  endliche  Derivirfc 
hat,  so  lässt  sie  sich  mittelst  der  Formel  entwickeln: 

f{z)  =  /-(O)  +  i^  +  A,.J<S»{z)  +  ^,.7(«)  (2^)  + 

worin 

n  1 

A^  =  ly;.  cos  („,.)rf^y-g^>-rf/  ,•.< 

0  0 

Bezüglich  des  Inhaltes  dieses  und  der  vorigen  Paragraphen 
führen  wir  ausser  den  bereits  citirten  Arbeiten  auch  das  Werk 
Carl  Neumann's  an:  Ueher  die  nacfi  Kreis-,  Kugel-  imd  Cy- 
linderfunciionen  fortschreitende  Entw.  etc.,  Leipzig  1881. 


Pftsoal,  Bepcrtoriam.  I. 
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Kapitel  XX. 
Theorie  der  ganzen,  rationalen  oder  eomplexen  ZaUen. 

§  1.    Die  Theilbarkeit  der  rationalen  ganzen  Zahlen« 
Die  Primzahlen. 

Eine  ganze  Zahl  ist  durch  eine  andere  ganze  Zahl  fheHbar, 
wenn  der  bei  der  Division  der  einen  durch  die  andere  bleibende 
Rest  Null  ist. 

Die  Primzahlen  sind  nur  durch  sich  selbst  und  durch  die 
Einheit  theilbar. 

Jede  ganze  Zahl  lässt  sieh  nur  auf  eine  Art  in  ein  Product 
einer  endlichefi  Anzahl  von  Primfactoren  zerlegen. 

Wenn  eine  in  ihre  Primfactoren  zerlegte  ZaJil  N 
a^n.  ßn  ... 

ist,  so  beträgt  die  Summe  aller  ihrer  Theüer,  die  prim  und 
nicJäprim  sind: 

a  -  1       *       ß  -  i       •  •  •' 

wid  die  Anzahl  dieser  Theiler  ist: 

(m+l)(n  +  l).... 

Die  Zahl  N  des  vorstehenden  Theorems  lässt  sich  atif 

|(m+l)(n+l)... 
oder 

verschiedene  Arteti  in  zwei  Factoren  zerlegen,  je  nadidem  wenigstens 
einer  der  Exponenten  m,  n,  •  •  •  ungerade  ist,  oder  kein^. 

Zwei  Zahlen  heissen  prim  zu  einander,  wenn  sie  zum  ge- 
meinschaftlichen Theiler  nur  die  Einheit  haben. 

Mit  dem  Symbol  (p{N)  bezeichnet  man  die  Anzahl  der  zu 
N  primen  Zahlen,  welche  kleiner  als  N  sind. 
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Es  besteht  die  Beziehung  (Euler) 

worin  a,  |3,  •  •  •  die  van  einander  verschiedenen  Primtheiler  von  N 
bedeuten. 

Wenn  N,  N'  prim  zu  einander  sind,  so  ist: 

Nimmt  z  fiacheinander  alle  Wetihe  der  Theiler  von  N  an^ 
so  ist  ^(p  (z)  =  N. 

Wenn    N  =  N^ -{- N^ -] ist,    und   N,   N^,   N^,    ••• 

ganze  Zahlen  sind,  so  mrd  der  Ausdruck 

JV' 
^  ,^  , —     eine  ganze  ZaJd. 

Ist  p  eine  Primzahl,   so  ist  die  Iwchste  in  N\  enthaltene 

Potenz  von  p  gleich  N'  +  -^^  +  ^'"  +  *  *  *»  ^^^**  ^'  ^^^  ganze 

N        „  N' 

Zahl  des  Bruches  — ,  ^"  die  des  Bruches  —  u.  s.  w.  bedeutet 

P'  _  P 

Bemerkenswerth  ist  das  Dirichlet'sche  Theorem   (^Beweis 

des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte  etc.,  Abh.  Berl.  Akad.,  1837): 

Jede  unbegrenzte  ariüimetische  Progression,  deren  erster  Term 
und  deren  Differenz  prim  zu  einander  sind,  enthält  unendlich 
viele  Primzahleti. 

Einen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  auch  bei  Yallee- 
Poussin,  Dihyianstratioti  simplifiee  da  theor.  de  Dirichlet  etc., 
Paris,  Hermann,  1896. 

Andere  Theoreme  über  die  Primzahlen  und  die  zusanmien- 
gesetzten  Zahlen  sind  die  folgenden: 

Jede  Primzahl  mit  Ausnahme  von  2  mid  3  hat  die  Form 
6n  +  1. 

Soll  2"*  +  1  eine  Primzahl  sein,  so  muss  m  eine  Potenz 
van  2  sein. 

Deshalb  lässt  sich  aber  nicht  behaupten,  dass  alle  Zahlen 
von  der  Form  2^^*  -f-  1,  wie  Fermat  geglaubt  hat,  Primzahlen 
seien;  für  n  =  0,  1,  2,  3,  4  erhält  man  die  Primzahlen  3,  5, 
17,  257,  65  537,  für  n  =' 5  dagegen  die  Zahl 

2^^  4-  1  =  4  294  967  297, 

welche  sich  durch  641  theilen  lässt. 
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SöH  2*^*  +  1  ^*'*^  Primzahl  sein,  so  ist  es  noOiwendig   und 

ausreichend,  dass  sie  die  Zahl 

3»^"  +  1     theile  (Lucas). 

Damit  2p  —  1  eine  Primzahl  sei,  ist  es  naihwendig,  dass 
es  aucJi  p  sei.  Die  Bedingung  ist  jedoch  nicht  ausreichend,  da 
z.  B.  2^^  —  1  =  23  X  89  ist. 

Die  ungeraden  Theiler  von  2*"  +  1  haben  die  Form 

2'»+i^  +  1. 

Die  ungeraden  Primfactoren  einer  Zahl  von  der  Form 
a*""^*  —  1  oder  a*"+^+  1,  worin  2«  +  1  ^^^^  Primzahl  he- 
deutet,  haben  entweder  die  Form  2  (2n  -\- l)q-{-l  oder  sind 
Theiler  von  a  —  1  bez.  a  +  1- 

Wenn  p  eine  ungerade  Zahl  ist,  die  a***  +  ^  Iheilt,  so  lässt 
.^ich  p  durch  die  Form  2c)g  +  l  ausdrücken,  in  welcher  lo  efw 
llieilcr  von  m  mit  Einseht uss  voti   1    ist.     Femer  ist  die  Zahl 

ungerade  und  prim  zu  q  und  p  ein  TJieiler  von  a*^ -{- 1. 

Die  Beweise  eines  Theils  dieser  Sätze  hängen  von  der 
Theorie  der  Congruenzen  ab,  die  in  den  folgenden  Paragraphen 
})ehandelt  wird. 

Soll  eine  ungerade  Zahl  prim  sein,  so  ist  es  nothwendig 
und  ausreichend,  dass  sie  auf  eine  einzige  Art  dei'  Di/ferefiz 
der  Quadrate  zweier  ganzen  Zahlen  gleich  sei. 

Keine  Zdlil  (mit  Ausnahme  von  5)  von  der  Form  a*  -|-  4 
ist  prim  (Sophie  Germain). 

Wenn  2  a  grösser  als  7  ist,  so  gibt  es  wenigstens  eine  Prim- 
zahl, welcitr  zwischen  a  und  2a  —  2  liegt.  Das  Tschebyscheff- 
sche  Theorem,  Liouville's  Journ.,  17,  1852;  Bull,  phys.  math, 
Acüd.  St.  Petasb.,  1850.     Daraus  folgt: 

Das  Product  der  n  ersten  ganzen  Zahlen  kann  einer  Potenz 
einer  ganzen  Zcüd  odrr  dem  Product  von  Potenzen  ganzer  Zcüden 
nicht  gleich  sein,  Liouville,  Llouoille^s  Journ.,  2.  Serie,  2,  S.  277. 

Vollkommen  wird  die  Zahl  genannt,  welche  der  Summe 
aller  ihrer  Theiler  mit  Ausnahme  der  Zahl  selbst  gleich  ist. 

Die  bis  jetzt  bekanntest  vollkommenen  Zahlen  eingeben  sich 
aus  der  Formel  (tcelche  einer  schon  von  Euclid  gefundetien 
Methode  entspricht). -  Ep  =  2p~^  (2p  —  1),  wenn  der  zweite 
Factor  prim  ist,  Sie  werden  desshalb  auch  die  Euclid' sehen 
Zahlen  genannt. 
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Es  existiren  keine  anderen  geraden  vollkommenen  Zahlen  als 
die  in  der  Euclid' sehen  Formel  enthaltenen. 

Bis  jetzt  kennt  man  noch  keine  ungeraden  vollkommenen 
Zahlen, 

Die  zur  Zeit  bekannten  yollkonunenen  Zahlen  entsprechen 
den  folgenden  neun  Werthen  von  jp; 

p  =  2,  3,  5,  7,  13,  17,  19,  31,  61. 

Die  acht  ersten  sind 

6 

28 

496 

8128 

335  50336 

85898  69056 

13  74386  91328 

2305  84300  81399  52128. 

Lucas  behauptet,  bewiesen  zu  haben,  dass  die  Wert  he 
l>  =  67  und  ^  =  89  keine  vollkommenen  Zahlen  liefern, 
Theorie  des  nombres,  1,  S.  376.  Ueber  diese  voUkonmienen  oder 
Euclid' sehen  Zahlen  siehe  auch  Studnicka,  Sitz, -Bericht  der 
Bi>misch,  GcseUscJi.,  Prag  1899. 

Zwei  Zahlen  heissen  befreundet,  lateinisch  amicabiles,  wenn 
jede  von  ihnen  der  Summe  der  Theiler  der  anderen  mit  Aus- 
nahme der  Zahl  selbst  gleich  ist. 

Das  erste  Paar  befreundeter  Zahlen  hat  Michael  Stifel 
gefunden,  der  zur  Zeit  Luther's  lebte.     Es  sind  die  Zahlen 

220,  284. 

Schooten,  Exercit.  mathem.  entdeckte  dann  zwei  andere 
Paare 

17  296,        18  416 
9  363  584,  9  437  056. 

Später  beschäftigte  sich  Euler  mit  ihnen  und  gab  Regeln 
über  sie  an;  Acta  Erudit,,  1747;  Opusculu  varii  argum,,  1750, 
2,  S.  23.  Er  stellte  eine  Tabelle  von  61  Paaren  befreundeter 
Zahlen  zusammen.  Siehe  die  Commentationes  arithmcticae  collectae 
LeonJiardi  Euleri,  Petrop.  1849,  die  von  der  Petersburger  Aca- 
demie  herausgegeben  wurden,  Bd.  1,  S.  102;  Bd.  2,  S.  627,  637. 
In  diesem  Werk  ist  auch  ein  sonst  nicht  erschienener  Aufsatz 
•Euler's  über  die  befreundeten  Zahlen  abgedruckt. 
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Ein  anderes  in  der  Exder'schen  Tafel  nicht  enthaltenes 
Paar  hat  Paganini  in  Genua  gefunden 

1184,  1210; 
vergl.  die  von  Cremona  besorgte  italienische  Uebersetzung  der 
Baltzer^schen  Mathematik,  Thl.  2. 

Ueber  die  befreundeten  Zahlen  sehe  man  auch  die  in 
Lucas,  Thcor.  des  nambres,  Paris  1891,  1,  S.  380  enthaltenen 
Angaben  nach. 

Ein  Problem,  das  zu  vielen  Untersuchungen  Veranlassung 
gab,  besteht  in  der  Ermittelung  der  Anzahl  von  Primzahlen, 
die  kleiner  als  eine  gegebene  Zahl  sind,  oder  zwischen  zwei 
gegebenen  Zahlen  liegen. 

Euler,  M(hn.  Berlin,  1772,  S.  36  hatte  die  Formel 
Ä"  -f-  ^  +  ^1  gefunden,  welche  für  a;  =  0,  1,  2,  •  •  •  vierzig 
auf  einander  folgende  Primzahlen  liefert;  ähnliche  Formeln  sind 
x^-{-x-]-17,  2^:^  +  29,  fOr  welche  die  ersten  17  bez. 
29  Zahlen  prim  sind. 

Legendre,  Essai  sur  la  iheorie  des  nomhres,  Paris  1798, 
2.  edit.,  1808,  3.  edit.,  1830  suchte  eine  ÄtmäJierungsformel 
für  den  Werth  derjenigen  Function  zu  ermitteln,  welche  die 
Anzahl  der  Primzahlen  darstellt,  die  kleiner  als  eine  gegebene 
Zahl  X  sind.  Bezeichnet  man  diese  Anzahl  mit  (p{x),  so  er- 
hält man  für  sehr  grosse  x  mit  hinreichender  Genauigkeit 

^  (*)  ^  \ogx—  1,08366  ' 

Von  Riemann  {Werke,  S.  136)  existirt  eine  specielle 
Arbeit  über  dieselbe  Frage;  er  wollte  den  Werth  der  Function 
cp(x)  genau  ausfindig  machen;  seine  Formel  ist  sehr  complicirt. 
Mit  dem  nämlichen  Problem  haben  sich  Gauss,  Werke,  2, 
S.  435—447;  Dirichlet,  Ähh.  Berl.  Acad.,  1838;  Tscheby- 
scheff,  LimwiUe's  Journ,,  17  beschäftigt;  vergl.  auch  seine 
Theorie  der  Cmigruenzen,  Anhang  3. 

Andere  hierher  gehörige  Arbeiten  sind  von  Curtze,  Sur 
la  Serie  de  Lambert  et  la  loi  des  nornbres  preniiers,  Ann,  di  mal., 
1,  1867;  Meissel,  Math,  Ann,,  2,  3,  21,  23,  25,  welcher  die 
Anzahl  der  Primzahlen  für  die  ersten  tausend  Millionen  der 
natürlichen  Zahlen  berechnet  hat;  Mertens,  Grelle,  78,  1874; 
Jonquiires,  Conipt  Jtend,,  95,  1882;  Lipschitz,  ib.,  95,  96, 
1882,  1883;  Piltz,  Diss.,  Jena  1884;  Poincare,  Cmipt  Bend,, 
Bd.  5,  S.  113;  v.  Mangoldt,  Berl  Ah,  1894;  Ann.  tcöle 
norm.,   1896;   Cahen,   CompL  Bend.,   1893;  Ann.  Ec.  norm.. 
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1894;  Levi-Civita,  Lincei,  1895;  Vall^e-Poussin,  Becherches 
analytiques  sur  la  thSorie  des  nombres  premiers,  Paris  1896; 
Sur  la  fonctian  f  de  Biemann  etc.,  MSm,  de  VÄc,  de  Beigigue, 
Bd.  59,  Bruxelles  1899;  Schapira,  Jahresher,  der  detttsch, 
tnath.  Vereinigung,  5,  S.  69.  Wir  verweisen  auch  auf  die 
ZaMentkearie  von  Bachmann,  Leipzig  1894,  Bd.  2,  Kap.  12. 
Einige  einfache  Sätze  über  dieses  Problem  sind: 


I>ie    Grenze    des    Ausdrucks 
ist  —  1  (Tschebyscheff). 
Der  Werth  des  Integrals 


(fix) 


—  log  X    für    X  =  oo 


drückt  den  Werth  von  (p(x)  mit  um  so  grösserer  Genauigkeit 
aus,  je  grösser  x  ist.  Diese  Formel  liefert  bei  der  angenäherten 
Berechnung  tp  (x)  viel  genauer  als  die  oben  citirte  Legendr e'sche. 
Sie  findet  sich  schon  bei  Gauss,  a.  a.  0.,  S.  444. 

Die    folgende    Tabelle    gibt    die    Anzahl    der   Primzahlen 
zwischen  1  und  100,  101  und  200,  etc.  an. 


Zwischen   1 

und 

100  liegen 

25  Primzahlen 

101 

1) 

200   „ 

21 

201 

1? 

300   „ 

16 

301 

n 

400   „ 

16 

401 

1» 

500   „ 

17 

501 

n 

600   „ 

14 

601 

« 

700   „ 

16 

701 

1» 

800   „ 

14 

„    801 

« 

900   „ 

15 

„    901 

n 

1000   „ 

14 

1 

51 

1000   „ 

168 

„   1001 

« 

2000   „ 

135 

„   2001 

« 

3000   „ 

127 

„   3001 

Yt 

4000   „ 

120 

„   4001 

« 

5000   „ 

119 

„   5001 

»1 

6000   „ 

114 

„   6001 

« 

7000   „ 

117 

„   7001 

1) 

8000   „ 

107 

„   8001 

« 

9000   „ 

110 

„   9001 

« 

10  000   „ 

112 

1 

« 

1000000   „ 

78  498 

1 

?> 

100000000   „ 

5  761  455 
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£ine  ähnliche  bei  weitem  ausgedehntere  Tabelle  der 
Frequenz  der  Pr'mizäMen  befindet  sieh  in  dem  2.  Bd.  der  Ganss'- 
schen  Werke;  dort  wird  die  Anzahl  der  Primzahlen  in  den  ver- 
schiedenen Intervallen  von  Tansend  zu  Tausend  bis  zu  dem 
tausendsten  Intervall  d.  h.  bis  1  000  000  angegeben.  Doch  muss 
man  diese  Tabelle  nach  den  Angaben  von  M eissei,  MaJth.  Ann,, 
2,  S.  636  corrigiren.  Tabellen  der  Theiler  der  Zahlen  fÄr  die 
erste  und  die  zweite  Million  mit  den  dazu  gehörigen  Primzahlen 
sind  von  Chernac,  1811  und  Burkhardt,  Paris  1814  auf- 
gestellt worden,  vergl.  Gauss,  Werke,  2,  S.  181 — 183.  Die 
Burkhardt 'sehe  Zusammenstellung  bedarf  der  Correctur,  siehe 
'z.  B.  M eissei  a.  a.  0.  Schliesslich  citiren  wir  noch  Vega, 
Hamnüung  math.  Tafeln  publ.  1796,  umgearb.  von  Hülsse, 
Leipzig  1840. 

Mit  dem  vorstehenden  Problem  hängt  ein  anderes  eng  zu- 
sammen, das  sich  auf  die  Function  ft  von  Mertens  bezieht, 
Asymptotische  Gesetze  der  Zahlentheorie,  Crdle,  77,  1874. 

Unter  fi(n)  versteht  man  die  positive  oder  negative  Ein- 
heit, je  nachdem  n  das  Product  einer  geraden  oder  ungeraden 
Anzahl  von  verschiedenen  Primfactoren  ist.  Dabei  wird  voraus- 
gesetzt, dass  immer  ft(l)  =  +  1  und  |Ä(n)  =  0  ist,  wenn  n 
quadratische  Factoreu  (ausser  der  Einheit)  hat. 

Ein  erstes  einfaches  Theorem  über  die  Function  ft  lautet: 

Die  Summe 

ist  Null,  wenn  sie  über  alle  Theü^r  d  einer  hdiehigen  Zahl  N 
mit  Einschluss  von  N  seihst  und  der  Einheit  erstredet  wird. 

Bez.  dieser  Function  verweisen  wir  auch  auf  Lipschitz, 
Series  relat,  d  la  theorie  d.  mnibres,  CompL  Bend.,  89,  1879 
und  auf  die  Darstellung  von  Bachmann,  a.  a.  0. 


§  2.    Ueber  die  Zahlenfanction  E{x). 

Mit  dem  Symbol  E(x)  (Legendre)  wird  die  grösste 
rationale  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  in  der  reellen  positiven 
Zahl  X  enthalten  ist. 

Es  ist  femer  Eq(x)  (Her mite)  das  Symbol  für  den  Ausdruck 

,  E(x)E{x  +  1)  .  .     Ejx  +  g  -  1) 
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Die  Function  E  ist  offenbar  unstetig.  Bemerkenswerth 
ist,  dass  dagegen  die  Function 

q>  (x)  =  E{x)+  Vx  —  E(^ 

für  reelle  positive  x  stetig  ist. 

Diese  letztere  Function  wurde  von  Schwarz  dazu  benutzt, 
eine  Function  zu  construiren,  die  in  unendlich  vielen  Punkten 
keine  Derivirte  hat  Vergl.  Pascal,  Note  critiche  di  calcolo, 
Mailand  1895. 

Für  die  Function  E  gelten  die  folgenden  Formeln: 

m  — 1 

^E  (a;  +  -^^  =  E{mx)  —  E{x),     Hermite, 


m  — 1 


y{m  -  r)  [eAx+D+eAx-^]  =  E,{mx)-fnE,{x), 

Hermite, 


r  =  l 
m— 1 


'^E{nx-'^)-'^E[mx-*^)=m-n,     Stern, 

m  —  1  m  —  1 

r  =  l  r  =  l 

Von  Arbeiten  über  die  Function  E{x)  citiren  wir  Liouville, 
Journ.  de  math.,  (2),  2,  S.  280;  Hermite,  Acta  math,,  5,  S.  315; 
ib.,  8,  corredion;  Stern,  ib.,  8,  10;  Crdle,  102;  Pringsheim, 
Math,  Ann.,  26,  der  den  Versuch  machte,  die  Function  E[x) 
in  trigonometrische  Beihen  zu  entwickeln,  und  schliesslich  eine 
neuere  Arbeit  von  Bertolani,  Criorn,  di  Batt.,  34,  1895. 


§  3.    Allgemeines  über  die  Congruenzen. 

Man  sagt,  zwei  Zahlen  a,  ß  seien  einander  nach  dem 
Modul  n  congruent,   wenn  ihre   Differenz   durch  n  theilbar  ist. 

Um  anzugeben,  dass  a  und  ß  einander  congruent  seien,  be- 
nutzt man  das  Symbol 

a^  ß  (mod. n) 
und  sagt,  es  stelle  eine  Congruenz  vor. 

Alle  Zahlen  lassen  sich  bez.  eines  Moduls  n  in  w  Classen 
(Gauss)  theilen,  indem  man  in  jede  Klasse  alle  diejenigen 
unterbringt,  welche  einander  nach  dem  Modul  n  congruent  sind. 
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Die  Zahlen  0,  1,  2,--,  n  —  1  lassen  sich  als  Bepräsentant«n 
einer  jeden  dieser  n  Classen  ansehen. 

Jede  Zahl  einer  Classe  ist  mit  jeder  ZM  einer  anderen 
Classe  nieht  congtruent  (incongruent). 

Ein  System  von  n  Zahlen,  von  denen  jede  aus  einer  an- 
deren Classe  genommen  ist,  z.  B.  das  System  0,  1,  2,  •  •  •,  «  —  1, 
bildet  ein  voUstäfidiges  System  von  nickt  congruenten  Zahlett, 
oder  ein  vollständiges  System  von  Besten  in  Bezug  auf  den 
Modxd  n. 

Zwei  einer  dritten  nach  demselben  Modul  congruente  Zahlen 
sind  einander  tiach  diesem  Modul  congruent. 

Zwei  oder  fnehr  Congruenzen  mit  demselben  Modul  können 
gliedweise  addirt,  subtrahirt  und  miUtiplicirt  werden;  die  beiden 
Seiten  einer  Congruenz  darf  man  mit  derselben  Zahl  mul- 
tipliciren. 

Die  beiden  Seiten  einer  Congruenz  Icami  man  durch  einen 
gcnmnschafiUclien  Factor  Ti  dividiren,  wenn  er  zu  dem  Modul  n 
prim  iM;  ist  dagegen  k  nicht  relativ  prim  zu  dem  Modul  w,  so 
hinn  man  aus  der  Congruenz 

akE^  ßk  (mod.  n) 
nur  schliessen 

a  -zE^  ß     fmod.  ^j  , 

tcohei  ö  der  grösste  gemeinschaftliclie  Theiler  von  n  und  k  ist. 

Wenn  a  xmm  zu  dem  Modul  n  ist  und  man  mit  <p{n)  die 
Anzahl  der  Zahlen  bezeichnet,  die  kleiner  als  n  ufid  prim  zu  n 

sind,  so  ist 

aVin)  :-^  1  (jno^^  ^{^  ^     (Euler). 

Wenn  n  =  jp*  ist,  p  eine  Primzahl  bedeutet,  und  a  durch 
die  Primzahl  p  niclit  theilbar  ist,  so  erhält  man: 
^(p-i);^-i  r:^  l(mod.i)*) 

und  für  Ä:  =  1  (den  Ferma tischen  Satz): 

Wenn  a  durch  die  Primzahl  p  niclit  theilbar  ist,   so   wird 

^p_i  ^    ^  (mod.j;). 
Bezeichnet  p  wieder  eine  Primzahl,   so  gilt  der   Wilson'- 
sehe  Satz 

(p  —  1)!  +  1  -_  0  (mod.i>). 

Versteht  man  unter  dem  Symbol  f  eine  rationale  Function 
mit  ganzzahligen  Ooefficienten  und  ist 
aZl^ß  (mod.  w) , 
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so  ist  auch 

f{a)~f{ß)(moä.n). 

Es  seien  f{x)j  F(x)  Polynome  in  x  mit  rationalen  ganzen 
Coefficienten.  Ist  alsdann  ein  Modul  n  festgesetzt,  so  kann  man 
die  Frage  aufwerfen:  Welche  rationalen,  ganzen  Werthe  von  x 
liefern,  in  f  und  F  stibsUtuirt: 

f{x)—.F{x)  (mod.  n)? 

Bringt  man  die  verschiedenen  Terme  von  F  auf  die  linke 
Seite   und   sehliesst  sie  in  das  Symbol  /*  ein,  so  lässt  sich  der 
vorstehenden  Congruenz  imtner  die  Form  geben 
f{x)  ~-  0  (mod.  w) . 

Auf  diese  Art  bietet  sich  das  Problem  der  Auflösung  der 
Congruenzen,  welches  dem  der  Auflösung  der  Gleichungen  analog 
ist.  Je  nach  dem  Grad  von  f  gibt  es  Congruenzen  l*®*',  2**", 
•  •  •  Grads. 

Wefvn  X  =  a  der  Congruenz  f(x)  ^~:  0  (mod.  n)  genügt, 
so  gilt  dies  auch  für  jede  mit  a  nach  dem  Modul  n  eon- 
gruente  Zahl 

Aus  diesem  Theorem  folgt,  dass  eine  Congruenz,  welche 
eine  Auflösung  hat,  ihrer  immer  unendlich  viele  besitzt;  wir 
betrachten  daher  zwei  einander  congruente  Auflösungen  nicht 
als  verschieden  und  ziehen  den  Schluss:  Eine  Congruenz  l'ann 
höchstens  nur  so  viele  als  verschieden  aufzufassende  Lösmigen 
hohen,  als  Classen  von  Zahlen  nach  dem  Modul  n  vorhanden  sind. 

Ist  ferner  n  eine  Primzahl,  so  ist  die  grösste  ÄnzaJd  ver- 
sdnedener  Lösu/ngcn,  welche  die  Congruenz  f{x)^iE:0  (mod.  «) 
haben  kann,  durch  den  Grad  des  Polynoms  f  gegeben,  wenn 
dieser  kleine  als  n  ist. 

Wenn  der  Modul  n  eine  Primzdfd  ist^  n=  p^  so  lässt  sicJi 
die  Auflösung  vo-n  f(x)  ^  0  (mod.  p)  auf  die  von'  It  (x)  i-~  0 
(mod.  p)  zurückführen,  worin  B  (x)  ein  Polgnom  vom  (p  —  1)***^ 
Groil  und  der  Best  ist,  welcher  bei  der  I>ivision  von  f{x) 
durch  xP  —  X  übrig  bleibt. 


§  4.    Congruenzen  ersten  Grads. 

Die  Congruenz  ax  —  fe  ee  0  (mod.  w)  hat  immer  eine  Auf- 
lösung^  tcenn  a  und  n  prim  zu  einander  sind. 

Ist  n  eine  Piimzahl,  n  =  p,  so  ist  die  Auflösung  der  Con- 
gruenz durch  x^EE  baP"^^  (mod.  p)  gegeben. 
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Ist  n  daflcgm  eine  zusammefigesetjste  Zahl,  so  ist  die  Auflösung 
der  obigefi  Contjhienz  x^^ha'f^'^^'''^  (med.«),  worin  q>{n)  die 
Anzahl  der  ZaJdm  ang^iht,  die  Meiner  als  n  und  prit»  zu  n  sind. 

Haben  a  und  n  einen  gemeinsamen  Theiler,  so  ist,  damit 

die    Congruenz    ax  —  h  ^-- 0  (med.  w)    eine    Auflösung    besitze, 

nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  grösste  gemeinsame  Theiler 

von  a  und  w   auch   ein  Theiler  von  b   sei.     Ist  d  der   grösste 

gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  n  und   zugleich   auch   ein 

Theiler  von  &,  so  hat  die  Congruenz  d  Auflösungen,  nämlich: 

,     n 

x  =  a,     a; -_::«+  ^  , 

,    2n  ,    (d— ■l)n       /       ,     -. 

X-  ^  a  +  -j-,  . • .,  a;  z_^  cf  H j —  ,    (mod.  w), 

worin  a  die  Wurzel  der  Congruenz 

-.  X  —  -j  z^  0  (mod.    ,  j  bedeutet. 

Man  nennt  lineare  binäre  ZaJdenfonn  jeden  Ausdruck  von 
dem  Typus  ax  —  wy,  worin  a  und  n  ganze  Zahlen  sind.  Die 
Darstellung  der  ganzen  Zahl  h  durch  die  Form  ax  —  ny  oder 
die  Auflösung  der  Gleichung  (der  sogenannten  unbestimmten 
Gleichunff  1*^"  Grads) 

ax  —  ny  =  b 
in  ganzen  Zahlen  entspricht  offenbar  der  Auflösung  des  Problems, 
von  welchem  in  diesem  Paragraphen  die  Rede  ist. 


§  5.    Congrueiusen  zweiten  Grads.    Quadraüsohe  Beste. 

Wenn  in  der  Congruenz  zweiten  Grads 

ax^  -^bx  -^  c'—.O  (mod.  n) 
a  durch  n  theilhar  ist,  so  reducirt  sie  sich  auf  eine  Cotigruenz 
ersten  Grads,  wenn  n%an  von  der  Heiken  Seite  defi  Term  mit  x^ 
abzieht. 

Au<:h  für  w  =  2  lässt  sich  die  Congruenz  2^^  Grads 
«X-  +  5x  +  c  -^  0  (mod.  n) 
auf  eine  ersten  Grads  zurückfuhren,   dercfi   linke  Seite   sich   er- 
gibt, indem  man   den  Best  berechnet,   der  bei  der  Divi^oti  von 
ax^  -f-  &a;  +  c  durch  x^  —  x  übrig  bleibt.     (Vergl.  §  3.) 
Die  Auflösung  der  Congru^mz 

ax^  -{-bx  -{-  c^O  (mod.  p) , 
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trorin  p  eine  Primzahl  bedeutet,  die  kein  Theiler  von  a  und  t?e>'- 
schieden  von  2  i^t,  lässt  sich  auf  diejenige  der  Congruenz 

gi  ^  Q)^  —  4ac)  (mod.  2>) 

reduciren,  in  welcher  z  mit  x  durch  die  Belation  verbündet}  ist: 
2ax  -\-  b  =  z , 

Setzt  man  b^  —  4ac  =  g,  so  gilt  der  Satz:  Wenn  q^^O 
(mod.  p)  ist,  so  hat  die  vorstellende  Congruenz  die  einzige  Lösunr/ 
z  ^E^  0  (mod.  j));  ist  q  aber  nicht  congruent  mit  Null  (mod.  p\ 
so  hat  die  Congruenz  z^  "^^  q  (mod.  j?)  entweder  keine  Aufiösumj 

p-i 
oder  sie  hat  ihrer  zwei ,  je  nachdem  q  *     mit  a  —  1    oder  mit 
a  -\-  1  nach  dem  Modtd  p  congruent  ist, 

Falls     z^  ^^  q   (mod.  p)     zwei     Auflösungen     hat,     also 

q  '  ~-E  -\-  1  (mod.  p)  ist,  heisst  die  Zahl  q  ein  quadratischer 
Best  (quadratisches  Besiduum)  von  p. 

Hat  die  Congruenz  z^  iE.-,  q  (mod.  ^)  keine  Auflösung,  so 
heisst  q  quadratischer  Nichtrest  (Nichtresiduum)  der  Primzahl  p, 

Ist  p  eine  ungerade  Primzahl,  so  beträgt  die  Anzahl  dn' 
Beste  und  Nichtreste  je: 

Das  Product  zweier  Beste  ist  ein  Best;  das  Product  ein^s 
Bests  und  eines  Niditrests  ist  ein  Nichtrest  und  das  zweier 
Nichtreste  ein  Best, 

Die    Zahl    1    ist    immer    ein    Best    vofi    p    und    die    Zahl 

—  1     ist    entweder    ein    Best    oder    nicht,    je    tmchdetn   ^-^ — 

eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Anders  ausgedrückt:  die 
Zahl  —  1  ist  quadratischer  Best  aller  Primzahlen  von  der  Form 
4«  +  1  und  quadratischer  Nicfitrest  aller  Primzahlen  der  Form 
An  +  3. 

Die  Zahl  2  ist  ein  quadratischer  Best  aller  Primzahlen  von 
den  Fonnen  8w  -f-  1  w/ici  8n  +  7  und  ist  ein  Nichtrest  der 
Primzahlen   von  den  Formen  8«-}"^?  8n-|-5,  Lagrange. 

Zwei  nach  dem  Modul  p  congrucnte  Zahlen  sind  gleich- 
zeitig Beste  und  Nichtf'esie, 

Alle  Theoreme  über  die  Reste  in  Bezug  auf  einen  primen 
Modul  lassen  sich  auf  einfache  Art  ausdrücken,  wenn  man  das 
sogenannte  Legendre'sche  Symbol  benutzt. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  (--]   die  Zahl  -f"  1  oder  —  1, 
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je  nachdem  q  ein  Best  von  p  ist  oder  nicht,  so  werden  die 
vorstehenden  Theoreme: 

«.«-..^••«(f)-(f)(*)-.^__ 

Fcm^   ül   (J  )  _  +  1 ,     (=i)  _  (_  ifr- , 


8 


Das  wichtigste  Theorem  in  der  Theorie  der  quadratischen 
Reste  ist  unter  dem  Namen  des  lieciprocitätsgesetzes  ztceier 
Primzahlen  bekannt: 

Wenn  p  sowohl  als  q  Primzahlen  sind,  so  ist 


(i)(f)-(-) 


8    '    i 


Dieser  Satz  war  Euler  bekannt,  OpuscuHu  analyiica,  1, 
St.  Petersb.  1783  (vergl.  Kummer,  Abhandl  Berh  Ak\,  1859; 
Kronecker,  Berh  Monaisher,,  1875),  wurde  aber  zuerst  von 
Legendre  bewiesen,  Meni.  de  VAcad.  d.  Par,,  1785;  später  gab 
Gauss,  JDisquisitiones  ariÜimeticae,  Lipsiae  1807,  viele  verschie- 
dene Beweise,  von  denen  ein  Theil  auf  der  Theorie  der  Kreis- 
theilungsgleichung  beruht.  Andere  Beweise  sind  von  Eisen- 
stein, Grelle,  27;  Le  Besgue,  Liouville's  Joum,,  12;  Kummer, 
Ahh.  Bcrl  AJcad.,  1861;  Zeller,  Berl  Ak.  Monatsber.,  1872; 
Kronecker,  ges,  Werke;  etc. 

In  den  vorstehenden  Theoremen  handelte  es  sich  um  die 
quadralischcn  Beste  bez,  eines  ungeraden  Primmodxüs.  Was 
nun  den  nicht  primen  Modul  anlangt,  so  bemerken  wir  vorerst, 
dass  die  Definition  des  quadratischen  Bests  für  ihn  dieselbe 
bleibt,  wie  für  den  Primmodul. 

Femer  gilt: 

Mne  ZaJU  q  ist  oder  ist  nicht  ein  quadratischer  Rest  der 
Potenz  p^  einer  ungeraden  Primzahl  p,  je  fiachdem  sie  «n 
quadratischer  Best  von  p  ist  oder  nicht. 

I>ie  Zahl  q  ist  ein  quadratischer  Best  der  Potenz  2",  wenn 
entweder  a>  =  1  ist,  oder  a>  =  2  und  g  :l_  1  (mod.  4)  oder 
w  ^  3  und  q~.l  (mod.  8)  ist. 

Soll  eine  Zahl  q  ein  quadratischer  Best  einer  zusanunen- 
gesetzten    Zahl    P  =  PiP%'''   sein,    worin  p^^  j?^,  •••    Prim- 
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zahlen  bedeuten,    so  ist  es   nothwendig  und  ausreichend,  dass 
sie  es  in  Bezug  auf  jeden  der  Primfactoren 
PuPii'"    sei. 

Diesen  Sätzen  lässt  sich  auch  die  Fassung  geben: 

Die  Congrucnz  x^  ^  q  (mod.  p"*)  lässt  sich  auflösen,  wenn 
sldi  die  Congruenz  x^  Ei.  q  (mod.  p)  auflösen  lässt,  und  sie  hat 
alsdann  zwei  Lösungen, 

Die  Congruenz  x^  ^E  q  (mod.  2^)  ist  immer  möglich,  icenn 
(0  =  1  ist,  und  hat  alsdann  eine  Wurzel;  für  <o  =  2  ist  sie 
nur  dann  möglich,  wenn  q^  1  (mod.  4)  ist  und  besitzt  in 
diesem  Fall  zwei  Wurzeln;  für  w  >  3  ist  sie  nur  möglich,  wenn 
qE='.  1  (mod.  8)  ist,  und  hat  vier   Wurzeln. 

Die  Cotigruenz  rc^  EE  g  (mod. p^p^ -- •)  ist  möglich,  wenn  es 
x^  ^  q  (mod. p^),  x^  ^E  q  (mod.  p^,  •  •  •  ist;  sind  p^,  P21  '  '  ' 
sämmtlich  ungerade  oder  ist  nur  eine  dieser  Zahlen  gleich  2 
und  beträgt  Uire  Anzahl  (i,  alsdann  hat  diese  Congruenz  2^*  -4m/- 
lösungen;  sind  zwei  Factor  en  Px^  p^t  ••  gleich  2,  50  muss 
(/ Ei:  1  (mod.  4)  sein  und  es  gibt  2"+^  Lösmigen;  sind  schliess- 
lich drei  oder  mehrere  Fadorcfi  i'i ,  Pg ,  •  •  •  gleich  2 ,  so  wird 
q  ^  1  (mod.  8)  und  es  gibt  2"+^  Auflösungen. 

Das  L  e  gen  dre' sehe  Symbol  wurde  von  Jacob  i,  Cr  die,  30 
verallgemeinert  und  auch  in  dem  Fall  benutzt,  in  welchem  der 
Modul  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist.    Setzt  man  als  Definition 

(-9-a)a)-' 

so  hat  ijA  entweder  den  Werth  -f-  1    oder   —  1.     Man   kann 

jedoch    nicht  behaupten,    (~\  =  1    wäre  die  nothwendige  und 

ausreichende  Bedingung,  damit  q  ein  quadratischer  Rest  von  P 
sei,  weil  nach  einem  oben  erwähnten  Theorem  dazu  nöthig  ist, 

dass  jedes  der  Symbole  (—1 ,  (— ),  •  •  •  gleich  +  1  sei  und  es 
nicht  hinreicht,  wenn  nur  ihr  Product  -f-  1  ist. 

Das  Jacobi'sche  Symbol  l-p\  besitzt  dieselben  Eigenschaf- 
ten, wie  das  Legendre'sche  bei  ungeraden  Primmoduln  und 
kann,  wenn  man  die  R^ciprocitätsformel  zu  Hülfe  ninmit,  wel- 
cher es  ebenfalls  genügt,  mit  Vortheil  dazu  benutzt  werden,  die 
Rechnung  des  Legendre' sehen  Symbols  in  dem  Fall  eines 
Primmoduls  zu  vereinfachen. 
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Zur  Bestimmung  der  Wurzel  der  quadratischen  Congruenz 
x^  '---  q  (med.  j))  hat  man  die  Theorie  der  Indices  nöthig,  von 
welcher  in  §  7  die  Rede  sein  wird. 

Einen  Fall  gibt  es  allerdings,  in  dem  man  die  Auflösung 
dieser  Congruenz  leicht  finden  kann,  wenn  nämlich  p  eine  Prim- 
zahl ist  und  die  Form  4r  -f-  3  hat. 

Alsdann  ist  (wenn  die  Congruenz  aufgelöst  werden  kann) 
eine  der  Lösungen  der  Best  a,  welcher  hei  der  Division  von 
(f^^  durch  p  bleibt,  und  die  andere  p  —  a. 


§  B.    Binomisohe  Congruenzen.     Beste  der  dritten 
und  höherer  Ordnung. 

Eine  Congruenz  von  der  Form 

x^  ^  Ä  (mod.  2>)  , 
worin  p  eine  ungerade  Primzahl  bedeutet,  ist  nur  möglich,  wenn 

A  *"    _  ..  1  (mod.  p) 
ist  und  unter  (o  der  grösst^  genieinschaftlidie  Theiler  von  m  und 
p  —  1   ve^'standeti  wird. 

Die  Cofigrucfiz  hat  dann  co  Äuflösungeti,  die  mit  den  Wurzeln 
der  Congruenz 

X*" :  :  Ä'  (mod.  p) 
idcfitisch  sind,  wcfin  s  eine  ZaJU  bedeutet,  welche  die  Bedingung 

'^SEFS  1  (mod.  ^~-)    erfüllt. 

Die  Zahl  Ä  heisst  alsdann  ein  Best  n»*®'  Ordnung  der 
Zahl  p. 

Die  Zahl  -f-  1  ist  stets  ein  Best  von  der  Ordnung  m 
einer  beliebigen  Zahl  p.  Die  Zahl  —  1  ist  es,  wenn  man  bei 
der  Division  von  p  —  1  durch  co  (den  grössten  gemeinschaftlic^hen 
Thrilcr  von  m  und  p  —  1)  eine  gerade  Zahl  erhält. 

Bez.  der  Auflösung  der  binomischen  Congruenzen  siehe 
unten  §  7. 

Analog  dem   bekannten   Legeiidre' sehen  Symbol   (   - 1  für 

die   quadratischen  Reste   werden   die   Symbole  bez.    ((-)) 

für  die  cubischen  bez.  biquadratischen  Reste  benutzt. 

Um  die  Theorie  dieser  letzteren  vollständig  durchführen 
und   einen   dem  Reciprocitätstheorem    analogen   Satz    aufstellen 
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zu  können,  muss  man  das  Gebiet  der  rationalen  Zahlen  durch 
Aufnahme  der  Zahlen  von  der  Form  a  -{-  b  ]/ —  1  und  der 
Form  a  -}-  he  erweitem,  wobei  b  eine  Cubikwurzel  aus  der 
Einheit  bedeutet  und  in  beiden  Fällen  unter  a  und  b  rationale 
ganze  Zahlen  verstanden  werden.  Siehe  darüber  und  über  die 
biquadratischen  und  cubischen  Beste  die  Paragraphen  9  und  10. 


§  7.    Exponentialoongruenzen.     Primitive  Wurseln. 
Indioes. 

Wenn  der  Congruenz 

A*  ^q  (mod.  xi) , 
worin  p  eine  PrimzM  ist  und  weder  A  noch  q   theilt,   durdi 
X  =  a  genügt  tvird,  so  genügt  ihr  auch  jede  andere  mit  a  nach 
deni  Modul  p  —  1  congruente  ZaJd. 

I>ie  Anzahl  der  (einander  nacti  dem  Modul  p  —  1  nicht 
congruenten)  Lösungen  von 

A*  ^q  (mod.  p) 
ist  dieselbe,  wie  die  der  Congruenz 

^*  :e^  1  (mod.  j))' 

Die  kleinste  Zaiil  a  derjenigen  Zahlen  mit  Ausschluss  von 
Null,  welche  der  Congruetiz  A*  ^  1  (mod.  p)  genügeti,  die  immer 
wenigstens  eine  Lösung  hat,  ist  ein  Theüer  von  p  —  1,  mit 
EinscMuss  von  p  —  1 ;  die  übrigen  Lösungen  sind  Vielfache 
von  ct. 

Aus  dem  Ferma tischen  Theorem  ist  bekannt,  dass  die 
Zahl  p  —  1  immer  die  Congruenz  A*  ^E  1  (mod.  |))  erfüllt; 
wenn  nun  p  —  1  die  kleinste  der  Zahlen  ist,  welche  dieser 
Congruenz   genügen,   so  heisst  A   eine  primitive   Wurzel  von  p. 

Es  gibt  (p(j)  —  1)  zwisdien  0  und  p  —  1  liegende  primi- 
tive Wurzeln  von  p,  wobei  (p  das  zu  Anfang  des  §  1,  Kap.  20 
eingeführte  Symbol  ist. 

Wenn  A  eine  primitive  Wurzel  von  p  ist,  so  hat  die  Con- 
gruenz A*  ~E  q  (mod.  p)  eine  einzige  Auflösung. 

Diese  einzige  zwischen  0  und  p  —  1  liegende  Auflösung 
heisst  der  Index  von  q  und  wird  mit  x  ==  ind.  q  bezeichnet. 

Die  Theorie  der  Indices  stellt  sich  so  analog  der  Lehre  von 
den  Logarithmen  dar;  die  Zahl  A  heisst  die  Basis  des  Systems 
der  Lidices.  Die  Theoreme  über  die  Indices  sind  denen  über 
die  Logarithmen  ähnlich. 

Ffttoal,  Bepertorinm.  I.  34 
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Zwei  einander  congruente  Zahlen  haben  denselben  Index. 

Der  Index  von  1  ist  Xull. 

Der  Index  eines  Products  ist  der  Summe  der  Indices  can- 
gruent  (med.  p  —  1). 

Der  Index  einer  Potenz  ist  dem  Product  aus  deni  Ex- 
ponenten und  dem  Index  der  Basis  der  Potenz  congruent  (mod. 
p—i). 

Mittelst  dieser  Sätze  lassen  sich  die  binomischen  Con- 
gruenzen  (vergl.  §  6)  auflösen: 

a:^  L^:  g  (mod.  p) , 

weil  sich  aus  ihnen  ergibt: 

m  ind.  x  ^  ind.  q  (mod.  p  —  l) . 

In  den  Tafeln  für  die  Indices  schlägt  man  dann  ind.  q 
auf;  weil  nun  diese  Congruenz  l*®**  Grads  möglich  ist,  so 
muss  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  oo  von  m  und  p  —  1 
es  auch  von  ind.  q  sein.  In  diesem  Fall  hat  die  Congmenz 
fo  Auflösungen,  die  man  auf  die  in  §  4  angegebene  Art  findet. 

Theoreme  über  die  primitiven  Wurzeln  sind: 

FAnc   primitive     Wurzel    einer    PrimzaJd    voti    der    Form 

Ist  An  -\-  1  eine  Primzahl,  so  ist  die  Zahl  2  eine  primi- 
tive Wurzel  der  prim  vorausgesetzten  Zahl  2  (Jtn -\-  1) -\-  1  ^ 
und  ist  4n -f-  3  eine  Primzahl^  so  ist  2(4n  +  3) —  1  eine 
jmmitive   Wurzel  von  2  (4n  -f-  3)  +  1- 

Eine  Primzahl  von  der  Foi'm  4«  -|-  1  hat  2  zur  primitiven 
M^urzel,  wenn  n  prim  und  >  2   ist. 

Jede  Primzahl  von  der  Form  4  •  2*"  •  n  -|-  1  hut  die 
Zahl    3    zur   primitiven    Wurzel,    ivenn   n   prim,    grösser    als 

—  \ind  m  >  0  ist. 
4-2"* 

Die  primitiven  Wurzeln  imd  die  Indices  wurden  von 
Jacobi  in  seinem  Canon  arithmeticus  etc,  Regiomontani  (Königs- 
berg) 1839  berechnet  (diese  Arbeit  befindet  sich  nicht  in  seinen 
gesammelten  Werken).  Andere  Tabellnn  hat  Grelle,  Cr  eile,  9 
und  Kulik,  ib.,  45  aufgestellt,  die  bis  zum  Modul  1009  reichen. 
Die  Kulik'schen  Tafeln  bis  zum  Modul  353  findet  man  auch 
in  der  italienischen  Uebersetzung  (Rom  1895)  der  Congrucnzen- 
theorie  Tschehyscheffs.  Andere  bis  zimi  Modul  199  wurden 
von  Houöl,  Formules   et  tahles  numer.,  Paris  1866   nach    den 
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Angaben  Le  Besgue's,  Demonstr.  de  qqs  formtUes  de  Jacöbi 
et  sur  le  „canon  arithmet/',  Journ.  de  Liouv^iUe,  19,  1854  be- 
rechnet. In  diesen  Tafeln  wird  überall  die  ihrem  absoluten 
Weiih  nach  kleinste  der  primitiven  Wurzeln  in  Bezug  auf  den 
gegebenen  Modul  zur  Basis  genommen. 


§  8.    Numerische  quadratische  binäre  Formen. 

Quadratische  numeriscfie  binäre  (mit  zwei  Variahden)  Form 
heisst  ein  Ausdruck  vom  Typus 

ax^  +  ^^xy  +  cy^t 

worin  a,  ft,  c  gegebene  rationale  ganze  Zahlen  und  o-,  y  ganze, 
aber  unbestimmte  oder  unbekannte  Zahlen  sind. 

Diese  Form  wird  mit  dem  Symbol 

(a,  6,  c)    bezeichnet. 

Wir  schliessen  den  Fall  aus,  in  welchem  die  Discriminante 

oder  Determinante  ^       ,« 

D  =  5*  —  ac 

ein    vollständiges    Quadrat   ist,    weil    alsdann   die  quadratische 

Form    in    zwei    lineare    Formen    mit    rationalen    Coefficienten 

zerföllt. 

Setzt  man  /  ,    ^   / 

X  =  ax  +  ßy  ^ 

y  =  yx'+  öy\ 

wobei  die  a,  ß^  y^  ö  im  Folgenden  ausnahmslos  als  vier  ga/me 
ratiofiale  Zahlen  aufgefasst  werden  sollen  und  femer  auch  die 
Substitutionsdeterminante  ad  —  ßy  von  Null  verschieden  sei, 
so  wird  dadurch  die  gegebene  Form  in  eine  andere  mit  den 
Coefficienten 

a'=  aa^  +  26ay  +  ^7^^ 
y=aaß  +  5(a<y  +  ßy)  +  cyd , 
c'  =aß^  +  2bßd  +  cJ*     transformirt. 
Diese  Substitution  wird,  wie  gewöhnlich,  mit  dem  Symbol 

bezeichnet.     Nennt  man  D'  die  Determinante  der  trans- 
\y 

formirten  Form,  so  ist: 

D'=(ad  — jSy)«D. 

Je  nachdem  aö  —  ßy  (die  Determinante  der  linearen  Sub- 
stitution) positiv  oder  negativ  ist,   heisst  die  Substitution  eine 

34* 
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eigentliche  oder  uneigentliche;  zwei  Snhstitaüonen  sind  ähnlidi, 
wenn  beide  entweder  eigentlich  oder  aneigentlich  sind. 

Man  sagt,  die  Form  {a\  b\  c')  sei  in  (a,  6,  c)  enfhali^n, 
weil  jede  durch  die  zweite  Form  darsteUbare  Zahl  sieh  auch 
durch  die  erste  darstellen  lässt. 

Man  sagt  femer,  («',  b\  c')  sei  in  (a,  6,  c)  eigentlicJi  oder 

undgentlidi  enthalten,  je  nachdem  die  Substitution  (  \^)  eine 
eigentliche  oder  uneigentliche  ist.  ^ 

Zwei  Formen,  die  gegenseitig  in  einander  enthalten  sind, 
heissen  äquivalent. 

Zwei  Formen  sind  äquivalent,  wenn  sie  gleidte  Determi- 
nanten haben  und  eine  von  ihnen  in  der  anderen  enthalten  ist. 

Zwei  Formen  heissen  eigentlich  oder  uneigentlich  äquivalent, 
je  nachdem  die  Determinante  der  Substitution,  welche  die  eine 
in  die  andere  überfahrt,  -f"  ^  ^^^^  —  ^  ist.  Zwei  Formen 
können  gleichzeitig  auf  beide  Arten  äquivalent  miteinander  sein. 

Bei  dnn  Problem  der  Darstellung  einer  ZdM  m  durdi  eine 
qriadraiiscfie  Form  (a,  ft,  c)  können  wir  uns  auf  die  sogenannten 
eigentlichen  Darstellungen  bescJiränJcen,  d.  h.  auf  diejenigen^  m 
tvelehm  x  und  y  prim  zueinander  sind,  weil  sich  aus  den 
eigentlichen  die  uneigentlichen  Darstellungen  leicht  ableiten 
lassen. 

Soll  m  durch  («,  6,  c)  eigentlich  darstellbar  sein,  so  muss 
D  =  b^  —  ac  ein  quadratischer  Be^  von  m  sein. 

Die  Theorie  der  Darstellbarkeit  einer  Zahl  durch  quadra- 
tische binäre  Formen  (welche  der  Lehre  von  den  unbestimmten 
Gleichungen  2^^  Grads  mit  zwei  Unbekannten  entspricht)  lässt 
sich  auf  die  Theorie  der  Aequivaleuz  dieser  Formen  zurückfahren, 
vergl.  Dirichlet,  §  60. 

Die  beiden  Fundamentalprobleme  der  Aequivalenztheorie  sind: 

I.  Fin  Kriterium  zu  findm,  um  zu  entscheiden,  ob  zwei 
gegebene  Fonnen  äquivalent  sind  oder  nicht. 

IT.  Alle  Substitutionen  zu  ermitteln,  mittelst  weldier  eine  ge- 
gebene Form  in  eine  andere  gegebene  Vir  äquivalente  Form 
transformirt  wird. 

Das  zweite  Problem  lässt  sich,  wenn  eine  dieser  Substitu- 
tionen bekannt  ist,  auf  das  folgende  zurückfähren: 

IIa.  Alle  Substitutionen  zu  finde?},  initielst  welcher  eine  ge- 
gebene Form  sich  in  sich  selbst  transformirt. 

Dieses  Problem  nun  kann  mit  Hülfe  der  nachstehenden 
Sätze  in  ein  anderes  umgewandelt  werden: 
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Wenn  l     \.)  eine  Substitution  ist,  durch  welche  die  Form 

(a,  b,  c)  mit  der  Determinante  D  sich  in  sich  selbst  transformirt, 
so  ist  immer 

t  —  bu       ^ cu 

au  j. *  +  ^^ 

worin  6  den  grössten  gemeinschaftUdien  Theiler  der  drei  Coeffi- 
cicnten  a,  25,  c  bezeidmet  und  /,  u  zwei  ganze  Zahlen  dar- 
stellen,  die  der  unbestimmten  (FclV sehen)  Gleichung 

t^  —  Du^  =  <,« 

genügcfi.     Barin  ist 

D  ^  0  (mod.  6^) 
oder 

42)  =  6^  (mod.  4<y«) . 

Und  umgekdirt,  wenn  t,  u  zwei  ganze  Zahlen  sind,  welche 
der  vorstehenden  Gleichung  geniigen,  so  sind  die  durch  die  obigen 
Formeln  gegebenen  Zahlen  a,  ß^y^d  die  Coefficienten  einer  Sub- 
stitution, welche  (a,  6,  c)  in  sich  seihst  transformirt. 

Dadurch  wird  das  Problem  IIa  auf  das  folgende  zurück- 
geführt: 

IIb.  Alle  Auflösungen  der  unbestimmten  GleicJiung 

t^  —  Bu^  =  <y* 

in  ganzen  Zahlen  zu  finden^  wenn  in  ihr 

D  =  0  (mod.  <f*) 
oder 

ADEz^ö^  (mod.  4:6*)    ist 

um  das  Problem  I  auflösen  zu  können,  führen  wir  den 
Begriff  der  reducirten  Form  ein;  die  Definition  der  reducirten 
Form  ist  versdiieden,  je  nachdem  B  negativ  oder  positiv  ist. 

Ist  B  negativ,  so  heisst  eine  Form,  deren  Coefficienten  a 
und  c  positiv  sind,  reducirt,  wenn 

c>a^2\b\ 

ist,  worin  unter  \b\  der  absolute  Werth  von  b  verstanden  wird. 

Man  hat  dann  die  Sätze: 

Jede  Form  mit  negativer  Beterminante  ist  einer  reducirten 
Form  äquivalent. 
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Die    einzigen   Typen    zweier   redudrten,    nicht    identischen, 
äquivalenten  Formen  mit  negativer  Determinante  sind: 


(«. 


c) 


und     (a,  —  ja,  c), 
(a,  6,  a)     und     (a,  —  6,  a) . 
Die  Suhstitutiofien ,   mittelst  welcher  man  van  der  einen  eur 
arideren  ühergeJit,  lauten  bez. 

\o]      1.)'     (i,'      oj- 

Wenn  daher  zwei  Formen  mit  gleichen  negativen  Deter- 
minanten gegeben  sind,  so  transformire  man  sie  in  die  ent- 
sprechenden reducirten  Formen  (zu  diesem  Zweck  vergleiche 
man  den  §  64  bei  Dirichlet-Dedekind)  und  prüfe  dann,  ob 
die  reducirten  Formen  einem  dieser  Fälle  angehören. 

Ist  D  positiv,  so  nennen  wir  eine  Form  reducirt,  deren 
Wurzeln  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  und  derart  sind, 
dass  dem  absoluten  Werth  nach 


—  i>--yD 

c 

-h  +  yp] 


I 


>i, 


<i 


ist,  worin  ]/D  immer  positiv  zu  nehmen  ist. 

Man  erhält  dann  die  Sätze: 

Für  jede  positive  Determinanie  cxistirt  eine  endlidte  Anzahl 
reducirter  Formen. 

Jede  Form  mit  positiver  Determinante  ist  immer  einer  redu- 
cirten äquivalent. 

Die  Form  (o,  5,  c)  heisst  der  Form  {a\  h\  c)  nacli  rechts 
henacJihart,  cantigtia,  wenn  die  beiden  Formen  dieselbe  Determi- 
nante haben  und  überdies  c'  =  a  und  die  Summe  b  -{-  b' 
durch  a  theilbar  ist.  Von  der  zweiten  Form  sagt  man,  sie  sei 
der  ersten  }iach  links  benachbart. 

Jede  reducirt  e  Form  mit  positiv  ei'  Detenninante  hat  eine 
einzige  nacJt  rechts  benachbarte  Form,  die  ebenfalls  redueiii  ist 
uml  hat  gleicherweise  eine  einzige  benacJibarte  nadi  links,  die 
reducirt  ist. 

Man  nehme  also  eine  reducirte  Form  mit  der  gegebenen 
Determinante,  construiro  die  reducirten  benachbarten  nach  rechts 
und  nach  links  und  fahre  so  fort.  Man  kommt  dann  zu  einer 
unbegrenzten  Reihe  reducirter  Formen;  da  aber  ihre  Zahl  end- 
lich   ist,    so    muss    man    nach    einer    bestimmten   Anzahl    von 
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Operationen  wieder  auf  die  ursprüngliche  reducirte  Form 
zurückkommen. 

Die  Gesanuntheit  aller  so  erhaltenen  reducirten  Formen  hat 
Gauss  eine  Periode  genannt. 

Existiren  noch  andere  in  dieser  Periode  nicht  enthaltene 
reducirte  Formen  mit  derselben  Determinante,  so  kann  man  von 
einer  anderen  von  ihnen  ausgehen  und  eine  zweite  Periode 
bilden  u.  s.  w. 

Nachdem  dieses  vorausgeschickt  ist,  lässt  sich  der  wichtige 
Gauss 'sehe  Fundamentalsatz  beweisen: 

Die  nothwendige  und  hinreidiende  Bedingung,  damit  zwei 
reducirte  Formen  mit  derselben  positiven  Determinante  äquivalefd 
seien,  besteht  darin,  dass  sie  derselben  Periode  angehörcfi.  Mit 
diesem  Satz  ist  offenbar  das  Problem  I  für  positive  Deter- 
minanten gelöst. 

Wichtig  ist  die  folgende  Betrachtung,  die  eine  bemerkens- 
werthe  Beziehung  zwischen  den  Perioden  der  im  obigen  Sinn 
reducirten  Formen  und  den  Kettenbrüchen  liefert. 

Es  sei  eine  reducirte  Form  mit  positiver  Determinante  D 
gegeben  und  ihr  erster  Coefficient  sei  positiv;  ihre  erste  Wurzel 
ist  alsdann  positiv,  wenn  unter  der  ersten  Wurzel  diejenige 
verstanden  wird,  in  weldier  das  Badi<^al  Yd  mit  negativem  Zeichen 
genommen  wird.  Entwickelt  man  nun  diese  erste  Wurzel  co  in 
einen  Kettenbruch,  so  ergibt  sidi  ein  periodischer  Kettenbruch, 
dessen  Periode  ebensoviele  Glieder  hat,  ivie  die  Periode  der  Beihe 
der  benachbarten  reducirten  Formen. 

Mit  Hülfe  der  Glieder  dieses  Kettenbruchs  lassen  sich  die 
Zahlen  cf,  jS,  y,  6  der  Substitution  construiren,  mittelst  welcher 
die  Form  mit  der  Determinante  D  in  sich  selbst  transformirt 
wird.     Dies  geschieht  auf  die  folgende  Art: 

Es  sei 

^^  +  A-,  +  •  •  • 
oder  kürzer  geschrieben: 

der  Kettenbruch,  in  welchen  die  erste  positive  Wurzel  cö  sich 
entwickeln  lässt;  die  Elemente  k  des  Kettenbruchs  wiederholen  sich 
in  einer  aus  einer  geraden  Anzahl  2i  van  Eletnenten  gebildeten 
Periode  so,  dass 

kr=^kt  tcird,  wenn  r  ZE  s  (mod.  2/)  ist. 
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Wir  wollen  einen  Parameter  A  =  1,  2,  •  •  •  einftkhren  und 

setzen  und  zu  Zahlen  a,  /?,  /,  J  hez.  die  Z&hler  und  Nenner 
dieser  endlichen  Kettenbrüche  nehmen. 

Die  so  lerechneten  Zahlen  a,  /3,  y,  J  «fiki  sämmilidi  positiv 
und  sind  die  Coefficienten  eine  Substitution,  weldie  die  gegebene 
Form  mit  der  Wurzel  co  in  sich  selbst  transformirt.  Ueberäies 
erhält  man  alle  derartigen  Substitutionen,  wenn  man  h  die  rer- 
schiedcneti  ganzzahligen   Werthe  1,  2,  3,  •  •  •  beilegt. 

Hat  man  alsdann  die  vier  Coefficienten  a,  ß,  y,  d  mittelst 
der  Formeln 

i  —  hu       ^ cu 

^  a       '     ^  o  ' 

au  , t  -\-  bu 

'  ff    '  c 

ei-mittelt,  so  sucht  man  die  positiven  Werthe  von  /  und  ti, 
welche  der  Pcir sehen  Gleichung  genügen.  Die  unendlich  vielen 
Lösungen  dieser  Gleichung  (für  D  >  1)  ergeben  sich,  wenn 
h  alle  möglichen  ganzen  positiven  Werthe  ertheilt  werden;  erhält  h 
den  Werth  1,  so  ergibt  sich  die  Minimallösung,  d.  h.  diejenige, 
in  welcher  t  und  n  die  kleinsieti   WerÜie  häbeti. 

Um  also  die  Lösungen  der  PelTschen  Gleichung 
t^  —  Du^  =  <y»  für  D  >  0 
zu  erhalten,  verfahrt  man  auf  die  folgende  Art: 

Man  ermittelt  eine  reducirte  Form  mit  der  Determinante 
J)  und  dem  Theiler  <y,  deren  erster  Coefficient  positiv  ist;  ent- 
wickelt ihre  positive  Wurzel  in  einen  Kettenbruch  und  sucht 
die  Theilnenner  A^,  l\^  •  •  •  auf.  Schliesslich  verfährt  man  wie 
bei  den  oben  angegebenen  Formeln. 

Man  beachte,  dass  bei  diesen  Erörterungen  vorausgesetzt 
wird,   J)  sei  unter  keinen   Umständen   ein  rollständiges  Quadrat. 

Auf  die  vorstehende  Art  lassen  sich  alle  Lösungen  der 
Peitschen  Gleichung  ermitteln;  man  kann  aber  auch  so  vor- 
gehen, dass  man  Formeln  aufstellt,  mit  deren  Hülfe  alle 
Jjösungen  durch  ihre  Minimaliösung  ausgedrückt  werden. 

Solche  Formeln  mid: 


^  =  1  {  T-  +  (n\  T—^  U^D  +  («),  J"-*  U*D'  +  •..}, 


o 

Mm   = 
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worin  mit  T  und  ü  die  Minimallöstmg  bezeichnet  wird  und  den 
n  die   Werthe  1,  2,  3,  •  •  •  beizulegen  sind, 

um  die  Theorie  der  Peirschen  Gleichung  zu  vervoDstän- 
digen,  haben  wir  noch  hinzuzufügen,  wie  die  Gleichung  sich  ver- 
hält, wenn  D  negativ  ist. 

In  diesem  Fall  hat  die  PeU'sche  Gleichung  eine  endliche 
(und  nicht y  wie  früher,  eine  unendlich  grosse)  Anzahl  von 
Lösungen. 

Ist  specieU  D^O  {mod,  tf*),  so  erhält  man  zwei  Lösungen, 
wenn  der  absolute  Werth  von  D  grösser  als  <y*  ist;  dagegen 
vier,  wenn  —  I)  =  6^  ist]  diese  Lösungen  sind  bez. 

t  =  +  6] 

—^     \  in  dem  ersten  Fall 
u=  0      J 

und   I  ~    '     I  I    .    «w  dem  zweiten  Fall. 

lw  =  0,  lu  =  4:l 

Ist  ferner 

42)  =  6^     (mod.  <y«), 

so  ergeben  sich  die  zwei  Lösungen 

[t  =:  +  a 


(t  =  +  . 

lu  =  0 


wenn 

—  47)>3<y« 

ist,  und  die  sechs  Lösungen 

\t=  +  6,  \t=±\<t,        f^=±i<J, 

\u  =  0,  lw  =  +l,  \u  =  +  l, 

wenn  —  4D  =  3ö*  ist. 

Die  sogenannte  PelTsche  Gleichung  hat  Fermat  in  Vor- 
schlag gebracht.  Pell  dagegen  gelöst.  Später  beschäftigten  sich 
mit  ihr  Euler,  Lagrange,  Werke,  I,  11  und  Dirichlet, 
Bcrlifier  Monatsbaichtc,  1841,  42,  46;  Ä  la  theorie  des  nombres. 
Campt.  Bend.,  10,  1840. 

Die  vorstehende  Uebersicht  über  die  Theorie  der  quadra- 
tischen Formen  haben  wir  dem  Werke  DirichJet-Dedekind's 
entnommen;  sie  wird  dort  so  dargestellt,  wie  sie  zuerst  Gauss 
in  seinen  Disquisit.  arithm.  begründet  hat. 

Eng  verbimden  mit  der  in  diesem  Paragraphen  entwickelten 
Theorie  ist  das  Problem  der  Darstellbarkeit  der  Zahlen  durch 
binäre  quadratische  Formen  oder  die  Auflösung  der  unbestimmten 
Gleichungen  2****  Grads  mit  zwei  Variabelen. 
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Einige  sich  darauf  beziehende  Resultate  findet  man  in 
§  11,  wo  auch  andere  ähnliche  Sätze  in  Bezug  auf  die  Dar- 
stellbarkeit durch  specielle  nicht  mehr  binäre,  sondern  teniäre, 
quaternäre  etc.  Formen  zusammengestellt  sind. 

§  9.   Die  ganzen  complexen  Zahlen  von  Gfktiss.     Die 
biquadratischen  Beste. 

Die  Zahlen  von  der  Form 

a  =  a  +  bi,  {i=Y~l), 
worin  a  imd  h  reelle  ganze  Zahlen  sind,  heissen  Gauss'sche 
ganze  coraplexe  Zahlen.  Vergl.  Kap.  1,  §  2.  Die  Zahl  +  ya^  -f"  ^* 
wird  der  Modul  oder  besser,  wegen  der  Vieldeutigkeit  dieses 
Worts,  nach  Weierstrass  der  absolute  Betrag  von  a  und  das 
Quadrat  dieser  reellen  Grösse,  also  die  Summe  a^  +  6*,  nach 
Oauss  die  Norm  von  a  genannt. 

Sind  a,  b  gerade,  so  ist  die  Zahl  eine  gerade  ganze  com- 
plcxe  Zahl;  ist  die  eine  der  Grössen  a  oder  b  gerade,  die  andere 
ungerade,  so  erhält  man  eine  ungerade  camplexe  Zahl;  sind  beide 
ungerade,  eine  halbgerade  coniplexe  Zahl. 

Man  sagt,  die  ganze  Zahl  a  sei  durch  ß  theilbar,  wenn 
a  =  ß  '  y  ist  und  y  ebenfalls  eine  ganze  eomplexe  Zahl  ist. 

Einheit  heisst  jede  ganze  eomplexe  Zahl  vom  Modul  1. 

IJs  gibt  vier  Einheiten:  +1,  —  1,  +  i,  —  i. 

Die  vier  Zahlen,  welche  man  durch  Multiplication  einer 
beliebigen  ganzen  complexen  Zahl  mit  jeder  dieser  vier  Einheiten 
erhält,  heissen  associirt. 

Eine  Zahl  a  -j-  bi  wird  primär  genannt,  wenn  a  —  1  und 
Z>,  durch  4  getheilt,  gleichzeitig  den  Rest  0  oder  gleichzeitig 
den  Rest  2  ergeben. 

Li  jede?'  Gruppe  von  vier  associirten  ungeraden  Zahlen 
eucistirt  iwmei'  eine  primäre. 

Die  Zahl  a  -\-  bi  heisst  prim^  wenn  es  nicht  möglich  ist, 
sie  in  ein  Product  zweier  ganzen  complexen  Zahlen  zu  zerlegen, 
die  beide  von  der  Einheit  verschieden  sind. 

Die  sogenannten  Euclid' sehen  Fundamcntalgeseize  über  die 
TheilharTxeit  der  rationalen  Zahlen  bleibest  unverändert  für  die 
cotnplexen  Zahlen  bestehen,  nur  darf  man  die  associirten  Zaiüen 
nieht  als  wesentlich  von  einander  verschiedefi  ansehen. 

Jede  ganze  eomplexe  Zahl  lässt  sicli  immer  und  auf  eine 
einzige  Art  als  ein  Product  einer  emilichen  Anzahl  van  Prim- 
zahlen darstellen. 


§  9.    Ganze  complexe  Zahlen.  539 

Wenn  cc  durch  ß  theilbar  ist,  so  lässt  sich  die  Norm  von  a 
durch  die  Norm  von  ß  theilen. 

Die  Norm  einer  Zahl  ist  durch  die  Zahl  selbst  theilbar. 

Die  kleinste  von  allen  reellen  ganzen  durcii  eine  complexe 
Primzafd  theilbar en  Zahlen  ist  eine  reelle  Primzahl'^  jede  complexe 
Primzahl  ist  daher  Theüer  einer  reellen  Primzahl  und  zwar 
einer  einzigen. 

Die  Norm  einer  complexen  Primzahl  ist  entweder  einer  Prim- 
zahl oder  dem  Quadrat  einer  Primzahl  gleich.  In  dem  ersten 
Fall  erhält  man  die  complexe  Primzahl  ersten  Grads,  im  2'*'* 
die  complexe  Primzahl  zweiten  Grads.  In  beiden  Fällen  hat  die 
Norm  immer  die  Form  4w  +  1. 

Die  Zahl  2  iM  dem  Quadrat  der  Primzahl  !*•"  Grads 
1  —  i  associirt. 

Jede  reelle  positive  Primzahl  von  der  Form  4w  -f-  3  iM 
eine  complexe  Primzahl  2*®**  Grads. 

Jede  reelle  positive  Primzahl  von  der  Form  4w  +  1  ist 
das  Product  zweier  complexer  Primzahlen  1*®°  Grads,  welche 
conjugirt  imaginär  sind.  Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  so 
aussprechen:  Eine  Primzahl  p  von  der  Form  4»  +  1  kann  nur 
auf  eine  Weise  in  die  Summe  zweier  Quadratzahlen  zerlegt  werden. 

Man  sagt,  zwei  ganze  complexe  Zahlen  er,  ß  seien  einander 
bez.  eines  ganzen  complexen  Moduls  o»  congruent^  wenn  a  —  ß 
durch  0)  theilbar  ist. 

Die  Sätze  über  die  Congruenzen  der  reellen  Zahlen,  vergl. 
§§  3,  4,  etc.,  sind   leicht  auszudehnen.     So  gilt  z.  B.: 

Die  Congruenz 

x^  4"  «i^**"^  +  •••-}"«»  ^  ^     (mod.  w), 

icorin  die  Coefficienten  ganze  co-m^Aexe  Zahlen  sind  und  aucli  m 
eine  ganze  complexe  Zahl  bedeutet,  kann  nicht  meJir  als  n  einander 
nidit  congruente   Wurzeln  haben. 

Jede  Zahl  a  -\'  bi  ist  einer  einzigen  ZaJd  x  ~|-  yi  congruent 
(mod.  m).  wobei  x  und  y  bez.  aus  den  beiden  Iteihen 


o,i,2,...,(L5--i) 

0,  1,  2,  •••,  (d— 1) 


und 


auszuwählen  sind  und  man  unto'  ]  m  |  die  ^iorni  von  m  und 
unter  d  den  ffrössten  gemeinsehaftlifihm  Theiler  der  beiden  Co- 
ordinaten  von  m  zu  verstehen  hat. 
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Combinirt  man  alle  Werthe  x  mit  allen  Werthen  ^,  so  er- 
hält man  im  Ganzen  |  m ;  complexe  zu  je  zweien  einander  nicht 
congruente  Zahlen;  sie  bilden  ein  vollständiges  System  von 
Besten  (med.  m). 

Wenn  m  eine  cotnplexe  ungerade  Primzahl  ist,  fi  ihre  Norm 
und  n  nieht  durch  m  theilbar  ist,  so  erhält  man  (die  Ertceitenmg 
des  F er maV sehen  Theorems) 

n^-^  =  1  (med.  m). 

IJs  ist  auch  n  *  z^  i^  (med.  w),  wobei  q  eine  der  Zahlen 
0,  1,  2,  3  bedeutet, 

Bupiadratische  Reste,  Eine  Zahl  n  heisst  biquadratischer 
Best  bez.  einer  complexen  Zahl  m,  wenn  die  Congmenz 

x^  ^  n  (mod.  m) 
möglich  ist. 

Die  complexe  ZaJiJ  n  ist  der  biquadratische  Best  der  unge- 
raden complexen  Primzahl  m,  wenn 

u  —  l 

n  ^    ^^1  (mod.  wi) 

ist  und  fi  die  Norm  von  m  bedeutet, 

um  den  biqnadratischen  Charakter  von  n  bez.  m  darzustellen, 
wendet  man  das  Jacobi'sche  Symbol 


m 


an,  indem  man  unter  diesem  Symbol  die  Zahl  i?  versteht;  ist 
es  gleich  -[-  1»  so  ist  n  der  biquadratische  Rest  von  m. 

Ztvei  congruente  Zahlen  (mod.  m)  haben  denselben  biquadra- 
tisdien  Cliarakter, 

Der  biquadratische  Charakter  eines  Products  zweier  Zahlen 
ist  dem  Product  der  biquadratischen  Charaktere  der  Factoren  gleich. 

Das  Symbol  (l-jj  ist  gleicfi  i  *     . 

Ist  m  ==  a  -\-  bi  eine  primäre  complexe  Primzahl,    so  ist 

Wenn  m,  n  zwei  cotnplexe  zu  einander  prime  Zahlen  (ohne 
gemeinschaftliche   Theiler   mit  Ausnahme  der  Einheit)  sind  und 

wenn  m  ungerade  ist,  so  gilt  immer  n     jj  =  -f-  1. 
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Das  Reciprocit&tstheorem  fOr  die  biqaadratischen  Reste 
lautet: 

Die  biquadratischen  Charaktere  zweier  primärer  complexcr 
FrirmaJtlen  sind  einander  gleich,  wenn  wenigstens  eine  der 
beide^i  ZaJilen  --:  1  (mod.  4)  ist;  sie  sind  gleich  und  Jiaben  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen,  wenn  beide  Zahlen 

ZE  3  +  2«  (mod.  4)     sind. 

Die  Theorie  der  biqnadratischen  Reste  bat  Gauss  be- 
handelt, Werke,  2,  Theoria  residuorum  biquadraücorum;  spätere 
Untersuchungen  sind  von  Eisenstein,  Einfacher  Beweis  und 
Verallg.  des  Fundamentaltheor,  für  d,  biquadrat.  Beste,  Cr  eile, 
28,  1844;  Le  Besgue,  lAouinlle's  Joum.,  4,  etc.  Eine  einfache 
Darstellung  findet  man  in  dem  Buch  Bachmann 's.  Die  Lehre 
van  der  Kreisiheilung  und  ihre  Beziehungen  zur  ZaJdenthearie, 
Leipzig,  1872. 


§  10.    Die  ganzen  oomplexen  aus  dritten  Wuraeln  der 
Einheit  Busammengesetsten  Zahlen.    Die  oubisohen  Beste. 

Eine  complexe  aus  dritten  Wu/rzeln  der  Einheit  zusammen- 
gesetzte Zähl  hat  die  Form  a  +  ^*»  worin  b  eine  Cubikwurzel 

<        I       -l/  Q 

aus  der  Einheit,  b  = ^^^ ist,  und   a,  b  reelle  ganze 

« 

Zahlen  bedeuten.    Die  Zahl  a  +  bt^  heisst  der  ersteren  conjugirt 

und  das  Product  beider  die  Norm. 

Wir  brauchen  hier  nicht  die  Grunddefinitionen  zu  wieder- 
holen, da  sie  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gegebenen 
analog  sind. 

Eine  Zahl,  deren  Norm  -|-  1  ist,  heisst  eine  complexe  Einheit, 
Es  gibt  sechs  complexe  Einheiten 

-f  1,    -  1,    +  f,    -  €,    1   -f  £  =  —  £«,    —  1  —  f  =  +  6^ 

Die  Zähl  3  ist  in  dieser  Thex>rie  nicht  eine  Primzahl,  sondern 
das  Produet  aus  (l  —  e)  und  (l  —  e*). 

Je  nadidem  die  Norm  von  a  -\-  be  durch  3  theUbar  ist  oder 
nidit,  hat  die  Zahl  a  +  l!)e 

zum  Factor  oder  nicht. 

Multiplicirt  man  eine  gegebene  Zahl  mit  den  sechs  Ein- 
heiten, so  ergeben  sich  sechs  associirte  Zahlen. 
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Eine  Zahl  heisst  pnwür,  wenn  der  Coefficient  von  e  ^  0 
(med.  3)  ist  und  der  andere  Theil  ~   —  1   (med.  3)  ist. 

In  jeder  Gruppe  van  6  associirten  Zahlen  exisüH  immer 
eine  primäre. 

In  dem  Gebiet  dir  ganzen  complexen  Zahlen,  die  aus  drei 
Einheitswurzehi  zusammengesetzt  sind^  gibt  es  drei  Arten  von 
Primza^t  Icn ,  nämlieh  : 

1.  die  Zahl  1  —  f,  den  Theiler  von  3; 

2.  die  reellen  Primzahlen  van  der  Form  6  w  +  5 ;  diese 
Zahlen  sind  auch  primär; 

3.  die  complexen  PrimzaJden,  deren  Norm  die  Form  6n  -j-  1  hat. 

Bedetäet  m  eine  (van  1  —  b  versünedene)  complexe  Prim- 
zahl und  ist  n  durch  m  nicht  theilbar,  so  ist  (das  verallgemeinerte 
Fermat'sdie  TJieorem) 

worin  fi  die  Narm  ron  m  bezeidmet,  oder  auch 

n  *    EEi  €^  (med.  tw) , 
worin  q  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  bedeutet. 

Cubische  Reste.  Ist  n  ^  ^~  1  (med.  w),  so  ist  n  ein  cu- 
bischer  Rest  van  ni,  wenn  n  sich  durch  m  nictd  theilen  lässt. 

Unter  dem  cubischen  Charakter  einer  durch  m  nicht  theil- 
baren  Zahl  n  in  Bezug  auf  m  soll   die   Zahl  «'',  welche  in  der 

Congruenz  n  ^    TIS.  «''  (mod.  m)     auftritt,    verstanden    werden. 
Dieser   cubische    Charakter  von  n  in  Bezug   auf  m   wird   durch 

das  Symbol      -     (Eisenstein)  dargestellt. 

Der  cubische  Cliarakter  von  1  —  s  ist  durcJi  die  Formel 


2 


(«+!) 


— z-i-  \  =  e^     '   '  bestimmt. 
La  +  bfj 

Das  Eeciprocitätstheorem  für  die  cubischen  Reste  lautet: 
Wenn  n,  m   zwei  primäre  Primzzahlen  der  Form  a  +  6« 

sind,    so    ist  der   cubische   Charakter    von   n    in  Bezug   auf  m 

demjenigen  von  m  in  Bezug  auf  n  gleich. 

Mit   den   cubischen  Resten   haben  sich  Jacobi,    Grelle,    2, 

später  Eisenstein,  Grelle,  27,  28;  Le  Besgue,  Llouvüle,  4,  etc. 

beschäftigt.     Siehe   auch   die  14*®   und    15*®  Vorlesung   in   dem 

oben  citirten  Werk  von  Bachmann. 
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§  11.    ZerfäUting  der  Zahlen.    Das  allgemeine  Problem 

der  unbestimmten  Gleichtmgen.    Darstellung  der  Zahlen 

durch  quadratische  Formen. 

Einigen  von  den  Problemen,  die  in  den  vorstehenden  Para- 
graphen behandelt  wurden,  kann  man  eine  andere  gleichwerthige 
Form  geben;  wir  meinen  die  Form,  unter  welcher  sie  von  den 
ersten  Autoren,  welche  die  Zahlentheorie  entwickelten,  von  Euler, 
Legendre  etc.  untersucht  worden  sind.  Die  sogenannte  mibe- 
stimmte  Atiolysis,  welche  den  Haupttheil  der  Zahlentheorie  aus- 
machte, bestand  in  der  ganzzahligen  Auflösung  einer  unbestimmten 
Gleichung  d.  h.  einer  Gleichung  mit  mehreren  Unbekannten  und 
ganzzMigcn  Coefficienten.  Auf  dieses  Problem  reducirt  sich 
aber  offenbar  das  Problem  der  Darstellbarkeit  einer  gegebenen 
Zahl  mittelst  eines  reellen  ganzzahligen  Ausdrucks  mit  ganzen 
Coefficienten  und  einer  bestimmten  Anzahl  von  Variabelen, 
welche  auch  ihrerseits  ganzzahlige  Werthe  haben  sollen,  oder 
mittelst  binärer,  quadratischer  etc.  Formen  mit  einer  bestimmten 
Anzahl  von  Variabelen. 

Der  §  4  löst  das  Problem  der  unbestimmten  Analysis 
1****  Grads  mit  zwei  Unbekannten  auf,  und  die  in  den  Para- 
graphen 5  und  8  behandelten  Probleme  entsprechen  ihrerseits  den 
Problemen  der  imbestimmten  Analysis  2*®°  Grads,  jedoch  immer 
mit  zwei  Unbekannten.  Es  können  aber  auch  analoge  und  all- 
gemeinere Probleme  untersucht  werden,  bei  welchen  es  sich  um 
unbestimmte  Gleichungen  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  Un- 
bekannten anstatt  mit  nur  ziceien  handelt. 

Wir  wollen  uns  nicht  in  die  Einzelheiten  dieser  allgemei- 
neren Betrachtungen  einlassen  und  nur  einige  Angaben  machen^ 
damit  sich  der  Leser  auf  diesem  Gebiet  einigermassen  orien- 
üren  kann. 

Wir  setzen  zunächst  an  erster  Stelle  voraus,  die  unbestimmte 
Gleichung  sei  vom  1*®°  Grad,  und  habe  daher  die  Form 

ax  +  by-^ =  M, 

worin  a,  6,  •  •  •,  n  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Wenn  a,  ft,  •  •  •  positive  ganze  Zahlen  sind,  und  wenn  man 
diese  Gleichung  nach  a;,  y,  •••  aufzulösen  sucht,  die  positive 
ganze  ZaJden  sein  sollen,  so  ergibt  sich  das  sogenannte  Zer- 
fcUlungsproblem,  welches  von  Euler  den  Namen  erhalten  hat 
(pariitio  numerorum),  weil  es  sich  um  die  Zerfällimg  einer  Zahl  n 
in  positive  Summanden  handelt. 


544   Kapitel  XX.  Theorie  der  ganzen,  rationalen  od.  complexen  Zahlen. 

Eine  wichtige  Untersuchung  in  dieser  Beziehung  ist  die 
Aufsuchung  der  Anzahl  der  verschiedenen  Lösungen  dieser 
Gleichung  und  diese  Zahl,  welche  die  ZerfäUungszahl  heisst,  ist 
dem  Coefficicnten  von  x"  in  der  Entivickelung  von 


(i-^)(i-x*).-- 

nach  aufsteigenden  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  gleich. 

In  Bezug  auf  das  Prohlem  der  Zerföllung  der  Zahlen 
citiren  wir  Euler,  Introd,  in  Anal,  infinit,,  1,  Kap.  16;  Comm, 
Petrop.,  3,  1750,  1751;  Comment.  Arithmeticae  coUectae,  1, 
S.  73;  Jacobi,  Grelle,  21;  Sylvester,  Quart.  Journ,,  1;  Ann, 
di  scienze  fis.  e  mat  di  Tort.^  8,  1857,  welcher  einen  expliciten 
Ausdruck  für  die  Anzahl  der  Zerfällungen  fand.  An  diese 
letztere  Arbeit  schliessen  sich  an:  Brioschi,  ib.,  8,  1857; 
Battaglini,  Metn.  Äcc.  Napoli,  1858 — 1860;  Trudi,  Atii 
Act.  Napoli,  2,  1867. 

Wir  führen  femer  noch  an:  Faa  di  Bruno,  Crette,  85 
und  die  in  dem  2.  Abschnitt  des  2.  Theils  der  Zahlentheorie  von 
Bachmann,  Leipzig  1894  enthaltene  Darstellung. 

Man  kann  dann  zweitens  das  Problem  der  Auflösung  eines 
Systems  von  unbestimmten  Gleichungen  1^^  Grads  untersuchen. 
Dieses  Problem  steht  in  Verbindung  mit  der  Theorie  der 
Elementartheiler ,  von  denen  in  Kap.  12,  §  15  die  Bede  war. 
Siehe  darüber  Smith,  Phil.  Trans.,  151,  S.  293;  Frobenias, 
Crdle,  86,  88;  Heger,  Äbh.  der  Wiener  Acad.,  14,  2.  Thl.; 
Stieltjes,  Theorie  des  nomhres,  Kap.  3;  Ann,  de  la  facuU^  des 
scietices  de  Toulouse,  Bd.  4.  Man  vergleiche  auch  den  4.  Bd. 
des  citirten  Werkes  von  Bachmann. 

Geht  man  nun  von  linearen  Formen  zu  Formen  höheren 
Grads  über,  so  handelt  das  erste  Problem,  welches  sich  bietet, 
natürlich  von  der  Darstellbarkeit  einer  Zahl  durch  quadratische, 
binäre,  temäre,  quatemäre  etc.  Formen.  Mit  ihm  steht  dann 
offenbar  auch  das  Problem  der  Darstellbarkeit  einer  Zahl  durch 
Summen  von  Quadraten  in  Verbindung.  Für  binäre  Formen 
ist  die  Theorie  dieser  Darstellbarkeit  eng  mit  der  Gaus  ansehen 
oben  in  §  8  entwickelten  Theorie  verbimden. 

Mit  solchen  Aufgaben  haben  sich  viele  Autoren  beschäftigt: 
Gauss,  Cauchy,  Dirichlet,  Eisenstein,  Hermite,  Liou- 
ville,  Minkowski,  Smith  etc.  Wir  verweisen  darüber  auf 
den  4.  Bd.  der  Zahl enih cor ie  von  Bachmann,  der  fast  aus- 
schliesslich den  quadratischen  Formen  gewidmet  ist. 


§  11.    Ganzzahlige  unbestimmte  Gleichungen.  545 

In  der  2.  Serie  des  Jounu  de  maih.  von  Liouville 
Id.  1 — 15  sind  sehr  viele  Mittheilungen  (ohne  Beweis)  von 
Liouville  über  die  Darstellbarkeit  einer  Zahl  durch  specielJe 
bestimmte  Typen  quadratischer  Formen  enthalten.  Einen  Theil 
dieser  von  Liouville  mitgetheilten  Formeln  hat  Pepin,  Journ. 
de  math.y  4.  Ser.,  6  bewiesen. 

Wir  geben  hier  einige  Resultate  über  die  Darstellbarkeit 
einer  Zahl  durch  quadratische  binäre  Formen  oder  auch  durch 
Summen  von  Quadraten  an: 

Jede  positive  Primzahl  von  der  Form  4w  -f-  1  ^^^st  sich 
immer  und  auf  eine  einzige  Art  als  die  Summe  zweier  Quudrai- 
zaJüen  darstellen  {das  F  er  mansche  Theorem,  zuerst  von  Euler 
bewiesen,  Demonstratio  theorcmatis  Fermatiani  etc.,  Novi  Comm, 
Fetrap.,  5;  siehe  auch  Henry  Smith,  De  connpositione  nume- 
rorum  primorum  formae  4A  -(-  1   etc.,  Crelle,  50,  1855). 

Die  Bestimmung  der  Basen  dieser  Quadrate  verdankt  man 
Gauss,  Theoria  resid.  hiquadr.,    Werke,  2. 

Die  nach  ihrem  absoluten  Werth  kleinsten  Zahlen  a  und  6, 
tcelche  den  Congruetizen 

'-+»1  ^-' 

L    4     J 

genügm,  erhält  man  für  ^  =  a*  +  ft*. 

Jede  Primzahl  van  der  Form  3n  +  1  lässt  sicJi  immer  und  auf 
eine  einzige  Art  in  ein  Quadrat  ufid  ein  dreifaches  Quadrat  zerlegen. 

Jede  Primzahl  von  einer  der  beiden  Formen 
20n+l,     20« +9 
lässt  sirh  auf  eine  einzige  Art  als  Summe  eines  Quadrats  und 
eines  fünffachen  Quadrais  darstellen  und  jede  Primzahl  von  einer 
der  beiden  Formen  20«  +  3,  20«  -j-  7  kann  auf  4  verscJUedene 
Arten  mittelst  der  Form  (2,  1,  3)  dargestellt  werden. 

Jede  Primzahl  von  der  Form  6  n  +  ^  ^^-^^^  -*^'^'*  durch  die 
Form  X*  —  «jy  +  y^  darstellen. 

Das  Vierfache  einer  Primzcüd  von  der  Form  6«  +  1  kann 
4Üs  die  Summe  eines  Quadrats  und  eims  dreifachen  Quadrats 
ausgedrückt  werden: 

4/)  =  ^«  +  3M 

Die  Zähl  A  ist  ein  cubischer  Rest  von  p. 

Paioal,  Bapertorinm.  I.  35 
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Die  Zahlen  A  und  B  sind  als  die  ihrem  absoluten   Werth'^ 
nacti  kleinsten  definirt,  welche  den  Congruenzen 


B-']*-'.      1 


1^1         ,ti!  1    (■»•*  f) 


L 


A 


A  +  B[g  »    -g    »    )~0l 

genügen^  worin  g  eine  primitive  Wurzel  von  p  ist. 

Dieses  Theorem  findet  sich  zuerst  bei  Jacobi,  CreUe,  2, 
1827,  De  residuis  cubicis  etc.;  dann  bei  Cauchy,  Sur  la  th. 
des  mmhres,  Mihn.  de  VÄcad.  de  Paris,  17,  1838,  1839; 
Le  Besgue,  Becherdies  sur  les  nombres,  LiouviUe's  Joum,  de 
matK  2,  1837;  Stern,  Grelle,  7,  9;  Clausen,  ib.,  8,  1832. 

Jede  Primzahl  von  einer  der  beiden  Formen 
8n+l,     8« +  3 
lüsst   sich    immer   und   auf  eine    einzige  Art  als  Summe  einer 
QuadratzaJd  und  einer  doppelten  Qu<idratzdlü  darstellen,    Jacobi, 
Grelle,  30;  Stern,  ib.,  32. 

Zahlreiche  andere  Theoreme  dieser  Art  über  die  Primzahlen 
von  specieUen  Formen  hat  Liouville  gefunden,  Journ.  de  math., 
(2),  Bd.  1  bis  Bd.  15. 

Jede  ganze  Zdtü  ist  immer  die  Summe  entweder  von  vier 
oder  von  einer  geringeren  AnzaJU  von  Quadraten. 

Dieser  schöne  Satz  ist  Lagrange,  Mem.  de  Berlin,  1770 
zu  verdanken;  später  beschäftigte  sich  Euler,  Acta  Petrop., 
1777  mit  ihm;  siehe  auch  Legendre,  Th,  des  nombres.  Er 
ist  ein  specieller  Fall  des  F  er  manschen»  Theorems  (vergL 
S.  26)  über  die  Darstellung  einer  ganzen  Zahl  durch  Polygonal- 
zahlen. 

Die  Anzald  aller  (eigentlicJien  und  uneigenüidien)  Dar- 
stellungen ein^  ungeraden  Zahl  als  Summe  von  vier  Quadraten 
ist  gleich  der  S-fa<^hen  Summe  aller  ihrer  Tlieiler. 

Die  Anzahl  aller  (eigentlichen  und  uneigentlidien)  Dar- 
stellungen einer  geraden  Zähl  als  Summe  von  vier  Quadraten  ist 
gleich  der  24:- fachen  Summe  aller  Uirer  ungeladen  Iheiler. 

Diese  Theoreme  sind  von  Eisenstein,  Grelle,  35.  Doch 
hatte  schon  Jacobi  in  den  Fundamenta  nova  etc.  einen  speciellen 
Fall  als  Anwendung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
gefunden.  Später  gab  Jacobi  von  diesem  speciellen  Fall  einen 
elementaren  Beweis,  Grelle,  12,  S.  167;  mit  demselben  Theorem 
beschäftigte  sich  auch  Dirichilet,  Journ.  de  Liouville,  2.  Ser., 
1,  S.  210. 
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üeber  die  Darstellung  einer  Zahl  als  Summe  von  5  Quadraten 
siehe  Dirichlet,  CreUe,  18:  Eisenstein,  CreUe,  35;  Smith, 
Mcm.  pres.  par  divers  Sav,  rltr,,  Bd.  29  und  Bachmann,  1.  e., 
4,  S.  621,  664. 

Die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  ungeraden  Zahl  h  als 
Summe  von  seclis  Quadraten  ist,  wenn  h  ^1  (mod.  4),  gleidi 
dem  12- fachen,  und  wenn  tl^3  (mod.  4)  ist,  gleich  deni  20- fachen 
Unterschied  zwischen  der  Summe  der  Quadrate  derjenigeti  ihrer 
Facioren^  welcJie  die  Form  4k-{'  1^  und  der  Summe  der  Qu4idrate 
derjenigen,  tcelche  die  Form  4A  -f-  3  haben  (Eisenstein). 

Die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  ungeraden  Zahl  als 
Summe  von  acht  Quadraten  ist  gleich  der  Iß-fachen  Smnme  der 
Cubcn  ihrer  Factoren  (idem), 

Ueber  den  Ausdruck  einer  Zahl  als  Summe  von  10  Quadraten 
gibt  es  ein  specielles  Theorem  von  Eisenstein  1.  c.  und  in 
Bezug  auf  11  oder  12  Quadrate  sind  noch  nicht  bewiesene 
Mittheilungen  von  Liouville  vorhanden,  Journ.  de  math., 
2.  Ser.,  5,  9,  11. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  das  ungemein  interessante  Werk 
von  H.  Minkowski,  Geometrie  der  Zahlen,  1.  Lieferung, 
Leipzig  1896  anführen;  in  demselben  werden  sehr  verschieden- 
artige, tiefliegende  zahlentheoretische  Sätze  durch  die  An- 
schauung gewonnen. 


Es  war  Fermat,  der  zuerst  die  Aufmerksamkeit  der 
Analytiker  auf  diese  Art  von  Zahlenproblemen  lenkte,  die  dann 
später,  in  eine  Doctrin  vereinigt,  die  sogenannte  Zaldentheorie 
oder  die  höhere  oder  transcendmtc  Arithmetik  bildeten.  Die  ersten 
umfassenden  wichtigen  Entdeckungen  verdankt  man  jedoch  Euler, 
der  z.  B.  die  Theorie  der  Indices  {Cmnm,  Petr,,  1773)  und  der 
quadratischen  Reste  begründete.  Auf  Euler  folgte  Lagrange, 
welcher  sich  eingehend  mit  der  Zahlentheorie  beschäftigte  und 
zuerst  die  Grundlage  zu  einer  allgemeinen  Theorie  der  quadratischen 
Formen  legte.  Dann  kamen  die  beiden  denkwürdigen  Werke: 
Theorie  des  nombres  von  Legendre,  Paris,  Tan  6,  von  welcher 
noch  zu  des  Autors  Lebzeiten  drei  Auflagen,  die  letzte  1830,  er- 
schienen, und  welcher  man  den  ersten  Beweis  des  Reciprocitäts- 
satzes  für  die  quadratischen  Reste  verdankt,  und  femer  die 
Disquisitiones  arithmeticae  von  Gauss,  Leipzig  1801,  die  unter 
Anderem  die  vollständige  Theorie  der  quadratischen  Formen  ent- 
halten, wie  wir  sie  oben  auseinandergesetzt  haben. 

85* 
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Das  Buch  Legendre's  ist  wohl  als  ein  Bepertorium  aller 
bis  dahin  bekannt  gewordenen  Untersuchungen  über  den  Gegen- 
stand anzusehen.  Gauss  verdankt  man  dann  auch  das  erste 
systematische  Studium  der  complexen  Zahlen,  und  den  Gedanken, 
sie  zur  Erweiterung,  Vervollständigung  und  auch  zum  Beweis 
der  Sätze  aus  der  Theorie  der  reellen  Zahlen  zu  verwenden. 

Wir  wollen  der  Kürze  wegen  davon  absehen,  die  Arbeiten 
aller  übrigen  Autoren,  Cauchy,  Dirichlet,  Kummer,  Jacobi, 
Eisenstein,  Kronecker,  Liouville,  etc.  zu  citiren  und  nur 
die  neueren  wichtigsten  Werke  über  die  Zahlentheorie  angeben. 
Da  ist  Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahleniheorie, 
4.  Aufl.,  Braunschweig  1894,  zu  nennen,  von  dem  eine  Ueber- 
setzung  in  das  Italienische  von  Faifofer,  Venedig  1881  existirt 
und  worin  man  auch  viele  von  jenen  Autoren  selbst  angestellte 
specielle  Untersuchungen  findet,  femer  Tschebyscheff,  Theorie 
der  Cimgruenzen  (Elemente  der  Zahlentheorie)  y  deutsch  von 
Schapira,  Berlin  1889,  dann  die  Theone  des  nombres  von 
Lucas,  Paris  1891,  und  die  ausgezeichnete  Zahlentheorie  von 
Bach  mann,  Leipzig  1894,  1898  in  4  Bdn. 

In  einer  neueren  Reihe  von  Vorlesungen  hat  Klein,  Aus- 
gewählte Kapitel  der  Zahlentheorie,  Göttingen  1896,  lithogr.  die 
Theorie  der  quadratischen  Formen  auch  von  geometrischem  Stand- 
punkt behandelt 

Eine  historische  Uebersicht  über  die  ganze  Zahlentheorie 
findet  man  in  dem  berühmten  Werk  von  Smith,  Report  on  ihe 
theory  of  mimbers,   Werke,  Oxford,  1894. 
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Kapitel  XXI. 

Die  Lehre  von  den  algebraischen  nnd  transeendenten 

Zahlen. 

§  1.  Allgemeines  über  die  algebraischen  Zahlen. 

Jede  Zahl,  welche  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  rationalen  Coefficienten  ist,  heisst  eine  algehraisciie  Zähl;  sie 
kann  natürlich  reell  oder  complex  sein.  Wenn  der  erste  Coefficient 
der  Gleichung  die  Einheit  ist  und  die  übrigen  Coefficienten  ganze 
Zahlen  sind,  so  erhalt  man  eine  ganze  algebraische  Zahl,  in  den 
übrigen  Fallen  eine  niM  ganze  oder  gebrochene  algebraische  Zahl. 

Die  complexe  Zahl  a  -f-  j5?,  worin  a,  ß  rationale  Zahlen 
sind,  ist  ein  specieller  Fall  der  algebraischen  Zahl  und  enthält 
ihrerseits  als  speciellen  Fall  die  rationalen  Zahlen. 

Von  einer  Gesammtheit  von  Zahlen  sagt  man,  sie  bilde 
einen  Körper  oder  Itatianalitätsbereich ,  wenn  sie  durch  die  vier 
ersten  Grundoperationen,  die  wir  die  rationalen  Operationen 
nennen  können,  reproducirt  wird. 

Der  Begriff  des  Rationalitätsbereichs  lässt  sich  schon  in 
den  Schriften  von  Abel  und  Galois  nachweisen;  er  ist  dann 
in  markanter  Weise  von  Kronecker  (vorzüglich  Cr  eile,  92) 
zur  Geltung  gebracht  worden;  von  ihm  stammt  auch  das  Wort 
Bationnlitäfsbei'eich.  Die  Bezeichnung  Körper  rührt  von  Dede- 
kind  her. 

Die  Gesamnvtheit  aller  rationalen  ZaJtlen  bildet  einen  ZaJd- 
Jcörper. 

Die  Gesammtheit  aller  algebrai^c/ien  ZaJdefi  bildet  einen  Körper, 

Die  rationalen  ganzen  Zahlen  wirden  nur  durdi  die  drei 
ersten  rationalen  Operationen  reproducirt;  die  ganzen  rationalen 
Zahlen  bilden  also  keinen  Körper. 

Der  kleinste  Körper,  der  in  jedem  Körper  enthalten  sein 
muss,  ist  der  Körper  der  rationalen  Zahlen,  Dieser  Körper  wird 
auch  als  absoluter  Bat ionalitätsber eich  bezeichnet. 
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Jede  Wurzel  einei'  Gleichung,  in  welcher  der  erste  Coeffi- 
cient  1  ist  und  die  übrigeti  algebraische  ganze  Zahlen  swd,  ist 
ebenfalls  eine  algebraische  ganze  ZaJd, 

Von  allen  unendlidi  vielen  Gleichungen  mit  rationalen 
Coefficienicriy  als  deren  Wurzel  eine  algebraische  Zahl  gelten  kann, 
ist  diejenige  vom  niedrigsten  Grad  irreducibel,  d.  h.  ihre  linke  Seite 
lässt  sicJi  nicht  in  Factoren  mit  rationalen  Zahlen  zerlegen. 

Wenn  eine  algebraische  Zahl  6  als  Wurzel  einer  irreducibelen 
Gleichung  von  der  w*®**  Ordnung  gegeben  ist  und  alle  Zahlen 
vom  Typus 

gebildet  werden,  worin  a?Q,  x^,  •  •  •,  Xn—i  beliebige  rationale 
Zahlen  bedeuten,  so  setzen  die  sich  so  ergebenden  ZaJden  einen 
Körper  fl  zusammen:  dieser  Zahlkörper  Sl  wird  durch  die 
Wurzel  0  erzeugt. 

Er  heisst  ein  emilicher  Körper  vo^n  «*•"  Grad. 

Man  kann  n  ZaJden  des  Körpers  Sl  so  wiüden,  dass  jede 
beliebige  andere  Zcdd  de.'fselbefi  Körpers  sich  immer  lifiear  und 
mit  raiionalen  Coeffivienten  durch  die  ersten  n  Zahlen  bilden 
lässt.  Man  sagt,  ein  solches  System  von  Zahlen  bilde  eine 
Basis  v&n  Sl.    Eine  solche  Basis  bilden  auch  die  Potenzen  von  0: 

1,  e,  ö^  -..,  0-1. 

Die  n  Zahlen,  aus  welchen  eine  Basis  besteht,  werden  auch 
die  Elemente  der  Basis  genannt. 

Die  Körper  Ä,  Sl\  Sl",  •  •  •,  welche  durch  alle  Wurzeln 
ö,  B\  B'\  •  •  •  einer  einzigen  irreducibelen  Gleichung  der  n^^ 
Ordnung  erzeugt  werden,  heissen  conjugirte  Körper. 

Wenn  Gi  =  (p{&)  eine  Zahl  von  Ä  ist,  so  gehört  a>'  =  g)(ö') 
zu  ß'  und  cö,  w'  heissen  conjngirt.  Wenn  alle  zu  Ä  conjugirten 
Körper  mit  Sl  selbst  identisch  sind,  wie  es  z.  B.  vorkommt,  wenn 
0  die  Wurzel  einer  binomischen  Gleichung  ist,  so  heisst  Ä  ein 
Normalkörper  oder  ein  Galois 'scher  Körper.  Diese  von  Dede- 
kind  herrührende  Benennung  soll  zur  Erinnerung  andieGalois- 
sche  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  dienen.  Aus  der 
Galois 'sehen  ßesolvente  einer  jeden  gegebenen  Gleichung  (vergl. 
S.  104)  geht  ein  Galois' scher  oder  Normalkörper  hervor; 
denn  alle  Wurzeln  der  Galois 'sehen  Eesolvente  sind  rationale 
Functionen  einer  von  ihnen. 

Ist  (0  =  (p(0)  eine  Zahl  von  Ä,  so  heisst  das  Product 
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in  welchem  ö,  ö',  •  •  •  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  gegebenen 

irreducibelen  Gleichung  sind,  die  I\^&nn  von  q>  und  wird  mit  iV^(iö) 

bezeichnet. 

Die  Norm  von  cd  ist  immer  eine  rationale  Zahl, 

Wenn  co  eine  rationale  in  Sl  enthaltene  ZaJd  ist,   so  siml 

die  Conjugirten  von  cd  mit  o  identisch  utid  ist  N{to)  =  w". 
Sind  «1,  fi)2  zwei  Zahlen  von  Sl,  so  ist 

Man  nennt  Discriminante  von  n  Zahlen  von  Sl  das  Quadrat 
der  aus  den  n  Zahlen  und  allen  ihren  conjugirten  in  jedem 
der  Körper  Ä',  Ä",  •  •  .,  Ä^"-^)  gebildeten  Determinante. 

Die  Discriminante  ist  eine  rationale  Zahl. 

Wenn  n  Zahlen  von  Sl  gegeben  sind,  so  bilden  sie  eine  Basis 
von  Sl  oder  niiht,  je  nachdem  ihre  Discriminante  von  Null  ver- 
schieden oder  Null  ist. 

Jede  algebraische  Zahl  lässt  sich  durch  Mtdtiplication  mit 
einer  ganzen  rationalen  von  Null  verschiedenen  Zahl  in  eine  ganze 
algebraische  Zahl  verwandeln.  "    ' 

Man  kann  auf  unemllieii  viele  Arten  eine  Basis  des  Körpers 
Sl  finden,  deren  Elemente  nur  aus  ganzen  Zahlen  bestehen,  und 
man  kann  auch  ein^  solche  Basis  derart  wählen,  dass  die  Discrimi- 
nante der  in  ihr  enthaltenen  Zahlen  ein  Minimum  wird;  eine  solche 
Minimaldisiriminantc  heisst  dann  die  Grundzahl  des  Körpers  Sl 
oder  auch  die  Discriminante  des  Körpers  Sl. 

Wenn  n  =  2  ist,  d.  h.  wenn  die  Fundamentalgleichung  vom 
2*®°  Grad  ist,  erhält  man  einen  quadratischen  Körper.  Die 
complexen  Zahlen  a  ~|-  6/,  worin  i  =  y —  1  ist,  und  a,  b  rationale 
Zahlen  bedeuten,  sind  ein  specieller  Fall  eines  solchen  Körpers. 

Die  Norm  von  a-\-bi  entspricht  dem  Product  (a  -f-  bi)  (a —  b  i) 
und  daher  der  gewöhnlichen  Norm  oder  dem  Quadrat  des  Moduls 
der  complexen  Zahl.  Die  Grundzahl  des  quadratischen  aus  den 
rationalen  complexm  Zahlen  gebildeten  Körpers  ist  —  4. 


§  2.    Theilbarkeit  der  algebraischen  ganzen  Zahlen. 
Die  idealen  Zahlen  Enmmer's. 

Eine  ganze  Zahl  a  heisst  durch  eine  ganze  Zahl  ß  theilbar, 
wenn  a  =  ßy  ist,  und  unter  y  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ver- 
standen wird. 

Wenn  et  und  ß  algebraische  ganze  durch  fi  thcilbare  Zahlen 
bezeichnen,  so  sinl  auch  «  +  /3,  a  —  ß  durch  (i  theilbar. 
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Ist  a  durch  l  und  k  durch  n  theilbar,  so  lässt  sich  auch  a 
durch  (i  thellcn, 

Einheit  heisst  jede  atgehraisclie  ganze  Zahl,  die  in  1  und 
mithin  in  jeder  algebraischen  ganzen  Zahl  enthalten  ist. 

Jede  Wurzel  einer  Gleidiung,  deren  erster  und  letzter  Co- 
(fficieni  gleich  1  ist,  und  deren  übrige  Coeffidenten  reelle  ganze 
ZaJden  sind,  ist  eine  Einheit;  es  gibt  unendlich  viele  Einheiten, 

Die  Einlieiten  reproducirepi  sidi  durch  Multiplication,  Division 
und  Wurzelausziehen. 

Wenn  von  zwei  Zahlen  die  eine  durch  die  andere  theilbar 
ist,  so  sind  ihre  Quotienten  EinJieitcn;  die  beiden  Zahlen  heissen 
dann  associirt. 

Zwei  einer  drittcfi  associirte  ZaJdcn  sifid  einander  associirt, 

Ist  a  durch  ß  theilbar,  so  ist  jede  zu  a  associirte  Zahl  durch 
jede  zu  ß  associitie  theilbar. 

Zwei  algebraische  ganze  Zahlen  er,  ß  heissen  prim  zu  einander, 
wemi  zwei  andere  algebraische  ganze  Zahlen  |,  ti  derart  existiren, 

^^  al+ßfi  =  l  ist 

Ist  a  prim  zu  ß  und  zu  y^  so  ist  es  prim  zu  dem 
Product  ßy. 

Wenn  jede  der  Zahlen  a^,  cr^,  •  •  •  zu  jeder  der  Zahlen  ß^y 
/?j ,  •  •  •  i>;/m  ist,  so  sind  die  beiden  Produde  ctj cr^  '  *  *?  ßißi  '  " 
prim  zu  einander. 

Jeder  gcmeinschaftliclie  Theilcr  zweier  zu  einander  primen 
Zahlen  ist  eine  Einheit 

Zwei  ganze  Zahlen  er,  ß  haben  immer  einen  gemeinschaftlichen 
Theilcr  d,  der  sich  durch  die  Form 

<J  =  «I  +  /St/ 
darstellen  lässt,  worin  |,  ri  zwei  ganze  ZaJden  sind;  überdies  ist 
d  durch  jeden  gemeinschaftlichen  Thcilei^  von  er,  ß  theilbar. 

Wenn  zwei  ZaJden  ausser  einer  Einheit  keinen  anderen  gemein- 
schaftlicheti  Theilcr  haben,  so  sind  sie  in  dem  obigen  Sinn  prim 
zu  einander. 

Die  Norm  eina'  Zahl  a,  weldie  dem  im  vorigen  ParagrapJien 
definirten  Klhper  Sl  angehört,  ist  durcJi  a  thdlbar,  und  der  Quo- 
tient ist  eine  ganze  Zahl,  die  ebenfalls  dem  Körper  Sl  angeliört. 

Wenn  a  und  ß  zu  dem  Körper  ß  gehören  und  a  durch  ß 
theilbar  ist,  so  lä'Sst  sicJi  auch  N(a)  durch  N{ß)  theilett. 

Zwei  Zahlen  a,  ß  heissen  ctrngruent  bez.  des  Moduls  (ly 
wenn  ihre  Differenz  durch  fi  theilbar  ist  und  im  anderen  Fall 
nicJit  congrueni. 
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Die  Anzahl  der  einander  zu  je  zweien  hez,  des  Moduls  fi 
nicht  congruetiten  Zalilen  des  Körpers  Sl  ist  dem  absoluten  Werth 
der  Norm  von  jn,  N((i)  gleieh.  Wenn  fi  eine  Einheit  ist,  so  sirnl 
dir  Zollten  des  Körpers  Sl  sämmtlich  congruent  Null  (raod.  fi) 
und  ist  N(ii)  =  +  1. 

Eine  algebraische  Zahl  fi  heisst  zerlegbar,  wenn  sie  Theiler 
zulässt,  die  von  einer  EinJieit  und  den  zu  ^  assoeiirten  Zahlen 
verschieden  sind;  im  anderen  Fall  wird  sie  unzerlegbar  ge- 
nau pt.  Man  verwechsele  diese  beiden  Definitionen  nicht  mit  den 
beiden  folgenden: 

Eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  fi  heisst  prim, 
wenn  zwei  beliebige  Zahlen  von  5^,  die  durch  ^  nicht  theilbar 
sind,  ein  Product  liefern,  welches  sich  ebenfalls  durch  fi  nicht 
theilen  lässt;  im  anderen  Fall  heisst  die  Zahl  fi  zusammengesetzt. 

Nur  fiir  specielle  Körper  Sl  sind  die  beiden  Definitionen 
äquivalent,  d.  h.  ist  jede  J^iwzahl  auch  unzerlegbar  und  um- 
gekehrt; dieser  Fall  tritt  z,  B,  bei  dem  Körper  der  rationalen 
Zahlen  ein  und  bei  dan  quadratiscJien  Körper  der  rationalen 
a»nplexen  Zahlen. 

Im  Allgemeinen  indessen  ist  jede  zerlegbare  Zahl  auch 
zusammengesetzt,  jede  zusammengesetzte  Zahl  aber  nicht  noth- 
wemliger weise  audi  zerlegbar. 

Wenn  bei  einem  Körper  Sl  die  beiden  Begriffe  äquivalent 
sind,  so  lässt  sidi  jede  zerlegbare  Zahl  auf  eine  einzige  Art 
als  Product  einer  endlichen  Anzahl  unzerlegbarer  Factoren  dar- 
stelleti  (vorausgesetzt,  dass  zwei  assoeiirte  ZaJilen  nicht  als  von- 
eifiander  verschieden  angesehen  tcerden);  anderenfalls  Wssf  sich  eine 
solche  Zerlegung  einer  zerlegbaren  ZaJd  in  unzerlegbare  Factoren 
auf  melirere  Arten  aus  fähren. 

Um  diese  Singularität  zu  beseitigen,  durch  welche  die 
Euclid'schen  Gesetze  über  die  Theilbarkeit  ihre  Geltung  für  die 
Zahlen  des  Körpers  Sl  vollständig  verlieren  würden,  hat  Kummer 
den  Begriff  der  idealen  Zahlen  eingeführt,  der  alle  diese  alten 
Gesetze  der  Theilbarkeit  wieder  herstellt.  Wir  wollen  an  einem 
speciellen  Beispiel  diesen  wichtigen  Begriff  erklären. 

Es  liege  der  quadratische  Körper  ß  vor,  der  aus  einer 
Wurzel  der  Gleichung  ö*  -f-  5  =  0  entstanden  ist.  Dede- 
kind  a.  a.  0. 

Die  vier  ganzen  Zahlen 

a  =  2,     /S  =  3,     ft=l— Ö,     v=l-f0 
sind   unzerlegbar,   sind   aber  diurch  die  Relation  aß  =  fiv  mit 
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einander  verbunden;  mithin  ist  z.  B.  a  nicht  prim,  weil  das  Product 
der  beiden  Zahlen  |Lt,  v  durch  a.  theilbar  ist. 

Wären  er,  |3,  fi,  v  reelle  ganze  Zahlen,  so  würde  sieh  ans 
der  vorstehenden  Relation  ableiten  lassen 

worin  die  Zahlen  a^  und  ß^  wie  auch  a^  und  ß^  prim  zueinander 
sind;  jede  durch  a^  theilbare  Zahl  co  würde  den  beiden  Congruenzen 
genügen : 

|3a)  ^  0  (mod.  jit) ,     vcd  niO  (mod.  a). 

Falls  die  vorstehende  Zerlegung  sich  nicht  wirklich  aas- 
führen lässt,  denken  wir  sie  uns  ideal,  d.  h.  nur  in  der  Vor- 
stellung, gemacht  und  fähren  die  idealen  Zahlen  o^,  a^,  /Jj,  ß^ 
ein,  die  also  dadurch  definirt  sind,  dass  jede  durch  a^  theilbare 
ZaJd  0)  einer  der  beiden  obigen  Cofigruenzcn  genügen  muss. 
In  dem  vorliegenden  FaU  sind  die  idealen  Zahlen  a^,  o^,  /J^,  j^, 
die  sich  nicht  wirklich  bilden  lassen,  doch  in  dem  angegebenen 
Sinn  durch  die  Congruenzen 

(1  +  Ö)  a>  =  0  (mod.  2)  («j) , 

(1  —d)io^.O  (mod.  2)  («g) , 

(1  —  Ö)  0)  =  0  (mod.  3)  (ft) , 

(1  -f  ß)  0)  =  0  (mod.  2)  (ft) 
definirt. 

Durch   die   Einführung   dieser   Zahlen   wird   erreicht,    dass 

sich  die  Zahlen  a,  /9,  /it,  v,  die  unzerlegbar  schienen,  in 

ft  =  1  —  ö  =  «i/Sg ,     V  =  1  4-  Ö  =  ai/3i 

zerlegen  lassen;  es  ergibt  sich  femer,  dass  «i,  ß^,  ß^  keine 
idealen  FrimzaJdefi  sind. 

Ehe  wir  das  Kapitel  der  idealen  Zalden  verlassen,  wollen 
wir  die  Betrachtung  hier  wiedergeben,  die  Kummer  angestellt 
hat,  um  zu  zeigen,  auf  welche  Art  man  sich  die  Einführung 
dieser  neuen  Dinge  zu  denken  hat. 

Wenn  in  der  Ebene  zwei  sich  schneidende  Kreise  gegeben 
sind,  so  heisst  die  Gerade,  welche  durch  die  zwei  den  beiden 
Kreisen  gemeinschaftlichen  Punkte  geht,  Eadicalaxe  oder  Potenz- 
linie;  sie  besitzt  die  Eigenschaft,  der  Ort  der  Punkte  zu  sein, 
welche  die  Beschaftenheit  haben,  dass  die  von  ihnen  nach  den 
beiden  Kreisen  gezogenen  und  von  den  Berührungspunkten  be- 
grenzten   Tangenten    einander    gleich    sind.     Wenn    die    beiden 
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Kreise  sich  nicht  schneiden,  so  versagt  die  erstere  Definition 
der  Radicalaxe,  sie  lässt  sich  aber  alsdann  als  Ort  der  Punkte 
definiren,  für  welche  die  zweite  Eigenschaft  gilt. 

Auf  ähnliche  Weise  gehen  wir  von  dem  Fall  aus,  in  wel- 
chem die  Zahlen  a^^  ß^^  a^,  ß^  wirklich  existiren,  finden  eine 
Eigenschaft  dieser  Zahlen,  die  durch  die  obigen  Congruenzen 
ausgedrückt  wird,  und  lassen  diese  Eigenschaft  alsdann  auch  in 
dem  Fall  gelten,  in  welchem  die  Zahlen  nicht  mehr,  wie  früher, 
existiren;  es  gelingt  uns  so,  Grössen  zu  individualisiren,  welche 
man  als  eine  Erl^eiterung  jener  Zahlen  ansehen  kann,  welche 
in  dem  ersten  Fall  wirklich  existirten. 

Der  Begriff  der  idealen  Zahlen  wurde  von  Kummer  für 
den  speciellen  Fall  eingeführt,  in  welchem  die  Fundamental- 
gleichung eine  Krdsihoüungsgleichung  (siehe  Kap.  ö,  §  7,  S.  95) 
ist,  Crellc,  35,  40,  53;  Joum.  de  Liouvilie,  Bd.  16,  1851; 
Berl.  Ak^.,  1856. 

Mit  der  Einführung  der  Ideale  lässt  sich  für  jeden  Körper 
Sl  die  volle  Geltung  aller  gewöhnlichen  Gesetze  über  die  Theil- 
barkeit  der  Zahlen  wieder  herstellen;  diese  Ideale  eignen  sich 
daher  ganz  besonders  dazu,  eine  für  alle  Fälle  gültige  Theorie 
der  Theilbarkeit  aufzustellen. 

Die  Ideale,  welche  eine  ausnahmslose  eindeutige  Zerlegung 
für  die  Zahlen  eines  jeden  Körpers,  nicht  nur  des  Kreistheilungs- 
körpers  gestatten,  sind  von  Dedekind  eingeführt  worden. 
Siehe  Dirichlet,  Berl  Acad.,  1840,  1841,  1846;  Dedekind, 
Uiber  die  Anzahl  da-  Idealkla'isefi  etc.,  Braunschweig  1877;  lieber 
den  Zusammenhang  zwischen  der  Theorie  der  Ideale  etc.,  Gott. 
Abhandle  Bd.  23,  1878;  Sur  Ja  theorie  des  nombres  alg.,  Bull, 
de  Barboux.  1*«  Ser.,  Bd.  11,  1876  und  2*«  Ser.,  Bd.  1,  1877. 
Die  ganze  Theorie  findet  man  in  dem  letzten  Theil  der  4.  Auflage 
des  Dirichlet-Dedekind'schen  Werks:  Die  ZaJdenfheoiie,  auch 
ital.  von  Faifofer,  Venedig  1881,  dargestellt;  ebenso  in 
Kapitel  18  des  Buchs:  Die  Lehre  van  der  Er eisth eilung  von 
•  Bachmann,  Leipzig  1872. 

Einen  anderen  Weg  zur  Lösimg  dieser  Frage  hat 
L.  Kronecker  eingeschlagen.  Die  Kronecker^ sehen  Unter- 
suchungen sind  niedergelegt  in  der  Festschrift  zu  Kummer's 
Doctoijabiläum:  Grufideüge  einer  arithmetisdien  Theorie  der 
algehraiscJicn  Grössen,  Grelle,  92. 

Der  Zusammenhang  zwischen  diesen  zwei  Theorien  ist  in 
vorzüglicher  Weise  von  H.  Weber  im  2.  Bd.  seiner  Algebra 
auseinandergesetzt  worden. 
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Von  anderen  hierher  gehörigen  Arbeiten  sind  zu  nennen: 
Hilbert,  Uebcr  die  Zerlegung  der  Ideale,  Math.  Ann.,  44; 
Grumlzüge  einer  Theorie  der  Gälois* sehen  ZaJdJcörper,  Oöti.  Nachr., 
1894;  Hurwitz,  Zur  Theorie  der  Ideale,  GöU.  Nachr.,  1894 
sowie  Götf,  Nachr.,  1895;  femer  einige  neuere  Schriften  von 
Hensel.  Die  HenseTsche  Arbeit  wurde  der  Naturforscher- 
Versammlung  in  Braunschweig  1897  überreicht,  siehe  auch  Q^U. 
Nachr.,  1897,  S.  247  und  254.  Hensel  hat  die  Theorie  der 
algebraischen  Zahlen  durch  eine  Art  Reihenentwickelungen  zu 
begründen  gesucht.  Weitere  Untersuchungen  über  die  algebra- 
ischen Zahlen  und  die  Ideale  sind  angestellt  worden  von:  Fuchs, 
Crclle,  65;  Selling,  Zeitsdir.  f.  Math.  u.  Phys.,  1865;  Zolo- 
tareff,  Liouville's  Journ.,  1880. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  eine  bemerkenswerthe 
und  umfassende  Uebersicht,  die  auch  einen  hervorragenden 
Ausbau  der  Theorie  bedeutet,  neuerdings  in  den  Jahresberichten 
dir  Mathctn.-Vcränigung,  Bd.  4,  1894,  1895  (Hilbert, 
Theorie  der  algehraisdien  Zahlkörper,  Berlin  1897)  erschienen 
ist.  In  dieser  Arbeit  findet  man  auch  eingehende  historische 
und  literarische  Angaben. 


§  3.    Die  transoendenten  ZaMen. 

Wenn  man  von  den  algebraischen  Zahlen  nur  die  reellen 
berücksichtigt,  so  kann  man  sich  die  Frage  vorlegen,  ob  es 
möglich  ist,  jede  reelle,  im  Allgemeinen  irrationale  Zahl  als  eine 
algebraische  Zahl  d.  h.  also  als  die  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  anzusehen. 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  fallt  verneinend  aus;  es 
existiren  also  nicht- algebraische  oder  transcendente  Zahlen.  Den 
Nachweis  der  Existenz  der  transcendenten  Zahlen  hat  zuerst 
Liouville  geliefert,  Cowpt.  Bend.,  1844  und  Journ.  de  Liou- 
viJle,  16,  1851;  später  hat  den  Gegenstand  Georg  Cantor, 
Cr  die,  77,  1873  wieder  aufgenommen.  Eine  Darstellung  des 
Cantor 'sehen  Beweises  findet  man  auch  bei  F.  Klein,  Vor- 
träge über  ausgewiüüte  Fragen  der  Elemcfitargeometrie^  ausge- 
arbeitet von  Taegert,  Leipzig  1895,  auch  ital.  von  Giudice, 
Turin  1896. 

In  Verbindung  mit  der  Theorie  der  transcendenten  Zahlen 
steht  das  Problem,  die  Zahlen  tt,  das  Vcrhältniss  des  Kreis- 
unifa>iges  zum  Durchmesser,  und  e,  die  Basis  des  natürlichen 
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Logarifhmensysfetns,  auf  elementar -geometrischem  Weg  zu  con- 
stniiren;  d.  h.  mit  Zirkel  und  Lineal  allein.  Mit  der  ersten 
dieser  beiden  Fragen  hängt  das  viel  berufene  Problem  der 
Quiulrafur  des  Kreises  zusammen. 

Es  ist  bewiesen  worden,  dass  n  und  e  nicht  nur  irrational, 
sondern  transcendent  sind,  d.  h.  nicht  die  Wurzeln  algebraischer 
Gleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  sein  können;  daraus 
folgt  die  Unmöglichkeit,  sie  geometrisch,  auf  die  oben  ange- 
gebene Art,  zu  construiren. 

Dass  die  Zahl  n  irrational  sei,  hat  Lambert,  Vorläufige 
Kenntnisse  für  die,  so  die  Quadratur  des  Zirkels  sueJien^  1770 
nachgewiesen;  dann  hat  Legendre,  iklem,  de  geom.,  Paris  1794 
gezeigt,  dass  auch  tt*  irrational  ist.  Im  Jahre  1873  wurde 
von  Hermite  in  der  berühmten  Abhandlung:  Sur  la  fonction 
exponentielle ,  Conipt.  Fend.,  77,  1873  bewiesen,  dass  e  tran- 
scendent ist,  und  auf  den  Betrachtungen  Hermite's  fussend, 
wies  dann  Lindemann  im  Jahr  1882,  Math,  Ann,,  20  auch 
die  Transcendenz  von  n  nach.  Vereinfacht  wurden  die  Unter- 
suchungen dieser  Autoren  von  Weierstrass,  Berl,  Berichte, 
1885;  Bachmann,  Vorlesungen  über  die  Natur  der  Irrational' 
zahlen,  Leipzig  1892;  Hilbert,  Hurwitz  und  Gordan,  Gott, 
Nachr,,  1893;    Cotnpt,  Bend,,  1893;    Math,  Ann,,  43. 


§  4.    Die  Zahl  n. 

Diese  als  das  Verhältniss  des  Kreisumfanges  zum  Durcfi- 
messer  definirte  Zahl  ist  nicht  nur  irrational  sondern  transcen- 
dent; vergl.  §  3.  Man  pflegt  sie  die  Ludolf'sche  Zahl  nach 
einem  Mathematiker  zu  nennen,  der  am  Ende  des  16**"*  und 
Anfang  des  17**"*  Jahrhunderts  lebte,  und  sie  zuerst  bis  auf 
36  Decimalstellen  berechnete.  Machin  führte  1706  die  Berech- 
nung bis  auf  100  Stellen  durch;  er  benutzte  dabei  die  Formel 

J  =  4arctg-J-  — arctg2^  = 


1239  S   \23^)    "T"  T  \239 j  T  1239/      '  )  * 


De  Lagny  rechnete  dann  127,  Richter  500  und  Shanks 
nach  einander  440,  607  und  707  Stellen  aus,  Proc.  of  thc 
Bog.  Soc,  Bd.  21,  1873. 
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Wir  geben   die   35  ersten  Decimalstellen  des  Weiihes  von 
n  hier  an: 

n  =  3,14150  26535  89793  23846  26433  83279  50288  •  •  -. 

In  dem   Papyrus  Bhind,   2000  Jahre   vor   Christi  Geburt, 

wird  als  Werth  von  n  die  Zahl   {—\   =  3,16  ••  •  angeföhrt 

Die  folgenden  Bräche  sind  Annäherungswerthe  von  m 


22 

Y 


H33 
i06' 


355 
li3' 


103993 
33102' 


104348    208341 


312689 


33215  '       66317  '       99682  ' 
Die  Hauptformeln  bez.  des  Zahlenwerthes  von  n  sind: 

y  =    -  •  y  y  g-  •  y  y  •  •  •    (die   Wallis'sche   Formel), 
^        -         1,1  1,1  (die  Leibnitz'sche 


-=i_Jl  +  1_1  + 

4  3      '      5  7      ' 


9 


5  =  A  . 

6  2    ^ 

'     =1  + 


1      1        ,     l_i5_l .     1    3-6     1        , 

I      9  .  A  R  .  9»  "t"  9  .  A  .  R  7  .'2»  "T" 


Formel), 


2  3-23 

1  1 

3  5 


2}/2 


2452* 


246' 


i_±_±+ 

7  9  11  ~ 


12  '3 

5      '      7  11     '     13 


2>/3 


i-'+cr+G-.)' +(.".'.)■+ 


Andere  aus  den  Quadraten,  Guben  oder  höheren  Potenzen 
der  reciproken  natürlichen  Zahlen  gebildete  Reihen,  welche  die 
Potenzen  von  %  darstellen,  findet  man  in  Kap.  4,  §  2. 

Ueber  die  Zahl  e^  die  Euler' sehe  Zahl,  etc.  siehe  Kap.  18. 


Kapitel  XXH. 
Die  Wahrscheinlichkeitsrechiioiig. 

§  1.    Allgemeines.     Wahrsohemliohkeit  der  Wirkungen 
und  Wahrsoheinliohkeit  der  Ursachen. 

Wenn  nicht  aUe  Ursachen  für  das  Eintreflfen  eines  Ereig- 
nisses feststehen,  sondern  einige  von  ihnen  unbekannt  oder  aus 
irgend  welchen  Gründen  nicht  zu  ermitteln  sind,  alsdann  kann 
das  Ereigniss  auf  die  eine  Art  eher  eintreten  als  auf  die  andere. 
Jede  der  Arten,  auf  welche  das  Phänomen  sich  ereignen  kann, 
heisst  einer  der  möglichen  Fälle  des  Ereignisses;  die  Anzahl 
aller  dieser  Fälle  kann  emllidi  und  klein,  cfidlich  und  sehr  gross 
oder  unendlich  gross  sein. 

Diese  sämmtlichen  möglichen  Fälle  lassen  sich  in  Gruppen 
vereinigen,  indem  man  jeder  Gruppe  alle  diejenigen  Fälle  zu- 
weist, die  wir  aus  irgend  einer  Ursache  als  äquivalent  be- 
trachten wollen  oder  können. 

Die  Gesammtheit  aller  in  einer  Gruppe  enthaltenen  Fälle 
sehen  wir  als  ein  einziges  Ereigniss  an. 

So  charakterisirt  jede  Gruppe  ein  Ereigniss.  Wenn  wir 
z.  B.  aus  einer  Urne,  welche  weisse  und  schwarze  Kugeln  ent- 
hält, eine  Kugel  herausnehmen,  so  ist  es  natürlich,  die  beiden 
Begebenheiten  des  Herausnehmens  je  einer  weissen  Kugel,  auch 
wenn  die  Kugeln  verschieden  sind,  als  äquivalent  zu  betrachten. 
Wir  sagen,  in  beiden  Fällen  sei  dasselbe  Ereigniss  eingetreten. 

Die  Anzahl  aller  in  einer  Gruppe  enthaltenen  Fälle  bildet 
die  Zahl  der  für  das  Eintreten  des  Ereignisses,  welches  durch 
diese  Gruppe  charakterisirt  wird,  günstigen  Fälle,  Wenn  in  der 
obigen  Urne  4  weisse  \md  10  schwarze  Kugeln  sind,  so  beträgt 
die  Anzahl  der  für  die  weissen  Kugeln  günstigen  Fälle  4. 

Man  nennt  mathematische  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens 
eines  Ereignisses  das  VerJiältniss  der  Anzahl  der  günstigen  Fälle 
zu  der  Anzdid  der  möglichen  Fälle,  vorausgesetzt,  dass  man  alle 
möglichen  Fälle  als  gleich  möglich  anzusehen  hat. 
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Unter  diesem  letzten  Vorbehalt  verstehen  wir,  dass  nicht 
andere  störende  Ursachen  das  Eintreten  des  Ereignisses  beein- 
flussen dürfen,  d.  h.  also,  dass  die  Ursachen,  die  in  Wirkung 
sind,  so  beschaffen  sein  müssen,  dass  sich  kein  yemünfUger 
Grund  finden  lässt,  wanmi  das  Phänomen  sich  eher  auf  die 
eine  der  möglichen  Arten  als  auf  die  andere  ereignen  solle. 
So  würde  in  dem  obigen  Beispiel,  wenn  eine  der  Kugeln  andere 
Dimensionen  als  die  übrigen  hätte,  dies  natürlich  eine  nicht 
geringe  störende  Ursache  bilden  und  wir  würden  die  Eormeln 
der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  nicht  mehr  für  anwend- 
bar halten  können. 

Aus  der  gegebenen  Definition  folgt,  däss  die  Wahrschein- 
lichkeit immer  durch  einen  ecJttcn  ztcischcn  0  und  1,  mit  Ein- 
schluss  der  Etiden,  hegenden  Bruch  dargestellt  uird.  Wenn  die 
WaJirscheinlichJceit  Null  ist,  so  bedeutet  di^  die  Unmöglichkeit 
de^  Ereignisses;  ist  die  Wahr  seh  ein!  idikeit  gleich  1,  so  besteht  die 
Gewissheit  für  das  Eintreten  des  Ereignisses. 

Theilen  wir  die  Gruppe  aller  günstigen  Fälle  in  eine  ge- 
wisse Anzahl  von  Untergruppen  -A,  ^,  •  •  •,  so  vollzieht  sich 
selbstverständlich  dasselbe  Ereigniss,  mag  nun  einer  der  gün- 
stigen Fälle  der  Untergruppe  Ä  oder  einer  der  Fälle  der  Unter- 
gruppe B  etc.  eintreten. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereigniss  sich  in  der 
Untergruppe  Ä  oder  B  etc.  zuträgt,  heisst  partielle  Wcdirschein- 
liehkeit  und  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  wird  alsdann 
die  totale   Wahrscheinlichkeit  genannt. 

Die  totale  Wcdtrschcinlichkeit  ist  die  Summe  edler  partiellen 
Wäll  rsch  cinlichkeiten. 

Man  habe  zwei  oder  mehrere  Ereignisse,  die  gleichzeitig 
vorkommen  sollen;  es  handele  sich  z.  B.  um  zwei  Urnen,  die 
eine  mit  weissen  und  schwarzen,  die  andere  mit  rothen  und 
grünen  Kugeln  und  man  solle  aus  der  ersten  eine  Kugel  her- 
ausnehmen und  ebenso  aus  der  zweiten. 

Das  aus  dem  Zusammentreffen  des  ersten  und  zweiten  Er- 
eignisses resultirende  Ereigniss  heisst  zusammengesetzt  und  seine 
Wahrscheinlichkeit  zusammejigesetztc   WaJirscheinlichkeit, 

Die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  ist  dem  Produd 
aus  den  Wahrscheirdiclikeiten  der  einzelnen  Ereignisse,  aas  denen 
sie  besteht^  gleich. 

Die  Probleme  über  die  Wahrscheinlichkeiten  kann  man  in 
zwei  Kategorien  unterscheiden,  die  der  Walirscheinlichkeit  der 
Wirkungen  und  die  der  Wcdirscheinlidtkeit  der  Ursachen,  welche 


§  1.    Wahrscheinlichkeit  der  Wirkungen  und  Ursachen.     561 

man  auch  die  Probleme  der  WafirscheinJ ichkeif  a  posteriori  bez. 
a  priori  nennt. 

Bei  den  ersteren  wird  nur  die  Wahrscheinlichkeit  be- 
trachtet, ob  gewisse  gegebene  Wirkungen  feststehender  Ursachen 
eintreten  oder  nicht  eintreten. 

Bei  den  zweiten  dagegen  weiss  man,  dass  eine  Begeben- 
heit oder  mehrere  Begebenheiten,  die  man  als  die  Folge  der- 
selben Ursache  zu  betrachten  hat,  auf  eine  gewisse  Art  vor  sich 
gegangen  sind,  und  sucht  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
dass  die  Ursache  dieser  Begebenheiten  eher  die  eine  als  die 
andere  von  allen  als  möglich  festgestellten  Ursachen  sei,  d.  h. 
man  sucht  zu  eruiren,  welche  von  allen  diesen  Ursachen  die 
wahrscheinlichste  ist. 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel  ist  das  folgende:  Man  habe 
n  Urnen,  die  weisse  und  schwarze  Kugeln  enthalten;  die  erste 
enthalte  a^  weisse  und  \  schwarze,  die  zweite  a^  weisse  und 
Äj  schwarze  u.  s.  w.  Es  wird  eine  weisse  Kugel  gezogen  und 
man  weiss  nicht,  aus  welcher  Urne  sie  entnommen  ist.  Wie 
gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  aus  der  ersten,  wie 
gross,  dass  sie  aus  der  zweiten  etc.  Urne  genommen  ist? 

Zu  den  Problemen  der  Wahrscheinlichkeit  der  Ursachen  ge- 
hört die  sogenannte  Fehlcrtheorie.  Eine  Grösse  ist  wiederholt  mit 
der  grössten  Genauigkeit  gemessen  worden  und  man  hat  verschie- 
dene Masse  gefunden.  Welcher  Werth  ist  der  wahrscheinlichste^ 
d.  h.  derjenige,  der  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat? 

Bevor  wir  diesen  Paragraphen  schliessen,  müssen  wir  noch 
erklären,  was  man  unter  mathetnatiseher  HoffnurKj  und  wahr- 
scheinlichem  Werth  zu  verstehen  hat. 

Wenn  ein  Spieler,  falls  er  gewinnt,  die  Summe  A  ein- 
ziehen würde,  und  wenn  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  er  ge- 
vmmt,  p  ist,  so  heisst  das  Product  pA  seine  mathematische 
Hoffnung.  Wenn  er  die  Summe  A'  gewinnen  würde,  wenn 
das  Ereigniss  von  der  Wahrscheinlichkeit  p'  eintritt,  die 
Summe  Ä'  bei  einem  Ereigniss  von  der  Wahrscheinlichkeit  p" 
u.  8.  w.,  so  ist  seine  mathematische  Hoffnung: 
p'Ä'-\-p"A"-{--... 

Damit  ein  Spiel  gleich  sei,  ist  es  nöthig^  dciss  die  mathema- 
tischen Hoffnungen  aller  Spieler  einander  gleich  seien. 

Die  mathematische  Hoffnung  eines  Spielers  ist  dabei  seinem 
Einsatz  gleich,  d,  h.  der  Summe,  die  er  in  dem  Spiel  zu  verlieren 
in  Gefahr  ist. 

Pascal,  Bepertorium.  I.  36 
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Der  wahrscheinliche  Werth  einer  Grösse  A  ist  die  mathe- 
matische Hoffnung  eines  Spielers,  dass,  wenn  er  die  Wahr- 
scheinlichkeit ])  hat  zu  gewinnen,  er  eine  Summe  gleich  Ä  er- 
halten wird;  wenn  die  Grösse  Ä  die  Werthe  A\  Ä\  •  •  •  an- 
nehmen   kann,     so     ist    der    wahrscheinliche    Werth    von    A^ 

In  Bezug  auf  die  mathematische  Hoffnung  ist  das  soge- 
nannte Petershurger  Paradoxon,  das  Daniel  Bernoulli  be- 
handelt hat,  berühmt  geworden.  Zwei  Spieler  A  und  B  ver- 
abreden die  folgenden  Bedingungen:  A  wirft  ein  Geldstück  in 
die  Luft;  wenn  eine  vorher  bestinmite  Seite,  sagen  wir  die 
Kopfseite,  fällt,  bezahlt  er  an  jB  die  Summe  1,  gewinnt  dessen 
Einsatz  und  das  Spiel  ist  zu  Ende;  kommt  dagegen  die  andere 
Seite,  sagen  wir  die  Schriftseite,  nach  oben  zu  liegen,  so  geht 
die  Partie  weiter;  fällt  beim  zweiten  Wurf  die  Kopfseite,  so 
bezahlt  er  die  Summe  2  an  jB,  erscheint  dagegen  wieder  die 
Schriftseite,  so  wirft  er  zum  drittenmal,  bezahlt  dann  4  an  -B, 
wenn  die  Kopfseite  fällt;  so  fortfahrend  hat  A  die  Summen 
8,  16,  •••  zu  bezahlen.  Das  Spiel  ist  zu  Ende,  wenn  die  vor- 
her bestimmte  Kopfseite  erscheint  und  A  hat  dann  nicht  nur 
die  betreflfende  Sunune  an  B  zu  bezahlen,  sondern  auch  den 
Einsatz  von  B  gewonnen.  Die  Frage  ist,  welche  Summe  hat  B 
einzusetzen,  damit  das  Spiel  gleich  sei?  oder  welches  ist  die 
mathematische  Hoffnung  von  B? 

Man  findet,  dass  die  nuithematische  Hoffnung  von  B  un- 
endlich gross  ist. 


§  2.    Die  Wahrsoheinliohkeit  der  Wirkungen. 

Das  Jacob  Bemoiilli'BOhe  Theorem.     Das  Geseta  der 

grossen  ZaMen. 

Wenn  die  WaJirscheinlichkeit ,  dass  ein  Ereigniss  eintritt, 
p  ist,  die  für  das  Eintreffen  des  entgegengesetzten  Ereignisses  q, 
und  fi  Versuche  unter  denselben  Bedingungen  angestellt  werden, 
so  ist  die  WaJirscheinliehJceit,  dass  das  erste  Ereigniss  (unab- 
hängig von  der  Beihenfolge,  in  welcher  es  eintritt)  n  mal  erscheint. 


n!(/i  — n)! 


p'^q" 


Bestimmt  man  n  derart,  dass  diese  Wahrscheinlichkeit  ein 
Maximum  wii'd,  so  erhält  man  den  Satz: 
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Der  wahrscheinlichste  Wetih  der  Zahl  n  ist  die  zwischen 
HP  —  q  u/nd  fii?  +  5^  liegende  ganze  Zahl  oder  kurz  die  Zahl 
lip,  wenn  man  davon  absieht,  dass  diese  Zahl  manchmal  ein 
Bruch  sein  kann. 

Der  wahrscheinlichste  WerUi  der  ZaJd  fi  —  n  ist 
fi  —  n  =  iiq. 

Das  heisst: 

Diejenige  Conibination  hat  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  für 
sich,  hei  welcher  die  Ereignisse  in  einer  Anzahl  auftreten,  die 
ihrer  Wahrsdieinlichkeit  proportional  ist. 

Das  Bern oulli' sehe  Theorem  sagt  nun  aus,  dass  bei  fort- 
gesetzter Vermehning  der  Anzahl  der  Versuche  die  jedesmal 
erhaltene  Combination  sich  immer  mehr  derjenigen  nähern  muss, 
welche  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  fOr  sich  hat. 

Wendet  man  die   Stirling'sche  Formel,  vergl.  S.  17,  an 

lim  —         =  1 , 

so  ergibt  sich  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereigniss  mit  der 
Wahrschemlichkeit  p  bei  ^i  Versuchen  gerade  fip  med  vorkomme 
(die  grösste  Wahrscheinlichkeit)  aus  der  Formel 

1 


y2  n  fip  q 

Diese  grösste  WahrscheinlichkeU  convergirt  daher  gegen  Null, 
wenn  die  Ämahl  ii  der  Versuche  vermehrt  tvird. 

Um  so  mehr  muss  daher  bei  wachsendem  fi  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  die  Zahl  n,  welche  angibt,  wie  oft  das  Er- 
eigniss sicfi  wiederholt,  eine  beliebige  andere  von  (ip  verschiedene 
bestimmte  Zahl  sei,  gegen  Null  convergiren. 

Wir  wollen  die  Differenz  zwischen  dem  Werth  von  n  und 
dem  wahrscheinlichsten  Werth  von  n,  d.  h.  fip^  die  absolute  Ab- 
weichung nennen  und  h  ^^  fip  —  n  setzen;  alsdann  ist  das  Ver- 

h'ältniss  —  die  relative  Abweichung. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  günstige  Ereigniss  n  mal 
vorkomme,  d.  h.  dass  die  Abweichung  gleidi  h  sei,  wird  an- 
nähernd durch 


y^njipq 


gegeben,  wenn   man  —   und   -y=  hinreichend  klein   voraussetzt. 

36  • 
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Die  Zahl  h  ist  ihrem  Wesen  nach  eine  ganze  positive  oder 
negative  Zahl.  Es  ist  jedoch  för  die  Rechnungen  von  Vortheil, 
sie  durch  eine  stetige  Variabele  zu  ersetzen,  welche  alle  mög- 
lichen Werthe  annehmen  kann. 

Man  erhält  alsdann:  Die  WaJirsdieinlichJceit,  dctss  die  Ab- 
wnchufig  zwischen  —  a  und  +  a  liege  ^  wird  durch  die  Formel 
ausgedrücJd: 

/    c    ^f'P^dh, 

y^nupqj 
—  a 

n^eldie^  wenn  rnan  — =::_^  _  =  t  setzt,  die  Form  annimmt: 


hr 


-^dt. 


0 

VeimeJirt  man  die  Anzahl  fi  der  Versudie  und  lässi  da' 
oberen  Grenze  a  dei'  Abweichung  ihren  bestimmten  Werth^  so 
convergirt  die  WahrscheinlieMeü ,  dass  die  Abweichung  kleiner 
ah  a  sei,  gegeti  Null;  di^s  bedeutet  aber:  es  ist  die  Tendenz  vor- 
handen, dass  die  Abweichung  jede  beliebige  ZaJil  a  übertreffe. 
Mit  anderen  Worten:  durch  Vermehrung  von  (i  wird  die  absolute 
Abweichung  über  jede  Ch'cnze  hinaus  vermehrt. 

Wenn  die  absolute  Abtveichung  aber  wädist,  so  wächst  sie 

doch    immer    so,  dass   ihr    VerhäUniss  zu  fi,       ,  d,  h.  also  die 

relative  Abweichung,  der  Null  zustrebt.     Dieses  Theorem  hat  in 
der  folgenden  einfacheren  Form  Bernoulli  aufgestellt. 

Wenn  fi  in  das  Unendliche  wächst,  d.  Ä.,  wenn  man  die 
Anzdid  der   Versuche  unbegrenzt  vermeJirt,  so  hat  das   Verhält- 

niss  --,   worin  die  Zahl  n  angibt,  wie  oft  das  Ereigniss,  wel- 
ches die  Wahrsdieinlichkeit  p  besitzt,  eingetreten  ist,  die  Tendenz, 

n 

der   Walir scheint idikeit  p  selbst  gleich  zu  werden ;   lim  -  -  =  i> . 

Nimmt  man  z.  B.  aus  einer  Urne,  welche  eine  schwarze 
und  zwei  weisse  Kugeln  enthält,  eine  Kugel  heraus,  legt  dann 
die  herausgenommene  Kugel  wieder  in  die  Urne  zurück  und 
wiederholt  dieses  Verfahren  sehr  oft,  so  muss  sich  schliesslich 
ergeben,  dass  die  Zahl  der  FäUe,  in  welchen  eine  weisse  Kugel 
gezogen  wurde,  annähernd  doppelt  so  gross  ist,  als  die  Zahl 
der  Fälle,  in  denen  die  Kugel  schwarz  war. 


§  2.    Das  arithmetische  Mittel.  565 

Ein  Theorem,  das  als  Verallgemeinening  des  Bernoulli'- 
sehen  angesehen  werden  kann,  und  aus  dem  das  letztere  sich 
als  Zusatz  ableiten  lässt,  ist  das  sogenannte  Theorem  des  arith- 
methdien  Mittds. 

Eine  Grösse  möge  die  Werthe  Aj,  Aj,  •  •  •,  Xr  annehmen 
können  und  die  bezügl.  Wahrscheinlichkeiten  für  diese  mög- 
lichen Werthe  seien  i>i,  1>2,  *  *  •,  i?r.  Nach  der  Definition  in 
§  1  ist  der  wahrscheinliche  Werth  der  Grösse 

PiK  +  P^h  -\ VPrK  =  F. 

Es  mögen  jü  Versuche  angestellt  werden  und  man  erhalte 
für  die  Grösse  einmal  den  Werth  Zy^  (welcher  einer  der  Werthe  l 
sein  wird),  ein  anderes  Mal  z^  (ebenfalls  einen  Werth  A)  und 
so  weiter. 

Das  arithmetviche  Mittel 

^,  +  ^,  +  •  •  •  «„ 
_  =  jtf 

der  erhaltenen  fi  Werthe  strebt  nnt  dem  Wachsen  von  (i  dem 
wnhrscheinUctien   Werth   V  zu^  d.  h.  lim  (M  —  Vy  =  0 . 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  es  sei  r  =  2;  um  einen 
speciellen  Fall  herauszugreifen,  wollen  wir  voraussetzen,  wir  be- 
fänden uns  in  demselben  Fall,  wie  bei  dem  Bernoulli' sehen 
Theorem,  d.  h.  es  handele  sich  um  ein  Ereigniss  von  der  Wahr- 
scheinlichkeit p  und  das  ihm  entgegengesetzte  von  der  Wahr- 
scheinlichkeit (/,  so  dass 

p  +  q=l 

ist.  (Man  kann  dabei  wieder  an  eine  Urne  mit  a  weissen 
und  b  schwarzen  Kugeln  denken,  wobei 

a  _  p^ 

T  —  q 

sein  würde.)  Hier  sind  es  zwei  Werthe,  welche  die  Grösse 
haben  kann:  entweder  tritt  das  Ereigniss  ein  oder  es  tritt  nicht 
ein  und  dann  liegt  das  entgegengesetzte  Ereigniss  vor.  Um  das 
Problem  auf  Zahlen  zurückzufahren,  müssen  wir  die  Werthe 
A^,  X^  festsetzen,  d.  h.  wir  müssen  bestimmen,  welche  Zahl  sich 
auf  das  Eintreffen  des  Ereignisses  von  der  Wahrscheinlichkeit  p 
und  welche  sich  auf  das  andere  beziehen  soll.  Handelte  es  sich 
um  ein  Spiel,  so  würde  die  Zahl  l^  dem  Einsatz  des  Spielers 
entsprechen,  welcher  bei  dem  Eintreffen  des  Ereignisses  von 
der  Wahrscheinlichkeit  q  gewinnt  und  umgekehrt 
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Nun  ist  der  wahrscheinliche  Werth  p^  -{-  qX^.  Der  Ein- 
fachheit wegen  setzen  wir  ihn  gleich  Null  und  bestimmen 
also  Aj  =  g,  A,  =  — i>.  Die  Formel  des  Theorems  erhalt  dann 
die  einfache  Gestalt 

lim  M^  =  0. 

Es  bleibt  nur  noch  M  zu  bestimmen.  Nach  ^  Versuchen  sei 
das  Ereigniss  von  der  Wahrscheinlichkeit  jp,  n  mal,  das  andere 
also  fi  —  n  mal  eingetreten.  Da  wir  jedem  Ereigniss  der 
ersteren  Art  den  Zahlenwerth  q  und  jedem  der  2**"  Art  den 
Zahlenwerth  — p  beilegen  müssen,  so  wird  das  Mittel  aus  den 
erhaltenen  Werthen 

jjf  ^  ng  — (fi  — n)jp  ^  w  —  ftjp  ^  h 

der  mittlere  Werth  M  ist  daher  das,  was  wir  die  rdoHvc  Ab- 
weichung  genannt  haben;  daraus  ergibt  sich  offenbar  das  Ber- 
noulli'sche  Theorem. 

Diese  Betrachtung  ist  wichtig,  weil  sie  einen  Zusammen- 
hang zwischen  dem  Bernoulli' sehen  Theorem  und  der  Fehler- 
rechnung  herstellt,  die  in  dem  folgenden  Paragraphen  entwickelt 
werden  soll. 

Die  Summe  der  Producte  des  absoluten  Werths  jeder 
möglichen  Abweichung  oder  ihres  Quadrats  mit  der  zugehörigen 
Wahrscheinlichkeit  (siehe  den  vorigen  Paragraphen)  wird  der 
wahr  scheinliche  Werth  der  Abweichung  oder  des  Quadrats  der 
Abweichung  genannt. 

Biese  wahrscheinlichen  Werthe  stellt  man  bezüglich  durch 
die  Integrale  dar: 

/CO  A« 

he   ^f^P^dh, 

0 

^-  Ih^e    ^^'P9dh, 

y2niipqj 

—  flO 

Der  wdtirschcinliche  Waih  des  Quadrats  der  Abweichung 
nach  fi   Versudten  ist  durch  fipq  gegeben; 

der  wahrscheinliche  Werth  des  absoluten  Werths  der  Ab- 
weichung dagegen  durch 

yn 
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Er  heisst  auch  mittlere  Abweichung, 

Daraus  folgt: 

Der  wahrscheinliche  Werth  des  Quadrats  der  Abweichung 
steht  zu  dem  Quadrat  des  wahrscheinlichen  Werths  des  absoluten 
Werths  dieser  Abweichung  in  dem   Verhältniss  von 

n:  2. 

Es  giht  eine  Abweichung,  deren  Wahrscheinlichkeit  j  be- 
trägt; die  WaiirscheinUdikeit  ist  alsdann  gleichgross,  dass  diese 
Abweichung  überschritten  wird  oder  nicht. 

Setzt  man  den  Werth  des  oben  angegebenen  Integrals 
gleich  y,  so  ergibt  sich  der  Werth  der  Abweichung  gleich 


0,4760363  Y^iipq, 

welche  wahrsclieinlicJie  Abweichung  heisst 

Das  Verhältniss  zwisclieti  der  waJirscheinlichen  und  der 
mittleren  Abweichung  ist  constant  und  gleich  0,8463. 

Die  wahrscheinlichen  und  mittleren  Abweichungen  sind  beide 
der  Quadratuntrzel  aus  der  Anzahl  der  Versuche  proportionaL 


Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  fi  Versuchen  die  Abweichung 
kleiner  als  a  sei,  wird  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausgedruckt, 

dessen  untere  Grenze  Null  ist,  während  die  obere  von  ——. 
abhängt  (siehe  oben).  Vf* 

Dieses  Integral  hat  Gauss  mit  dem  Symbol  0  (t)  bezeich- 
net und  dabei  unter  t  die  obere  Grenze  verstanden. 

Es  hat  sich  als  noth wendig  herausgestellt,  Tabellen  der 
Werthe  dieses  bestimmten  Integrals  zu  entwerfen,  aus  denen 
man  jedesmal,  wenn   die  Werthe   von   a  und  fi  gegeben   sind, 

die  Wahrscheinlichkeit  entnehmen  kann.      Wenn  —-=.  wächst,  so 

strebt  der  Werth  des  Integrals  schnell  der  Einheit  zu. 

An  dem  Ende  des  Kapitels  bringen  wir  einen  Theil  einer 
solchen  Tafel. 

Das  Gesetz  der  grossen  Zahlen  Poisson's,  Compt.  JRend., 
1835  ist  ein  Versuch,  das  Bernoulli'sche  Gesetz  auf  den 
Fall  auszudehnen,  in  welchem  sich  die  Wahrscheinlichkeit  p 
bei  jedem  Versuch  ändert. 
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§  3.    Die  Wahrsoheinliohkeit  der  Unaohen. 
Die  Fehlertheorie. 

Das  wichtigste  Problem  der  Wahrscheinlichkeit  der  Ur- 
sachen bezieht  sich  auf  die  sogenannte  Fehlertheorie  oder  Methode 
der  kleifhstfti  Quadrate,  welche  von  Gauss  1809,  Thearia 
motus  etc.  begründet  wurde,  wenn  sich  freilich  auch  schon  bei 
Legendre,  Nouc.  methode  pour  la  detemu  des  orbites  de^ 
conieies,  Paris  1805  Andeutungen  davon  finden. 

Hat  man  mehrere  Messungen  derselben  Grösse  unter  den- 
selben Bedingungen  ausgeführt,  so  ist  jedenfalls  der  plausibelste 
Werth  der  Grösse  durch  ein  sogenanntes  Mittel  gegeben,  d.  h. 
eine  symmetrische  Function  der  durch  die  Messungen  gefundenen 
Werthe,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  sich  auf  k  zu  reduciren, 
wenn  diese  Werthe  sämmtlich  gleich  k  werden.  Mittel  gibt  es 
nun  unendlich  viele;  das  einfachste  ist  das  sogenannte  arith- 
metische Mittel,  d.  h.  das  Verhältniss  zwischen  der  Summe  jener 
Werthe  und  ihrer  Anzahl. 

Gauss  hat  den  folgenden  Satz  als  Postulat  aufgestellt: 

Führt  man  mehrere  Messnn{/en  derselben  Grösse  unter  den- 
selben Bedingungen  aus,  so  ist  der  naJirscheinliehste  Werth  der 
gemessenen  Grösse  das  arithmetische  Mittel  aller  durch  die 
Messxmgen  erhaltenen    Werthe. 

Man  hat  verschiedentlich  versucht,  dieses  Gauss' sehe 
Postulat  zu  beweisen,  indem  man  gewisse  andere  Postulate,  die 
unmittelbarer  einleuchten,  zuliess;  es  scheint  aber  nicht, 
dass  die  verschiedenen  Beweise  (von  Encke,  Schiaparelli 
etc.)  einwandfrei  sind;  im  üebrigen  steht  es  nicht  fest,  dass 
dieses  Postulat  überhaupt  als  mathematisch  richtig  anzunehmen 
ist;  man  sehe  z.  B.  die  Discussionen  in  den  neueren  Arbeiten  von 
Bertrand  und  Poincare  nach.  Später  hat  man  auch  versucht, 
wie  es  zuerst  Bessel  gethan  hat,  auf  experimentellem  Weg 
das  Gau  SS 'sehe  Princip  zu  beweisen. 

Beachtens werth  ist,  dass  jedes  beliebige  Mittel,  wenn  man 
die  bei  den  verschiedenen  Beobachtungen  begangenen  Felder  hin- 
reichend klein  voraussetzt,  immer  einen  zwischen  den  Grenzen 
der  Beobachtungen  liegenden  Werth  liefert  und  dass  die  Woihe 
aller  Mittel  nur  wenig  von  einander  verschieden  sind. 

Das  arithmetische  Mittel  hat  eine  besondere  Eigenschaft. 
Wenn  ar^,  a*g,  •••,  x„  die  fi  ausgeführten  Messungen  bezeichnen 
und  man  Abweichungen  oder  Fehler  die  Differenzen  f i ,  f g  i  *  *  *  >  */* 

;hen  diesen  Werthen  und  dem  Mittel 


^ 
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^1  +  ^1  H h^u 

X  = ^ 

nennt,  so  erhält  man  den  Satz: 

Die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  ist  ein  Minimum; 
d.  h.,  wä)ilt  man  an  Stelle  von  x  eine  beliebige  andere  Zahl, 
so  hat  diese  Summe  immer  einen  grösseren  Werth.  Die^e 
Eigenschaft  charakterisirt  das  arithmetische  Mittel. 

Lässt  man  das  Princip  des  arithmetischen  Mittels  gelten, 
d.  h.  gibt  man  zu,  dass  dasselbe  den  wahrscheinlichsten  Werth 
des  wirklichen  Werths  der  Grösse  darstellt,  so  findet  man  die 
Wahrscheifüichkeit,  dass  die  Differenz  ewiscJien  diesem  Mittel 
und  detn  wahren  Werth  der  Grrösse  zwischen  Äq  und  h^  cnt- 
ßialtm  sri,  als   Wtrth  des  Integrals 


worin  k  eine  gewisse  constante  Grösfie  bedeutet. 
Und  äJinlich  gibt  der  Werth  von 

a  ka 

4^    fe-^'^dh^-^    fe-^dt  =  e{ka)     (vergl.  §  2j 

o  U 

die  WaJirscheinlichkeit  an,  dass  diese  Differenz,  welche  der  Fehler 
ist,  der  durch  die  Annahme  des  arithmetischen  Mittels  als  Werth 
der  Grösse  begangen  wird,  ihrem  absoluten  Werth  nach  kleiner 
als  a  sei. 

Das  durch  diese  Formel  dargestellte  Gesetz  heisst  das 
Fehlergesetz;  lässt  man  als  waJirscJieinlichsten  Werth  einen  von 
dem  arithmetischen  Mittel  verschiedenen  Werth  gelten,  so  er- 
hält man  ein  anderes  Fehlergesetz. 

Wie  man  sieht,  tritt  auch  in  der  Fehlertheorie  dieselbe 
Gauss' sehe  ö- Function  auf,  wie  in  dem  vorigen  Paragraphen. 

Der   wahrscheinliche  Fehler  hat  die  Wahrscheinlichkeit  -J-. 

Die  Constante  k  ist  dem  wahrsdieinlichen  Felder  l  umgekehrt 
proportional ;  es  ist 

ÄrX  =  0,476936  ... 

Die  Constante  k  heisst  die  Genauigkeit szaJü,  Sie  verhält 
sich  direct  wie  die  Quadratwurzel  aus  der  Anzahl  der  Beob- 
achtungen. 

Nachdem  das  Fehlergesetz  aufgestellt  ist,  wird,  wie  in  den 
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§§  1  und  2,  der  wahrscheinliche  Werth  des  Fehlers  als  Summe 
der  Producte  seiner  sÄmmtlichen  möglichen  Werthe  mit  den 
bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten  definirt;  es  ergibt  sich,  dass 
der  wcüirscheinlichc  Werth  des  Fehlers,  der  nicht  mit  dem  wahr- 
scheinlichen Fehler  k  zu  verwechseln  ist,  durch  das  Integral 


00 

%   fh(r-''^'dh  =  — 


^n 


gegchen  ist,  und  dass  die  wahrscheinlichen  Werthe  des  Quadrats. 
Cubus  etc.  des  Fehlers  heziiglich  durch  die  Integrale 


yn 


,— *»A» 


dh 


1 


2k 
2k 


Iß- 

0 

OD 


OD 


dh 


3 


ausgedrückt  werdeti. 

Diese  Formeln  sind  sehr  wichtig,  weil  man  mit  ihrer  Hülfe 
und  mittelst  des  Theorems  über  das  Mittel  im  vorigen  Para- 
graphen im  Stand  ist,  k  zu  berechnen  und  zu  gleicher  Zeit 
sich  von  der  Genauigkeit  der  angestellten  Beobachtungen  zu 
überzeugen.  Denn,  beachtet  man,  dass  bei  einer  grossen  An- 
zahl ^  von  Versuchen  das  Mittel  aus  den  erhaltenen  Werthen 
gegen  den  wahrscheinlichen  Werth  convergirt,  und  nennt  s^  die 
Summe  der  Fehler  fj,  f^,  •  •  •,  «^  ihrem  absoluten  Werth  nach, 
5,  die  Siunme  ihrer  Quadrate,  s^  ihrer  dritten,  .<f4  ihrer  vierten 
Potenzen,  so  ergeben  sich  die  Ännäherungs  form  cht 


\ 


»1 


kyn' 

1 
2Ä:«' 

1 

"  k^' 
S 
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icdche  zur  Bestimmung  von  Je   und   zur  gegenseiUgen    Controle 
benutzt  werden  können. 

Aus  diesen  Formein  Uissen  sich  die  folgenden  ableiten: 


f* 

n 

w 

2' 

», 

ITT 

=» 

J^> 

© 

»4 

1"    ^ 

S«« 

CA* 

4    ' 

W 

icelche  sich  hei  den  Versuchen  als  so  genau  ergeben  haben,  dass 
man,  falls  sie  sich  nicht  bestätigen  sollten,  berechtigten  Zweifel 
hegen  darf,  ob  die  Beobachtungen  überhaupt  angestellt,  oder 
ob  nicht  ihre  Resultate  geändert  worden  sind.  Die  erste  dieser 
Formeln  lässt  sich  als  Theorem  auf  die  folgende  Art  ausdrücken: 

Das  Verhältniss  zwischen  dem  Mittel  der  Quadrate  der 
Fehler  und  dem  Quadrat  des  Mittels  dieser  Fehler  convergirt  bei 
einer  hinreidiend  grossen  Anzahl  von  Beobachtungen  gegen  die 
Hälfte  der  Zahl  n, 

£s  ist  höchst  auffallend,  dass  ein  ähnliches  Gesetz  auch 
für  das  Eintreffen  von  Vorkommnissen  zu  gelten  scheint,  die 
nicht  mehr  für  zufällig  gehalten  werden  können.  So  hat  man 
z.  B.  gefunden,  dass  bei  10000  Logarithmen  in  einer  zehn- 
stelligen  Logarithmentafel  die  siebente  Decimalstelle 
990  mal  gleich  0, 


997 

993 

1012 


1, 

4, 


ist. 


Wendet  man   auf  diese  Zahlen  in  einer  gewissen  Art  die 
erste   der   vorstehenden  Formeln  an,   so   ergibt  sich  1,561  •  •  •, 
d.  h.  eine  Zahl,  die  der  Hälfte  von  n 
n 


2 


=  1,570 


sehr  nahe  kommt     Dieses  Beispiel  führt  Bertrand  an,  Cälcul 
des  probabüites,  Paris  1889,  Introduction. 
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Wir  wollen  schliesslich  noch  ein  anderes  wichtiges  Theorem 
mittheilen. 

Man  habe  eine  Messung  vorzunehmen,  zerlege  sie  in  r  Theile 
und  messe  mit  den  bezüglichen  Correctionen  einen  jeden  der 
r  Theile;  schliesslich  bilde  man  die  Sonmie.  Selbstverständlich 
wird  die  Genauigkeit  der  ganzen  Messung  um  so  geringer  sein, 
je  grösser  r  ist;  es  gilt  darüber  der  Satz,  den  schon  Fourier 
vorausgesehen  hat: 

Die  Genauigkeit  der  totalen  Messung,  die  eine  Summe  von 
Theilmessungen  ist,  verhält  sidi  umgekehrt,  wie  die  Quadratwurzd 
ans  r. 

Und  nun  wollen  wir  die  Tabelle  der  Werthe  des  Gauss'- 
schen  Integrals  ö(/)  ftir  von  zehntel  zu  zehntel  Einheiten 
steigende  Werthe  von  t  bringen. 


t 

ö(0 

t 

0(0 

0,0 

0,000  0000 

2,0 

0,995  3228 

0,1 

0,112  4630 

2,1 

0,997  0205 

0,2 

0,222  7025 

2,2 

0,998  1372 

0,3 

0,328  6267 

2,3 

0,i^98  8568 

0,4 

0,428  3922 

2,4 

0,999  3115 

0,5 

0,520  4999 

2,5 

0,999  5980 

0,6 

0,603  8561 

2,6 

0,999  7640 

0,7 

0,077  8010 

2,7 

0,999  8657 

0,8 

0,742  1010 

2,8 

0,999  9250 

0,9 

0,796  9082 

2,9 

0,999  9589 

1,0 

0,842  7008 

3,0 

0,999  9779 

1,1 

0,880  2050 

3,1 

0,999  9884 

1,2 

0,910  3140 

3,2 

0,999  9940 

1,3 

0,934  0080 

3,3 

0,999  9969 

1,4 

0,952  2851 

3,4 

0,999  9985 

1,5 

0,966  1052 

3,5 

0,999  9992  5691 

1     ^''^ 

0,97«  3484 

3,6 

0,999  9996  4414 

1,7 

0,983  7904 

3,7 

0,999  9998  8285 

1,8 

0,989  0905 

3,8 

0,999  9999  2200 

1,9 

0,992  7904 

3,9 

0,999  9999  6522 

4,0 

0,999  9999  8459 

Zuerst  haben  sich  wohl  mit  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
beschäftigt:  Blaise  Pascal,  Fermat,  Huyghens,  Moivre, 
die  Brüder  Daniel,  Johann,  Nicolaus  und  Jacob  Ber- 
noulli.  Euler  und  Lagrange.  Die  Wdlirsvheinlichkeitsrechnung, 
Ars  con/jectandi,  von  Jacob  Bernoulli  ist  von  R.  Haussner 
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in  Ostwald's  Klassikern  der  exacten  Wissenschaften  in  üeber- 
setzung  herausgegeben  worden.  Die  ¥richtigste  systematische 
Arbeit  über  die  analytische  Wahrscheinlichkeitstheorie  war  die 
Laplace'sche:  Theorie  analytique  des  prohäbUites ,  Paris  1812, 
1814,  1820,  4°»^  4dit.,  1847,  in  welcher  der  Verfasser  alle 
früheren  Untersuchungen,  seine  eigeoen  sowohl,  wie  die  anderer 
Schriftsteller,  zusammenstellte. 

Fortschritte  in  anderer  Bichtung  machte  die  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung durch  die  fast  gleichzeitig  mit  der  Laplace'- 
schen  Arbeit  erschienenen  Werke  von  Gauss,  Th.  motus,  1809; 
Theoria  cotnbinafiofiis  observationum  etc.,  Göttinger  Acdä,,  5, 
1821 — 1826  etc.,  welche  den  Grund  zur  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  legten,  die  sofort  auf  das  Gebiet  der  Praxis  über- 
tragen, sich  dort  schnell  weiter  entwickelte. 

Zahlreich  sind  die  späteren  Arbeiten  von  Laplace,  Cauchy, 
Fourier,  Encke,  Bessel,  Bienayme,  Poisson,  Puissant, 
Tschebyscheff  und  Anderen  über  die  Wahrscheinlichkeits- 
theorie und  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Nähere  An- 
gaben über  diese  Arbeiten  findet  man  bei  Todhunter,  History 
of  ihe  maih,  theory  of  probdbility,  from  the  time  of  Pascal  fo 
that  of  Lafpange,  Cambridge  1865,  oder  auch  am  Schluss  des 
Werks  von  Laurent,  Traue  du  cälcul  des  probahilites,  Paris  1873. 

Von  Lehrbüchern  über  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  oder 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  citiren  wir  ausser  dem  oben 
erwähnten  classischen  Werk  von  Laplace,  die  Arbeiten  von 
Lacroix,  Tratte  element,  du  calcul  des  pröbabilites,  Paris  1806; 
Poisson,  Recherchcs  sur  Ja  probabilife  des  jugements  etc.,  Paris 
1837;  Galloway,  Edinburg  1838;  Jahn,  Die  WahrscMn- 
Uchkritsreclmung  und  ihre  Änwetidung,  Leipzig  1839;  Quetelet, 
Tnstructiofis  popuJaires  sur  le  calctd  des  probabilites ,  Bruxelles 
1828;  Theorie  des  probabilites,  ib.,  1853  und  schliesslich  die 
Bücher  von  Laurent,  Traite  du  calctd  des  probabilitt^s ,  Paris 
1873;  Ferrero,  Esposizione  del  metodo  dei  minimi  quadrati, 
Firenze  1876;  das  wichtige  und  umfassende  Werk  Bertrand's, 
Paris  1889  und  schliesslich  den  neueren  Calcul  des  probabilites 
von  Poincare,  Paris  1896,  welcher  in  vielen  Punkten  an  das 
Bertrand' sehe  Buch  erinnert. 


Kapitel  XXTTT. 
Analytische  Instrumente  nnd  Apparate. 

Wir  wollen  in  diesem  Kapitel  einige  Angaben  über  die 
verschiedenen  Instrumente  machen,  die  zu  dem  Zweck  erfunden 
wurden,  die  einzelnen  analytischen  Operationen  auf  mechanischem 
Weg  auszuführen.  Wir  können  uns  nicht  damit  abgeben,  sie 
eingehend  zu  beschreiben,  sondern  beschränken  uns  darauf,  eine 
Uebersicht  zu  geben  und  in  aller  Kürze  ihren  Zweck  zu  be- 
sprechen, lieber  die  Construction  und  den  Gebrauch  des  In- 
tegraphen  werden  wir  dagegen  genauere  Mittheilungen  machen. 

Wir  wollen  unsere  Besprechung  in  drei  Theile  zerlegen; 
in  dem  ersten  handeln  wir  von  den  Instrumenten,  die  bei  den 
elementaren  Bechnungen  benutzt  werden  imd  daher  arithmetische 
Apparate  heissen;  in  dem  zweiten  ist  von  solchen  die  Rede, 
die  zu  den  speciell  sogenannten  dtgebraisvhen  Rechnungen  dienen, 
d.  h.  zur  Ermittelung  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  und 
eines  Systems  von  Gleichungen;  und  in  dem  dritten  Theil 
schliesslich  konmien  die  Instrumente  für  die  Jnf^rraZrechnung 
zur  Sprache,  welche  die  Berechnung  der  bestimmten  Integrale 
oder  die  Aufzeichnung  der  Integralcurve  (des  unbestimmten 
Integrals)  vermitteln. 

§  1.    Arithmetisohe  Apparate.     Die  elementaren 
Operationen.    Der  Abaous. 

Es  gibt  zwei  Arten  von  arithmetischen  Apparaten,  erstens 
solche,  welche  die  Resultate  der  arithmetischen  Grundoperationen 
genau  angeben  und  dann  diejenigen  mit  sogenannter  logarith- 
mischer Scala,  welche  die  Resultate  nur  mit  einer  für  die  An- 
wendung ausreichenden  Annäherung  liefern. 

Die  ersteren  theilt  man  dann  wieder  in  solche,  bei  welchen 
die  Ergebnisse  gefimden  werden,  indem  man  mit  Eintheilungen 
versehene  Lineale  auf  verschiedene  Art  mit  einander  combinirt, 
deren  Bewegungen   unabhängig  von   einander  sind,  imd   femer 
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in  solche,  deren  verschiedene  Theile  derart  miteinander  verbunden 
sind,  dass  sie  eine  Maschine  in  der  eigentlichen  Bedeutimg 
dieses  Worts  bilden,  bei  welcher  einzelne  Theile,  wenn  sie  in 
Bewegung  gesetzt  werden,  auf  eine  einzige  Art  die  Bewegung 
gewisser  anderer  Theile  bestimmen. 

Napier  hat  zuerst  im  Jahr  1617  einen  Apparat  der 
ersteren  Art  construirt  und  ihn  in  seiner  BJidbdolog^iae  sive 
numeratianis  per  inrgvlas  lihri  etc.  beschrieben.  Er  bestand  aus 
zehn  Stäbchen,  welche  die  Gestalt  vierseitiger  Parallelepipeda 
besassen  und  Ziffern  trugen;  diese  Stäbchen  konnten  nebeneinander 
gelegt  werden.  Vergl.  Moritz  Gantor,  Geschichte  der  Math., 
Bd.  2,  S.  723,  2.  Aufl.,  Leipzig  1900.  Seiner  Gestalt  wegen  hat 
der  Apparat  den  Namen  der  Neperischen  Bechenstäbe  erhalten. 
Er  hat  den  Zweck,  mittelst  Addition  und  Subtraction  allein  die 
Berechnung  der  Producte  imd  Quotienten  mehrstelliger  Zahlen 
zu  ermöglichen. 

Eine  erste  Verbesserung  hat  Caspar  Schott  mit  ihm  vor- 
genommen, der  dieselben  Lineale  mit  denselben  Zahlen  auf 
Cylinder  brachte,  die  sich  um  ihre  Axe  drehen  Hessen. 

Andere  Vervollkommnungen  verdankt  man  Petit,  1678; 
Poetius,  1728;  Mean,  1731;  Roussain,  IISS,  Hist  de  VÄcad,; 
Prahl,  1789  und  Roth,  1841.  Die  neueste  und  wichtigste 
Verbesserung  des  Napier' sehen  Instrumentes,  die  auch  seine 
Verwendung  in  der  Praxis  erlaubt  hat,  rührt  aber  von  Genaille 
und  Lucas,  1885  her. 

Was  die  eigentlichen  sogenannten  arithmetischen  Rechen- 
maschinen angeht,  bei  welchen  man  durch  Bewegungen,  die  auf 
mechanischem  Weg  von  einander  abhängig  gemacht  worden  sind, 
die  ersten  vier  Operationen  der  Arithmetik  ausfiihren  kann,  so 
hat  zuerst  eine  solche  Blaise  Pascal  nach  vielen  mühsamen 
Versuchen  im  Jahr  1642  erfunden  und  später  1673  Leibnitz 
eine  andere  der  Royal  Society  of  London  und  kurz  darauf  der 
Pariser  Academie  vorgelegt.  Vergl.  wegen  der  Leibnitz 'sehen 
Rechenmaschine  die  Zeitsrhr.  für  Vermessungswesen  von  Jordan, 
Bd.  16,  1887.  Zu  erwähnen  sind  ferner  die  Roth 'sehe  Ma- 
schine und  das  Ärithmometer  von  Thomas,  1820,  ein  prak- 
tisches und  sehr  vollkommenes  Instrument. 

Von  complicirteren  sinnreichen  Rechenmaschinen  führen  wir 
die  Scheutz'sche^)  an,  der  die  Ideen  von  Babbage  ausführte; 

1)  Scheutz  construirte  mit  seinem  Vater  eine  Rechenmaschine, 
die  in  England  eingeführt  und  zur  Ausrechnung  der  „Engl.  Life 
Table**  benutzt  wurde. 
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sie  war  auf  der  Pariser  Ausstellimg  im  Jahr  1855  zu  sehen. 
Schliesslich  ist  die  T sehe bjscheff  sehe  mit  stetiger  Bewegung 
zu  erwähnen.  (In  der  Assoc.  fran^.  1882  demonstrirt.)  Eine 
eingebende  Beschreibung  aller  dieser  Maschinen  findet  man  in 
dem  neueren  Werke  von  D'Ocagnc,  i<  calcui  simplifie, 
Pari:i   1894. 

Ueber  andere  Rechenmaschinen,  die  vor  einigen  Jahren  auf 
der  Aosstellong  in  Xümberg  gezeigt  wurden,  siehe  Djck, 
Kafafotj  iwuhrtar  maihnnatiitcher  Apparate  und  Instrumtiütt 
München   1892. 

Wir  geben  nun  zn  den  Instrumenten  der  zweiten  Art  Aber, 
deren  Tvpus  der  sogenannte  Bechepistah  mit  logarithmisfher 
S<a1a  ist,  welcher  zuerst  von  Edmund  Gunter^)  1624  knn 
nach  der  Einführang  der  Logarithmen  erdacht  wurde.  Mit  dem 
Instrument  wurden  später  verschiedene  Yeranderangen  vorge- 
nommen, die  z.  B.  darin  bestanden,  die  Scala,  welche  auf  dem 
gewöhnlichen  Lineal  geradlinig  ist,  auf  einem  Kreis  (Boucher) 
oder  einer  Schraubenlinie  «Füller;  anzubringen  oder  die  Zu- 
sammenlegbarkeit der  Scala  zu  ermöglichen,  um  den  Umfang 
des  Instrumentes  zu  verringern  (Mannheim).  Die  Grenauigkeit 
der  Rechnungen  hängt  bei  diesen  Linealen  hauptsächlich  von 
der  Genauigkeit  ihrer  Construction  ab,  weil  sie  sich  auf  das 
Princip  gründen,  ein  bewegliches  Lineal  in  einem  festen  zu  ver- 
schieben, auf  welchen  beiden  die  sogenannten  logarithtnischm 
&ah'n.  d.  b.  den  Logarithmen  der  Zahlen  entsprechende  Thei- 
lungen  eingerissen  sind. 

So  bringt  die  Einführung  der  Logarithmen  bei  der  Rechnung 
mit  dem  Rechenstab  dieselben  Vereinfachungen  mit  sich,  wie  bei 
der  gewöhnlichen  Rechnung;  wir  haben  es  also  mit  einem  Instra- 
ment  zu  thun,  welches  sich  in  einer  gewissen  Art  mit  dem  oben 
erwähnten  Neperischen  vergleichen  lässt,  nrr  mit  dem  Unterschied, 
dass  den  Zahlen  ihre  Logarithmen  substituirt  sind. 

Mit  dem  lirchvnstah  lassen  sich  nicht  nur  gewöhnliche 
Rechnungen  ausführen,  sondern  auch  Gleichungen  2**"  und 
3**""  Grads  auflösen. 

Eine  genaue  Beschreibung  des  Rechenschiebers  findet  man 

\)  Edmund  Gunter  erfand  den  logarithmischen  Rechenstab 
(Gunters  Scala)  1624;  siehe  darüber:  The  tcorks  of  Edmund 
Gunter,  containing  the  descHption  and  use  of  the  sector,  cross-staff, 
quadrant  and  other  imtrutnents,  published  by  Will.  Leybourne, 
6th  ed.,  London  1673. 
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ia  den  bezüglichen  Werken  von  Lalanne^),  Paris  1851  ; 
Benoit,  Rigle  ä  cälcuU  Paris  1853;  Elliot,  A  freatise  on  the 
slide  rule,  London;  Guy,  Paris  1855  und  schliesslich  von 
Q.  Sella,  Begolo  calcolatore,  Torino,  Ditta  Paravia,  2.  Aufl., 
1886;  in  das  Französische  übersetzt  von  Monte fiore  Levi, 
Paris  1863.  Ueber  die  Geschichte  und  Classification  der  ver- 
schiedenen Arten  von  Bechenschiebern  mit  logarithmischer 
Theilung  kann  man  auch  einen  Aufsatz  von  Favaro  nachsehen, 
Ist,  Veneto,  5,  5.  Serie,  1879. 

Ehe  wir  die  Hinweise  auf  die  Instrumente  für  elementare 
Rechnungen  abschliessen,  müssen  wir  noch  die  Äbacus  oder 
graphischen  Tabellen  erwähnen.  Mit  diesem  Namen  wird  eigent- 
lich nicht  ein  einziger  Apparat,  sondern  eine  ganze  Kategorie 
von  Instrumenten  bezeichnet,  die  zur  Ausführung  verschiedener 
Rechnungen  dienen;  man  kann  einen  Abacus  für  elementare 
Operationen,  zur  Lösung  auch  der  transcendenten  Gleichungen 
und  zu  trigonometrischen  Rechnungen  etc.  construiren. 

Im  Wesentlichen  besteht  dieser  Apparat  aus  einer  Tabelle, 
auf  welcher  Punkte,  Gerade  oder  Carven  aufgezeichnet  sind, 
von  denen  jede  eine  Nummer  trägt;  sind  die  Werthe  gewisser 
Variabelen  gegeben,  so  werden  die  Punkte,  die  diesen  Werthen 
auf  der  Tabelle  entsprechen,  durch  Gerade  verbunden  und  die 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  miteinander  oder  mit  auf  der 
Tabelle  verzeichneten  Curven  liefern  den  gesuchten  Werth  der 
unbekannten  Variabelen;  die  gewöhnliche  Multiplicationstabelle 
ist  z.  B.  einer  der  einfachsten  Abacus.  Die  Theorie,  welche  der 
Construction  dieser  Apparate  zu  Grunde  liegt,  heisst  Nomo- 
graphie.  D^Ocagne  hat  auch  einen  Abacus  zur  Auflösung  der 
allgemeinen  Gleichung  3*****  Grados  construirt.  Siehe  D'Ocagne, 
Nomographie  etc.,  Paris  1891,  2.  stark  vermehrte  Ausg.,  1899; 
Le  calcul  simpUfid,  Paris  1894. 

§  2.    Algebraisohe  Apparate.    Auflösung  der  Gleiohungen, 

Von  den  Apparaten  zur  Auflösung  der  Gleichungen  er- 
wähnen wir  zuerst  diejenigen,  die  auf  dem  Princip  der  Abacus 

1)  Laianne  (D3scription  et  usaje  d3  Vdbaius  ou  compteur 
unioersel,  Paris  1845;  Instruction  sur  les  r^gles  ä  calcul,  ib.  1851) 
erfand  ein  Arithmoplanimeter,  Compt.  JB^nd.,  D,  10,  11,  eiae  balaace 
arithm^tiqae  oder  Rechenmaschine,  ib.,  9,  1839  und  eine  balance 
algöbrique,  ib.,  11,  1849,  welche  Gleichungen  bis  zum  7tea  Grade 
auflöste. 

Pascal,  Bepertoriam.  I.  37 
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beruhen  (vergl.  §  1).  Es  sind  ihrer  sehr  viele  construirt  worden, 
speciell  von  D'Ocagne  und  Mehmke,  vergl.  Dyck,  Katalog  etc. 
und  Nachtrag y  München  1893.  Alsdann  sind  die  Bechenschieher 
anzuführen,  welche  die  Auflösung  der  Gleichungen  2**"  und 
3*«»  Grads  und  auph  derjenigen  5'®**  Grads  mit  drei  Tennen 
gestatten;  siehe  Sella  a.  a.  0. 

üeberdies  werden  wir  in  dem  folgenden  Paragraphen  bei 
der  Besprechung  der  Integraphen  eine  Methode  zur  graphischen 
Auflösung  der  Gleichungen  mittelst  der  Integraphen  kennen 
lernen. 

Schliesslich  ist  noch  anzugeben,  dass  man  auch  mechanische 
Apparate  in  dem  eigentlichen  Sinn  des  Worts  zur  Auflösung 
eines  Systems  linearer  Gleichungen  construirt  hat.  Einer  von 
ihnen  rührt  von  Professor  Veit  mann  her;  seine  Beschreibung 
findet  man  in  dem  citirten  Werk  von  Dyck,  ein  anderer  ist 
von  Sir  William  Thomson  (später  Lord  Kelvin),  Treatise  on 
Natural  philosophy,  Bd.  1,  Cambridge  1886,  S.  482;  Madiine 
for  the  soluüofi  of  simultan,  lin.  equat,  London,  Boy.  Soc.  Proc, 
28,  1878. 

Der  erste  gründet  sich  auf  Principien  der  Hydrostatik, 
wie  z.  B.  auf  das  Princip  der  communicirenden  Höhren;  er  ent- 
hält Hebel,  an  welche  cylindrische  Gefässe  befestigt  sind,  die 
mit  einer  Flüssigkeit  gefüllt  werden;  das  Ganze  steht  seinerseits 
in  einem  mit  Wasser  gefüllten  Gefäss;  jeder  Hebel  entspricht 
einer  linearen  Gleichung  und  jeder  Cylinder  an  jedem  Hebel 
einer  unbekannten  Grösse.  Aus  den  Höhen  der  Flüssigkeits- 
säulcn  werden  die  Annäherungswerthe  der  Unbekannten  ent- 
nommen; wiederholt  man  das  Verfahren,  so  lassen  sich  auch 
die  anzubringenden  Correcturen  berechnen. 

Der  zweite  Apparat  dagegen  enthält  keine  Flüssigkeiten, 
sondern  Hebel,  kleine  Räder  und  Fäden,  die  sich  um  die  Rädchen 
hcrumlegen. 

Wir  citiren  dann  noch  Meslin,  Sar  une  machine  ä 
rcsoudre  les  equations,  Compt.  Benä.,  1900. 


§  3.    Apparate  der  Integralrechnung.    Integraphen. 
Analysatoren. 

Es  gibt  folgende  Apparate  für  die  Integralrechnung: 
i.  Solche,  die  zum  Messen  des  Flächeninhalts  ebener  Figuren 
dienen,  also  den  Werth  des  bestimmten  Integrals  einer  graphisch 
dargestellten  Function  liefern.     Man  nennt  sie  im  Allgemeinen 
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Planimeter;  es  gibt  verschiedene  Systeme  derselben;  am  bekann- 
testen ist  das  sogenannte  Polarplanimeter  Ämsler's^).  Vergl. 
die  Encykl.  der  math.   Wiss  n^rh.,  2,  S.  130. 

2.  Solche,  die  zum  Aufzeichnen  der  Integralcurve  bestimmt 
sind;  sie  sollen  dazu  dienen,  das  unbestimmte  Integral  einer 
graphisch  dargestellten  Function  zu  berechnen.  Sie  heissen 
Integraphefi  oder  Integ^ratoreti  und  versehen  nicht  allein  den- 
selben Dienst,  wie  die  unter  1  genannten,  sondern  überdies 
viele  andere,  wie  wir  später  sehen  werden. 

3.  Instrumente  zur  Integration  einiger  Typen  von  Differen- 
tialgleichungen. Siehe  z.  B.  ein  von  Thomson,  Treat.  on  Nat. 
Phil.,  Bd.  1,  Cambridge  1886  beschriebenes  Instrument. 

4.  Currcnmessrr  zur  Bestimmung  der  Länge  eines  Curven- 
bogens.  Wir  machen  auf  die  Constructionen  von  Coradi  in 
Zürich  aufmerksam. 

0.  Harmonische  Analysatoren  (Harmonie  analysers)  schliess- 
lich, welche  Integratoren  zur  Berechnung  jener  bestinmiten  In- 
tegrale sind,  die  als  Coefücienten  einer  Fourie raschen  Reihe 
(siehe  Kap.  19,  §  2)  auftreten: 

27t  in 

/cos  nt  •  /"(/)  dt,      ßinnf  •  f{t)  dt. 

0  0 

Von  den  harmonischen  Analysatoren  sind  zu  erwähnen 
der  Thomson'sche  (Lord  Kelvin)  a.  a.  0.,  der  von  Henrici, 
von  Sharp  etc.  Man  sehe  darüber  eine  Anmerkung  von 
0.  Henrici  in  dem  oben  citirten  Buch  von  Dyck  und  andere 
auf  den  Seiten  212 — 222  dieses  Buches  enthaltene  Angaben 
nach.  Besonders  leistungsfähig  scheint  ein  neuerdings  von 
Michelson  und  Stratton,  Phil.  May.,  1898  mit  Benutzung 
von  Spiralfedern  construirtes  Instrument. 

Von  allen  diesen  Instnmienten  soll  nur  der  von  Coradi 
modificirte  Integraph  von  Abdank-Abakanowicz  etwas  ge- 
nauer boschrieben  werden,  dessen  Anwendungen  sehr  verschieden- 
artig sind  und  von  welchem  ein  Exemplar  dem  Verfasser  an 
dem  mathematischen  Institut  der  Universität  Pavia  zur  Ver- 
fügung stand. 


1)  A mal  er,  Anwendung  des  Integrators  (Mome^itanplanimeters) 
zur  Berechnung  des  Auf-  und  Abtrags  von  Eisenbahnen,  Zürich  1876 
erfand  1834  das  Polarplanimeter,  1855  den  Integrator,  ein  Plani- 
meter ohne  gleitende  Bewegung  der  Laufrolle  und  verschiedene  andere 
Instrumente  zur  Inhaltsbestimmung  von  sphärischen  Flächen  etc. 

37  ♦ 


580     Kapitel  XXTTI.    Analytische  Instrumente  und  Apparate. 

• 
Eingehendere  Angahen  über  die  Integraphen  im  Allge- 
meinen findet  man  in  dem  bekannten  Werk  von  Ab  dank- 
Abakanowicz,  Die  Integraphen,  deutsch  von  Bitterli, 
Leipzig  1889,  von  welchem  auch  eine  französische  Uebersetzung 
existirt. 

Das  Princip,  welches  dem  Instrument  zu  Grunde  liegt,  ist 
sehr  einfach.  Denken  wir  uns  eine  Curve  y  =  f{x)  aufge- 
zeichnet und  betrachten  wir  einen  ihrer  Punkte  P  mit  den 
rechtwinkligen  Coordinaten  x^^  y^.  Auf  der  Abscissenaxe  tragen 
wir  die  Länge  1  von  dem  Fusspimkt  der  Ordinate  y^  aus  ab 
und  bilden  das  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  Eckpunkte  P,  der 
Fusspunkt  der  Ordinate  von  P  und  der  Endpunkt  der  abge- 
tragenen Strecke  1  sind.  Die  Hypotenuse  dieses  Dreiecks  ist 
der  Tangente  an  die  Curve,  deren  Gleichung 

y  =  Jf{x)  dx 
lautet,  stets  parallel. 

Das  Instrument  soll  daher  so  construirt  sein,  dass,  während 
eine  Spitze  f  die  gegebene  Curve  durchläuft,  ein  verticaler  Blei- 
stift z  eine  Curve  beschreibt,  deren  Tangente  dieser  Hypotenuse 
stets  parallel  ist. 

Coradi  in  Zürich  fertigt  zwei  Modelle  von  Integraphen 
an,  ein  kleines  imd  ein  grösseres,  welche  auf  diesem  Princip 
beruhen;  wir  beschreiben  nur  das  kleine  Modell,  auf  welches 
sich  auch  die  nebenstehende  Figur  bezieht. 

Es  besteht  aus  einem  festen  metallenen  rechteckigen  Grestell 
von  etwa  30  X  14  cm,  das  von  drei  Laufrollen  r,  r'  getragen 
wird,  die  dazu  dienen,  ihm  auf  dem  Zeichenbogen  eine  geradlinige 
Bewegung  zu  geben. 

Auf  diesem  Bogen  werden  die  beiden  zu  einander  senk- 
rechten Axen  aufgezeichnet;  die  eine,  die  y-Axe,  parallel  zur 
Richtung  des  Balkens  NN^  die  andere  lothrecht  zu  ihr  und  so, 
dass  sie  durch  die  Lage  geht,  welche  die  Spitze  /'  hat,  wenn 
das  bewegliche  Gleitstück  GCr  sich  in  seiner  Anfangsstellung 
befindet.  Das  letztere  tritt  dann  ein,  wenn  man  die  Spitze 
einer  Schraube  auf  ein  in  dem  Riegel  A  angebrachtes  Loch 
einstellt. 

Das  Gleitstück  GG  lässt  sich  längs  des  Balkens  NN  be- 
wegen und  diese  Bewegung,  mit  der  des  ganzen  Instruments  in 
dazu  senkrechter  Richtung  combinirt,  macht  es  möglich,  dass  die 
Spitze  (der  Fahrstift)  f  den  Umfang  einer  beliebigen  aufgezeich- 
neten   Curve    (der    Differentialcurve)    beschreiben    kann.      Die 
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Spitze  f  und  das  Gleitstück  GG^  dem  sie  angehört,  wollen  wir 
der  Kürze  wegen  die  Differetitialspitzc  und  das  Differentialgleit- 


jpi 

:;.  ■im 


stück  nennen.    Mit  Hülfe  eines  mit  Gelenken  versehenen  Systems 
wird   das  Lineal  F  in  jeder  Lage   stets  der  Ebene  der  scharf- 
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randigen  Rolle  R  sowohl,  wie  andererseits  auch  der  Hypo- 
tenuse jenes  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  dem  oben  die  Rede 
war,  parallel  erhalten.  Daraus  folgt,  dass  die  verticale  Ebene 
von  R^  welche  Lage  sie  auch  haben  mag,  immer  dieser 
Hypotenuse  parallel  ist.  Auf  der  anderen  Seite  wird  die 
Rolle  R  durch  ein  hinreichend  schweres  mit  dem  Gleitstück  W 
(dem  IntegrahjlcitstücJc)  verbundenes  Gewicht  stark  wider  das 
Zeichenpapier  gedrückt.  Diese  Rolle  sncht  sich  daher  in  ihrer 
eigenen  Eljene  zu  bewegen  und  schiebt  dabei  das  Integralgleit- 
stück auf  dem  Balken  N' N'  vorwärts  und  rückwärts  und  mithin 
auch  den  Bleistift  Z\  sie  ändert  die  Richtung  ihrer  Bewegung 
nur,  wenn  auch  das  Lineal  F  sie  ändert;  das  letztere  kann 
aber  nur  dann  geschehen,  wenn  das  Differentialgleitstück  sich 
auf  dem  Balken  NN  verschiebt.  Mit  dem  Integralgleitstück  ist 
ein  Nonius  verbunden,  der  sich  auf  einer  in  Centimeter  und 
«.IVIillimeter  getheilten  Scala  N'N'  so  bewegt,  dass  man,  nachdem 
in  der  Anfangslage  der  Nullpunkt  des  Nonius  auf  den  Null- 
punkt der  Theilung  eingestellt  worden  ist  und  nachdem  man 
mit  der  Spitze  f  einen  Bogen  der  Diflferentialcurve  durchfahren 
hat,  den  Werth  des  Inhalts  der  zwischen  diesem  Bogen,  der 
fl;-Axe  und  den  beiden  Endordinaten  enthaltenen  Fläche  ab- 
lesen kann. 

Auf  diese  Weise  beschreibt  der  Bleistift  Z  die  Integral- 
curve  der  gegebenen  Curve;  die  Aufzeichnung  dieser  Curve  ist 
aber  von  grosser  Wichtigkeit,  weil  man  mit  ihrer  Hülfe  die 
wei-thvollsten  Anwendungen  von   dem  Instrument  machen  kann. 

Mit  dem  Querriegel  L  ist  ein  Zapfen  fest  verbunden,  um 
welchen  sich  das  bewegliche  Lineal  F  dreht;  die  Entfernung 
zwischen  diesem  festen  Zapfen  und  dem  Mittelpunkt  des  Riegels 
A  stellt  die  Massanhdt  des  Instruments  dar  und  die  Gerade, 
welche  diese  beiden  festen  Punkte  verbindet,  ist  in  jeder  Lage 
die  Basis  jenes  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  dem  wir  oben 
gesprochen  haben.  Das  Instrument  ist  so  construirt,  dass  man 
diesem  festen  Zapfen,  wenn  man  will,  eine  andere  Stellung  geben 
und  dadurch  die  Masseinheit  des  Instruments  von  einem  Minimum 
von   7  cm  auf  ein  Maximum  von   1272  ^^  bringen  kann. 

Die  Masse,  welche  man  auf  der  Scala  N'N'  erhält,  sind  mit 
der  Masseinheit  des  Instruments  zu  multipliciren;  auf  der  Scala 
werden  Centimeter,  Millimeter  imd  Zehntelmillimeter  abgelesen; 
wenn  die  Masseinheit  des  Instruments  mithin  10  cm  beträgt,  so 
erhält  man  die  Masse  nur  in  Quadratcentimetern  und  Quadrat- 
millimetem;  die  Ablesung  auf  der  Scala  N'N'  sei  z.  B.  7,26  cm; 
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mit  10  multiplicirt  erhält  man  72,6  und  die  ausgeführte  Messung 
ergibt  72  Quadratcentimeter  und  60  Quadratmillimeter. 

Ehe  wir  fortfahren,  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  das 
grosse  Modell,  von  welchem  oben  die  ß^de  war,  unter  Anderem 
auch  die  sehr  wichtige  Abweichung  aufweist,  dass  die  Differential- 
und  die  Integralspitze  sich  an  denselben  Balken  und  nicht  an 
die  zwei  verschiedenen  sich  gegenüberliegenden  Balken  anlehnen. 

Es  wird  sich  vor  allem  empfehlen,  die  Beziehungen  der 
möglichen  Singularitäten  der  Integralcurven  zu  denjenigen  der 
Differentialcurven  festzustellen;  sie  sind  kurz  die  folgenden: 

wo  die  Differentialcurve  ein  Maximum  oder  Minimum  hat, 
besitzt  die  Integralcurve  eine  Inflexion; 

wenn  die  Differentialcurve  die  rc-Axe  schneidet,  so  hat  die 
Integralcurve  ein  Maximum  oder  Minimum; 

wenn  die  Differentialcurve  plötzlich  die  Eichtung  wechselt, 
so  erhält  die  Integralcurve  eine  Spitze; 

um  in  einem  Punkt  die  Tangente  an  die  Integralcurve  zu 
erhalten,  braucht  man  die  Differentialspitze  nur  eine  der  x-Axe 
parallele  Gerade  beschreiben  zu  lassen;  d.  h.  also,  man  braucht 
nur  die  Hand  von  dem  Gleitstück  wegzunehmen  und  das  In- 
strument auf  seinen  Bollen  laufen  zu  lassen; 

wenn  das  Differentialgleitstück  eine  auf  der  a:-Axe  senk- 
rechte Gerade  beschreibt,  also  auf  dem  Instrument  läuft,  ohne 
dass  dieses  sich  bewegt,  so  bleibt  die  Integralspitze  unbeweglich. 

Das  Instrument  lässt  sich  auf  die  folgenden  verschiedenen 
Arten  benutzen: 

1.  dient  es  zum  Messen  der  Flädienirüialte  auf  die  oben 
angegebene  Weise;  es  leistet  dabei  den  Dienst  eines  beliebigen 
Planimeters.  Der  Umfang  der  Flächen  muss  in  der  Eichtung 
der  Bewegung  des  Uhrzeigers  durchfahren  werden; 

2.  lassen  sich  mit  ihm  bei  stetiger  Bewegung  Parabeln 
bescJireihen ;  man  braucht  dazu  nur  die  Differentialspitze  auf 
einer  beliebigen  Geraden  gleiten  zu  lassen;  je  nach  der  Neigung 
dieser  Geraden  ergeben  sich  Parabeln  von  verschiedenem 
Parameter ; 

3.  kann  man  eine  gegebene  überall  begrenzte  Ebene  mittelsi 
einer  Geraden  von  gegebener  Eichtung  in  Theile  zerlegen,  wel<ihe 
gegebenen  Grössen  proportional  sind.  Man  wähle  zu  diesem 
Zweck  als  gegebene  Eichtung  die  y-Axe  und  construire  die  dem 
ganzen  Umfang  der  gegebenen  Fläche  entsprechende  Integral- 
curve; dann  zerlege  man  den  Abstand  zwischen  dem  Anfangs- 
und   Endpunkt    dieser    Integralcurve    (welche    Punkte    dieselbe 
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Ordinate  haben)  in  die  proportionalen  Theile  und  wiederhole 
die  Operation  in  der  Art,  dass  der  Anfangspunkt  der  Integral- 
curve  dabei  einer  der  bezeichneten  Theilungspunkte  wird;  die 
neue  Infegraicurvc  irird  alsdann  die  frühere  in  einem  Punkt 
treffen,  dessen  Ahscisse  zugleich  auch  die  Äbscisse  der  ParaUden 
zur  y-Axc  ist,  welche  die  gegebene  Fläche  auf  die  gctcünsdiie 
Art  schneidet; 

4.  lassen  sich  die  siaiischen  Momente  einer  begi-enzten  Ebene 
in  Bezug  auf  eine  gegebene  Gerade  berechnen. 

Dazu  gentigt  es,  die  ^-Axe  parallel  dieser  Geraden  zu 
wählen,  von  einem  der  Durchschnittspunkte  der  Geraden  mit 
dem  Umfang  der  Fläche  aus  die  Differentialcurve  zu  durchfahren, 
mit  der  Differentialspitze  zu  demselben  Punkt  zurückzukehren 
und  die  Integralcurve  zu  entnehmen.  Alsdann  beschreibe  man 
mit  der  Differentialspitze  diese  letztere,  so  erhaltene  Curve  und 
entnehme  wieder  die  Integralcurve.  Der  Abstand  zwischen  detn 
Anfangs-  und  Endpunkt  dieser  letzteren,  welcher  in  MiUimefern 
und  Zthntelmiilimetern  auf  der  eingetheilten  Seala  abgelesen  wird 
und  mit  der  Masseinheit  des  Instruments  zu  multipliciren  ist, 
stellt  das  gesuchte  statische  Moment  dar. 

Wenn  die  gegebene  Gerade  die  begrenzte  Ebene  nicht 
schneiden  sollte,  so  verbinde  man  einen  Punkt  der  Geraden 
durch  einen  beliebigen  Strich  mit  einem  Punkt  des  Umfangs 
der  Fläche,  durchfahre  mit  der  Differentialspitze  zuerst  den 
hinzugefügten  Strich,  dann  den  Umfang  der  Fläche  in  der 
Kichtung  des  Uhrzeigers  und  schliesslich  noch  einmal  den  Strich 
in  umgekehrter  Richtung. 

5.  Wiederholt  man  die  oben  angegebene  Operation  auch 
mit  der  zuletzt  erhaltenen  Integralcurve,  so  erhält  man  auf  die- 
selbe Art  als  Resultat  den  Werth  des  Moments  zweiter  Ordnung 
der  Fläche  in  Bezug  auf  die  Gerade;  durch  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  lassen  sich  Momente  beliebiger  Ordnung  berechnen. 

6.  Man  denke  sich  die  Integralcurve  des  Umfangs  einer 
gegebenen  begrenzten  Ebene  construirt,  indem  man  dabei  von 
dem  am  weitesten  links  gelegenen  Pimkt  dieses  Umfangs  aus- 
geht und  zu  ihm  zurückkehrt,  und  nehme  an,  es  sei  dies  so 
geschehen,  dass  der  Anfangspunkt  der  Integralcurve  auf  der 
x-Axe  liegt.  Man  integrire  alsdann  diese  Integralcurve  noch 
einmal  und  richte  es  wieder  so  ein,  dass  der  Anfangspunkt  der 
neuen  Curve  ebenfalls  auf  der  a:-Axe  liegt. 

Ist  die  letztere  Integralcurve  fertig  beschrieben,  so  nehme 
man  die  Hand  von  dem  Differentialgleitstück  weg  und  lasse  das 
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Instrument  auf  den  Rädern  rollen;  die  Integralspitze  durchläuft 
die  in  dem  Endpunkt  an  die  Curve  gelegte  Tangente;  diese 
Tangente  icird  dann  die  x-Axe  in  einem  Punkt  schneiden,  dessen 
Äbscisse  der  Äbscisse  der  Geraden  gleich  ist,  u eiche  parallel  zu 
y  ist  und  durch  den  Schwerpunkt  der  gegebenen  hegnyizten  Fläche 
geht.  Man  kann  auf  diese  Weise,  wenn  man  das  Verfahren  hei 
anderer  Richtung  der  Axen  wiederholt,  den  Schurerpunkt  einer 
begrenzten  Ebene  graphisch  ermitteln. 

7.  Die  Wurzeln  einer  algebraiselicn  Gleichung  f(x)  =  0 
lassen  sich  graphisch  construircn.  Man  setzt  zu  diesem  Zweck 
y  =  f{x)  und  hildet  die  aufeinander  folgenden  Derivirten 
y' = /"'(x),  y"s=/"'(a:),  •  •  •,  bis  man  zu  einer  Constanten 
kommt.  Man  ziehe  dann  eine  Parallele  zur  x-Axe,  welche  diese 
Gon staute  zur  Ordinate  hat;  darauf  integrire  man  und  wird 
so  eine  Gerade  erhalten,  die  bei  passender  Wahl  der  Axen  die 
vorletzte  Derivirte  darstellen  kann;  integrirt  man  auch  diese, 
so  ergibt  sich  die  vorhergehende  Derivirte  u.  s.  f.,  bis  man 
schliesslich  die  graphische  Curve  y  =  f(x)  construirt  hat;  die 
Wurzeln  entsprechen  dann  den  Schnittpunkten  der  Curve  mit 
der  or-Axe,  d.  h.  also:  die  Abstände  des  Coordinatenanfangs 
von  diesen  Schnittpunkten,  durch  die  Masseinheit  des  Instru- 
ments dividirt,  ergeben  die  Wurzeln.  Die  Einheit,  welche  man 
zum  Aufzeichnen  der  Parallelen  zur  x-Axe  und  der  übrigen 
successiven  Integrationsconstanten  wählen  muss,  ist  von  der 
Masseinheit  des  Instruments  durchaus  unabhängig  und  kann 
beliebig  angenommen  werden.  Diese  Bemerkung  ist  wichtig, 
weil  es  vorkommen  kann,  dass  man  beim  Beibehalten  derselben 
Masseinheit  die  Zeichnungen  nicht  in  das  von  dem  Instrument 
beherrschte  Gebiet  bringen  würde. 

8.  Mit  diesen^  Instrument  kann  man  auch  die  bekannten 
Probleme  der  Quadratur  des  Kreises  und  der  Verdoppelung  des 
Cubus  (das  Belische  Problem)  graphisch  ausführen:  man  braucht, 
um  das  erstere  aufzulösen,  d.  h.  um  eine  Länge  gleich  n  graphisch 
herzustellen,  nur  die  Integralcurve  eines  Kreises  vom  Radius  1 
(der  Masseinheit  des  Instrumentes)  zu  construiren.  Man  erhält 
eine  im  Zickzack  verlaufende  Curve  und  der  Abstand  zwischen 
zwei  sich  folgenden  Spitzen  auf  derselben  Ordinate  stellt  die 
Grösse  n  dar. 

Was  das  zweite  Problem  angeht,  so  integrire  man  zweimal 
die  Gerade,  deren  Gleichung  y  =  6a;  lautet.  Man  erhalt  die 
Curve  y  =  x\  bei  welcher  die  der  Ordinate  2  (in  der  ge- 
wählten Masseinheit,  die  unabhängig  von  derjenigen  des  Instru- 
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ments  ist)  entsprechende  Abscisse  y2  (in  der  Masseinheit  des 
Instruments)  darstellt. 

Man  kann  mit  dem  Instrument  auch  das  Problem  der 
Theilung  eines  Winkels  in  drei  gleiche  Theile  lösen,  doch 
können  wir  uns   hier   auf  weitere  Einzelheiten   nicht  einlassen. 

9.  Der  Anwendungen  dieses  Instrumentes  gibt  es  noch  sehr 
viele;  sie  beziehen  sich  auf  die  Theorie  der  Gewölbe,  die 
Mechanik,  die  elastische  Linie,  die  Elektricität  etc.  Eine  voll- 
ständige Besprechung  dieser  sämmtlichen  Anwendungen  findet 
man  in  dem  oben  citirten  Werk  von  Abdank-Abakanowicz. 
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Abakus,  S.  574,  677. 

Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  andere,  S.  860;  conforme,  S.  350,  397; 
isogonale,  winkel treue,  S.  350;  stereoffraphische  der  Kugel,  S.  371. 

Ableitungen  einer  Punktmenge,  S.  9;  der  Functionen,  rechtsseitige, 
linksseitige  S.  109;  partiefie,  S.  112. 

abnehmende  Functionen,  S.  126. 

absolut  convergentes  uneigentliches  Integral,  S.  130. 

absolute  Invariante,  S.  259,  270,  424;  Reciprokante,*  S.  272. 

absoltUer  Betrag  der  complexen  Zahlen,  S.  4,  538. 

absolutes  Maximum  u.  Minimum  der  Integrale,  S.  240. 

absteigender  Kettenbruch,  S.  74. 

Abweichung,  absolute,  relative,  S.  568;  mittlere,  S.  567. 

abzählbare  Punktmengen,  S.  10. 

Additionstheorem  der  ellipt.  Integr  ,  S.  153;   algebraisches,  S.  380; 
Euler's,  S.  408. 

adjunairte  Minoren,  algebraische,  S.  41;  a.  Differentialgleichung,  S.  177; 
a.  Differentialausdrücke,  S.  178;  a.  Curven  S.  395,  468. 

ähnliche  Transformationsgruppen,   S.  205;   Substitutionen,   Substitu- 
tionsgruppen, S.  29. 

Aequipollenzenrechnuna,  S.  6. 

Aeqiäpotentiallinien,  S.  361. 

äquivalente  Formen,  S.  682. 

Aequivalenz  quadratischer  Formen,  S.  533. 

Affect  einer  Gleichung,  S.  103. 

Aggregate  von  Punkten,  S.  9. 

algebraische  irrationale  Zahlen,    S.  4;    nicht  a.  irrat.  Zahlen,   S.  4 
Gleichung,    S.  79;   Form,   Ordnung,   Stufe   der   a.   Form,   S.   308 
a.   Functionen  complexer  Grössen,  S.  349;   a.  Functionen,  S.  387. 
a.  Zahlen,  S.  549;  Theilbarkeit  der  ganzen  a.  Zahlen,  S.  651;  asso- 
ciirte  a.  Z.,  congruente  a.  Z.,  S.  552;  zerlegbare,  prime,  zusammen- 
gesetzte a.  Z.,  §.  563;  a.  Apparate,  S.  577. 

algebraischer  Unendlichkeitspunkt,  S.  398. 

algebraisches  Addition stheorem,  S.  380. 

allgemeine  lineare  Transformationsgruppen,  S.  208;  -s  Integral  einer 
Differentialgleichung,  S.  168, 185, 192;  -s  elliptisches  Integral,  S.  151 

alternirende  Substitutionengruppe,  S.  28;  Function,  S.  84. 

amicahiles  (numeri^,  S.  517. 

Amplitude  der  elliptischen  Integrale,  S.  152;  -nfunction,  S.  416. 

Analysatoren,  S.  578;  harmonische,  S.  579. 
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analytische  factorielle  Facultäten,  S.  72;  Facultäten,  S.  72;  Fac.  von 
WeierstrasB,  S.  73;  Function  von  Weierstrass,  S.  848,  361;  Fort- 
setzung einer  Function,  S.  352;  Darstellung  der  Functionen,  S.  604; 
Instrumente  und  Apparate,  S.  674. 

Anfangspolyaon,  S.  373. 

anharmonische  Gruppe,  S.  376. 

apolare  Formen,  S.  823. 

Apolarität,  S.  274;  binärer  Formen,  S.  803;  für  beliebige  Formen,  S.  323. 

Apparate,  arithmetische,  analytische,  S.  674;  algebraische,  zur  Auf- 
lösung der  Gleichungen,  S.  677;  der  Integralrechnung,  S.  678. 

Argument  einer  complexen  Zahl,  S.  4;  einer  Quatemion,  S.  8. 

arithmetisch  geometrisches  Mittel  Ton  Gauss,  S.  18,  169;  -e  Substi- 
tutionengruppen, S.  86 ;  -e  Progression  von  der  r*^  Ordnung,  S.  63 ; 
-es  Mittel,  S.  665;  -e  Apparate,  S.  674. 

Arithmometer  von  Thomas,  S.  675. 

associirte  Zahlen,  S.  638,  641;  algebraische  Zahlen,  S.  662. 

Auflösung  der  Gleichungen,  S.  91. 

aufsteigender  Kettenbruch,  S.  74. 

ausgezeichnete  Untergruppen  einer  Substitutionengruppe,  S.  30,  208. 

ausserwesentlich  singulare  Punkte,  S.  849. 

automorphe  binäre  Formen,  S.  304;  cyklische  und  Diedergruppe,  S.  30ö| 
triviale  Typen,  S.  306;  temäre,  quatemäre,  etc.  Formen,  S.  346; 
Functionen,  S.  373,  385. 

AutomorphismuSj  S.  368. 

Axe  der  Quatemion,  S.  7. 

Basis  der  Binomialcoefficienten,  S.  24;  der  Elementartheiler,  S.  829; 
der  Logarithmen,  S.  464  u.  ff.;  des  Systems  der  Indices,  S.  629; 
eines  Körpers,  Elemente  der  B.  eines  Körpers,  S.  660. 

bedingt  convergente  Reihen,  S.  66;  convergente  uneigentliche  Inte- 
grale, S.  130. 

Bedingungen  der  Integrirbarkeit,  S.  130,  166;  Dirichlet'sche,  S.  606; 
Lipschitz'sche,  S.  607. 

befreundete  Zahlen,  S.  617. 

benachbarte  Formen,  S.  634, 

Bereiche^  congruente,  S.  372;  Randcurve  der  B.,  Grenzlinie  der  B., 
S.  372;  Spitze  der  B.,  S.  373. 

Berührungstransformationen,  S.  210;  homogene,  S.  212;  infinitesi- 
male, S.  213. 

Beschreibung  von  Parabeln,  S.  683. 

bestimmte  mtegrale,  uneigentliche,  singulare  Int.,  S.  129,  146; 
-s  Differenzenintegral,  S.  234. 

Bestimmung,  annähernde,  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung,  S.  101. 

Betafufiction,  S.  479. 

Betrag,  absoluter,  einer  complexen  Zahl,  S.  4,  638. 

Bezoutiante,  S.  272. 

Bildungen,  invariante  im  Allgemeinen,  S.  309. 

büineare  Formen,  S.  331;  quatemäre  Formen,  S.  346;  Relationen 
zwischen  den  Periodicitätsmoduln,  S.  400. 

binäre  Formen,  S.  266;  Covarianten  u.  Invarianten  der  -n  F.,  S.  268; 
typische  Darstellung  der  -n  F.,  S.  296;  Apolarität  der  -n  F.,  S.  303; 
automorphe  b.  F.,  S.  804;  Correspondenz,  S.  263. 
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Binomialcoefficienten,  S.  22;  Index  der  B.,  S.  24. 
binomische  Gleichungen,  S.  95;  Reihe,  S.  121;  Differentiale,  Integra- 
tion, Different.,  S.  139;  Congruenzen,  S.  628. 
biquadratische  Reste,  S.  538. 
birationale  Transformationen,  S.  205. 
Blätter  der  Riemann' sehen  Flache,  S.  391. 
Brachistochrone,  S.  250. 
Bruch,  continuirlicher  oder  Ketten-,  S.  74. 

canonische  Darstellung  der  Formen,  S.  298;  typische  c.  Formen, 
S.  298,  332. 

Canonizante,  S.  271,  302. 

Catalecticante,  S.  271,  803. 

Catenoid,  S.  254. 

Charakter,  gerader,  ungerader,  der  Invarianten,  S.  259. 

Charakteristik  oder  Rang  der  Determinanten,  S.  87,  328;  der  <&- Func- 
tionen, S.  454;  Summe  der  -en  der  <&-Funct.,  S.  455;  der  Matrix 
linearer  Gleichungen,  S.  89. 

charakteristische  Gleichung,  S.  178,  326;  Function,  S.  213. 

Circulanten,  S.  44. 

Classe  der  Contravarianten,  S.  312. 

Coefficienten,  symbolische,  wirkliche,  ombrale,  S.  256;  binomiale,  S.  22. 

coffrediente  Variabelenreihen,  S.  258,  270,  311. 

Combinanten,  S.  270,  273,  320,  322. 

Combinationefi,  S.  22;  einfache,  S.  22. 

completes  Integral  Legendre's,  S.  165. 

complexe  Variabelen,  Functionen  -r  V.,  S.  348;  Zahlen,  S.  4;  reeller, 
imaginärer  Theil  -r  Zahlen,  S.  4;  Reihe,  S.  56;  Wurzeln  der 
Gleichungen,  S.  98;  Multiplication  des  Arguments  in  den  ellipt. 
Funct.,  S.  445;  ganze  Zahlen,  S.  538;  Einheiten  der  c.  Z.,  gerade, 
ungerade,  halbgerade  c.  Z.,  S.  538;  ganze  aus  dritten  Wurzeln  der 
Einheit  zusammengesetzte  Z.,  S.  541. 

Concomitante,  S.  269;  gemischte,  S.  270. 

Condensation  der  Singularitäten,  S.  110. 

conforme  Abbildung.  S.  350,  397. 

congruente  Bereiche,  S.  372 ;  complexe  ganze  Zahlen,  S.  639 ;  algebra- 
ische Zahlen,  S.  552. 

Congnienzen,  S.  521;  1.  Grads,  S.  523;  quadratische,  S.  524;  bino- 
mische, S.  528;  Exponential-,  S.  629. 

conjugirt,  harmonisch,  S.  303;  -e  Formen,  S.  323;  -e  Punkte,  S.  461; 
-e  Zahlen^  S.  541,  550;  -e  Körper,  S.  550;  -e  complexe  Zahlen,  S.  4; 
-e  Quatemionen,  S.  8. 

Connex,  ebener,  S.  316,  319;  C,  S.  346. 

Constante,  die  Euler'sche,  S.  145,  476;  Variation  der  -n,  S.  179,  190; 
harmonische,  S.  476;  Mascheroni'sche,  S.  477. 

contiguae  (functiones),  S.  488;  (formae),  S.  534. 

Continuanten,  S.  48. 

continuirlicher  Bruch,  S.  74;  -e  Transformationsgruppe,  S.  209; 
-e  Gruppen,  S.  379. 

contragrediente  Variabelenreihen,  S.  258,  270,  311. 

Contravariante,  S.  270;  Classe  der  -n,  S.  312. 

convergente  Reihen,  S.  66;   bedingt,  einfach,   unbedingt  c.  Reihen, 
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S.  65;  gleichmässig  c.  R.,  S.  66;  unendliche  Producte,  S.  69;  un- 
bedingt c.  unendliche  Pr.,  S.  70. 

Convergenz  der  uneigentlichen  Integrale.  S.  130;  gleichmässige,  der 
Unendlichki einen  gegen  Null,  S.  108. 

Cont'eröerwbereich  S.  56;  -kreis,  S.  67. 

corresiatuUe  Gruppe,  S.  394. 

Correspondenz,  binäre,  S.  263. 

Cosinus  amplitudinis,  S.  417;  hyperbolicus,  S.  470. 

Covarianten,  elementare,  S.  267;  Grad  u.  Ordnung  der  C,  identische, 
S.  312;  die  Clebsch'schen  C. ,  S.  340;  binÄrer  Formen,  S.  258; 
Ordnunff,  Index  u.  Gewicht  der  C,  S.  259. 

cubische  Gleichungen,  S.  91;  Beste,  S.  542. 

Curve,  adjungirte,  S.  395,  468;  invariante  -nschaar  bei  Transforma- 
tionsgruppen, S.  216;  -nmesser,  S.  579. 

cyclische  Gruppe  für  automorphe  Formen,  S.  806;  Gruppe,  S.  376; 
Substitutionen,  S.  27. 

Cyclaide,  S.  250. 

cyclometrische  Reihen,  S.  122;  Fimctionen,  S.  469. 

Cyclus,  S    27;  von  Wurzeln,  S.  388. 

Cylinderfunctionen,  Bessel'sche,  S.  498. 

Darstellung,  typische,  der  binären  Formen,  S.  296;  canonische,  der 
Formen,  S.  298;  analytische,  der  Functionen,  S.  504;  einer  Zahl 
durch  die  Summe  von  Quadraten,  S.  546. 

definite  Formen,  S.  126;  quadratische  Form,  S.  326. 

Deutsches  Problem  (die  Verdoppelung  des  Cubus),  S.  585. 

delta  amplitudinis,  S.  417. 

derimrhare  Functionen,  S.  117. 

Derivirte  der  reellen  Functionen,  S.  109;  rechtsseitige,  linksseitige, 
S.  109;  partielle,  S.  113;  einer  zusammengesetzten  Function,  einer 
impliciten  F.,  S.  115;  unter  dem  Integralzeichen,  S.  134;  der  com- 
plexen  Functionen,  S.  355. 

Determinanten,  S.  39;  Minoren  der  D.,  Ünter-D.,  Hauptminoren, 
S.  40;  reciproke,  S.  42;  symmetrische,  schiefe,  schief  symmetrische, 
Halb-D.,  S.  43;  orthosymmetrische,  persymmetrische,  Hankersche, 
S.  44;  Circulante,  doppelt-orthosymmetrische  D.,  S.  45;  Charak- 
teristik der,  S.  87;  Continuanten,  orthogonale  D.,  S.  48;  Yander- 
monde'sche  oder  Cauchy'sche,  S.  46;  ZeipeFsche,  Stem'sche,  S.  47; 
Smith'sche,  S.  48 ;  Wronski'sche,  S.  49 ;  Jacobi'sche  od.  FunctionaUD., 
S.  51;  üesse'sche,  S.  63;  cubische  und  D.  höheren  Rangs,  S.  54; 
Charakteristik,  Rang  der  D.,  S.  328. 

Tiberall  dichte  Punktmengen,  S.  10. 

Diedergruppen  für  automorphe  Formen,  S.  305. 

diedrische  Gruppe,  S.  373,  376. 

Differentialausdruck,  adjungirter,  S.  178. 

Differentiale  der  Functionen,  S.  116;  totale,  S.  116;  Integration  der 
binomischen,  S.  139. 

Differentialformen,  Integrirbarkeit  der  linearen,  S.  162;  erster  Ord- 
nung, lineare,  S.  162. 

Differentialgleichung,  totale,  S.  165,  199;  gewöhnliche,  n^'  Ordnung, 
partielle,  S.  167;  allgemeines,  particul&es,  singuläres,  erstes  In- 
tegral der,  S.  168,  185;  erster  Ordnung,  S.  168;  lineare  gewöhnliche, 
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homogene,  nicht  homogene,  Fundamentalsystem  von  Integralen 
von  -en,  doppelte  Lösung  der  -en,  S.  176;  adjungirte  -en,  S.  177; 
-en  höherer  Ordnung,  S.  182;  Integration  der  -en  durch  Reihen, 
S.  184;  Systeme  von  simultanen  -en,  S.  187;  Integralfunctionen  der 
-en,  S.  188;  totale  -en,  unbeschi^nkt  integrabele  Svsteme  von  -en, 
S.  189;  partielle  -en,  vollständiges  Integral  partieller  -en,  S.  191; 
sin^uläres  Integr.  part.  -en,  allgemeines  Integr.  part.  -en,  S.  192; 
vollständiges  System  partieller  -en,  S.  194,  199;  vollständig  in- 
tegrirbares  System  von  -en,  unbeschränkt  integrirbares  System 
von  -en,  S.  199. 

VifferentialinvariafUen  bei  Transformationsgruppen,  S.  216;  Recipro- 
kante,  S.  217. 

Differentialpar amtier,  S.  216. 

Differentialquotient  der  Functionen,  S.  109. 

Differentialrechnung,  S.  106. 

Differentiation,  gliedweise,  der  Reihen,  S.  112;  Umkehrung  der, 
S.  114;  unter  dem  Integralzeichen,  S.  134;  der  complezen  Func- 
tionen, S.  355. 

Differenzen,  endliche,  n**,  S.  224. 

Differenzengleichungen,  S.  236. 

Dijferenzenintegral,  bestimmtes,  unbestimmtes,  S.  234. 

Differenzenrechnung,  S.  224;  inverse,  S.  234. 

discontinuirliche  Substitutionengruppen,  S.  204. 

Discrimitiante  von  Gleichungen,  S.  86;  D.,  S.  320,  321,  323,  325;  von 
namerischen  quadratischen  Formen,  S.  531;  binärer  Formen, 
S.  277;  von  Zahlen,  von  Körpern,  S.  661. 

Dispositionen  bei  der  Permutation,  S.  22;  mit  Wiederholung, 
S.  23. 

Divarianten,  S.  270. 

divergente  Reihen,  S.  66. 

Doppelintegrale,  S.  160. 

Doppelkreis,  S.  370. 

doppelt  symmetrische  Determinanten,  S.  45. 

doppelte  Lösung  der  Differentialgleichungen,  S.  176;  Reihe,  S.  55. 

Dreieck,  Pascal  sches  arithmetisches,  S.  25. 

dreifache  Reihe,  S.  55. 

dreigliedrige  Gleichung,  S.  414,  423. 

ebener  Connex,  S.  316. 

eigentliche  Substitution,  S.  532. 

eindeutige  Function  complexer  Grössen,  S.  349. 

einfache  Combinationen,  S.  22;  Reihe,  convergente  Reihen,  S.  55; 
-8  convergentes  uneigentliches  Integral,  S.  130. 

Einheiten  der  complexen  Zahlen,  S.  4,  538,  641;  der  algebraischen 
ganzen  Zahlen,  S.  552. 

elastische  Linie,  S.  254. 

elementare  Covarianten,  S.  267. 

elementare  Substitutionen  elliptischer  Functionen,  S.  436. 

Elementartheiler ,  S.  544;  von  Weierstrass,  S.  325;  Basis  der,  zu- 
sammengesetzte, einfache,  lineare,  S.  329. 

Elemente  der  Basis  eines  Körpers,  S.  550. 

elliptische  Integrale,   S.  150;   allgemeines   e.   L,   die  Legendre'sche, 
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Weierstarass'sche  Form  der  -n  I.,  S.  161;  Modul,  Amplitude, 
Parameter  der  -n  L,  S.  152;  Additionstheorem  der  -n  I.,  S.  153;  die 
LaDden'sche  Transformation  der  -n  L,  S.  157;  Gauss'sche  Transi. 
der  -n  L,  S.  158;  die  Jacobi'schen,  S.  181;  Substitution,  S.  869-, 
monodrome  e.  Function,  S.  382;  Modulfunctionen,  S.  385;  Riemann'- 
sche  Fläche,  S.  392;  AbeFsche  Integrale,  S.  399;  Functionen,  S.  410; 
Funct.  Jacobi's,  S.  416,  417;  Transformationen  der  -n  Funct.,  S.  433; 
Multiplication  des  Arguments  der  -n  Funct.,  S.  442;  complexe 
Mult.  des  Arg.  der  -n.  F.,  S.  445. 

Emanante,  S.  268,  270. 

endliche  r-gliedrige  Transformationsgruppe,  S.  206;  Transformations- 
gruppe, S.  209;  Invarianten  einer  Transformationsgmppe,  S.  214; 
-r  Körper,  S.  550. 

Entwickelharkeit  der  Functionen  in  Reihen,  S.  118. 

Entivickelung  der  F.  in  Fourier'sche  Reihen.  S.  506;  in  Legendre^sche, 
S.  509;  in  Laplace'sche,  S.  511;  in  Bessersche,  S.  512. 

equation  ä  trois  termes,  S.  414,  423. 

Erniedrigung  des  Grads  der  Gleichungen,  S.  83. 

erstes  Integral  einer  Differentialgleichung,  S.  168. 

erweiterte  Transformationsgruppen,  S.  215. 

Erzeugungspolygon,  S.  373,  380. 

Erzeugungssuhstitutionen,  S.  436. 

Euclid'sche  Zahlen,  S.  516. 

Evectante,  S.  271. 

evidente  Invariante,  S.  269. 

explicite  analytische  Darstellung  einer  Function,  S.  11. 

Exponenten,  irrationale,  S.  3. 

Exponenti(üc(mgr\iej\zen^  S.  529;  -function,  S.  464;  -reihen,  S.  121. 

Factoren,  numerische,  der  Zusammensetzung  einer  Substitutionen- 
gruppe, S.  31;  integrirende,  S.  162,  168. 

factorielU  Facultäten,  S.  72;  von  Weierstrass,  S.  73. 

Facultäten,  analytische,  S.  72;  analytische  factorielle,  die  Heine'- 
schen,  Kramp'schen,  S.  72;  Weierstrass'schen,  S.  73. 

Faltungsprocess,  S.  264. 

Fehler^  wahrscheinlicher,  S.  669. 

Fehlergesetz,  S.  569. 

Fehlertheorie,  S.  561,  568. 

figurirte  Zahlen,  S.  25. 

Fixkreis,  S.  370. 

Fixpunkte,  S.  368. 

Flächen,  totale  Krümmung  der,  S.  219;  Riemann'sche,  Blätter,  Quer- 
schnitte ^  S.  391;  vom  Geschlecht  p^  einfach  zusammenhängende, 
hyperelhptische,  elliptische,  S.  392;  Functionen  auf  der  Riemann'- 
schen  Fläche,  S.  393;  Kummer'sche,  S.  456. 

Folge  bei  den  Gliedern  einer  Gleichung,  S.  98. 

fonctions  ä  espaces  lacunaires,  S.  353,  386. 

forme  gobbe,  S.  271. 

Formen,  unbestimmte,  S.  123;  definite,  semidefinite,  indefinite,  S.  126; 
Differential-,  S.  218;  binäre,  S.  256;  Invarianten  und  Covarianten 
binärer,  S.  258;  Schwester-,  S.  296;  schiefe,  S.  271;  canonische 
Darstellung  der,  typische  canonische,  S.  298;  Apolarität  binärer, 
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S.  303;  automorphe  binäre,  S.  304:  algebraische,  Stufe  und  Ordnung 
der  algebr.,  S.  308;  zugeordnete  ^  o.  312;  conjugirte,  vereinigt 
liegende,  apolare,  S.  323;  quadratische,  Trägheitsgesetz,  S.  326; 
definite,  indefinite,  S.  326;  canonische,  normale,  S.  332,  339;  ter- 
näre,  4*^  Ordnung,  S.  339;  quatemäre  quadratische,  S.  341; 
quaternäre  cubische,  S.  342;  pentaedrale  canonische,  von  Sylvester, 
S.  343;  bilineare  quatemäre,  automorphe,  S  345;  Klein*sche  Prim-, 
S.  461;  numerische  quadratische,  S.  631;  äquivalente,  S.  632; 
reducirte,  S.  533;  benachbarte  (contiguae),  S.  534;  Perioden  der 
reducirten,  S.  535. 

formes  gauches,  S   271. 

Fortsetzung,  analytische,  der  Functionen,  S.  352. 

Frequenz  der  Primzahlen,  S.  144. 

Functionaldeterminante,  S.  51,  265,  320. 

Functionen,  allgemeiner  Begriff  der,  S.  10;  analytische  Darstellung 
der,  explicite,  implicite,  S.  11,  115;  rationale,  S.  11,  360;  irratio- 
nale, S.  12;  transcendente,  zusammengesetzte,  S.  12,  116,  354,  360; 
inverse,  homogene,  S.  12,  115;  ganze,  S.  13;  Quotient,  Rest,  grösster 

gemeinschaftlicher  Theiler  der,  prime,  «fache  Wurzeln,  S.  13; 
renze  der,  S.  15;  Grenze  zur  Rechten,  zur  Linken,  S.  16;  Schwankung 
S.  19;  stetige,  unstetige,  S.  19;  Sprung,  S.  21;  punktweise  oder 
punktirt  unstetige,  total  oder  linear  unstetige,  S.  21;  die  Substi- 
tutionengruppen der,  S.  34;  symmetrische,  altemirende,  S.  34; 
Reihe  von,  S.  56;  symmetrische,  der  Wurzeln  einer  Gleichung, 
S.  80;  derivirte,  S.  109;  monotone,  S.  111;  Differentiale  der,  S.  116; 
derivirbare,  S.  117;  Entwickel barkeit  der  F.  in  Reihen,  S.  118; 
wachsende,  abnehmende,  Maximum  u.  Minimum  der,  S.  126; 
charakteristische,  S.  213;  complezer  Yariabelen,  S.  348;  monogene, 
S.  348 ;  analytische,  von  Weierstrass,  S.  348,  351 ;  eindeutige,  mono- 
drome,  monotrope,  mehrdeutige,  polydrome,  polytrope,  holomorphe, 
synectische,  vom  Charakter  ganzer,  meromorphe,  mit  Polen  oder 
ausserwesentlichen  Punkten,  mit  regulären  Punkten,  reguläre,  ratio- 
nale ganze,  rationale,  algebraische,  transcendente,  mit  Ä;f acher  Wurzel, 
Ä;fachem  Nullpunkt,  S.  349;  Potential-,  harmonische,  S.  349;  ana- 
lytische Fortsetzung  der,  S.  352 ;  monodrome,  polydrome,  das 
ursprüngliche  primitive  Element  der  analyt.,  Stetigkeitsbereich  der, 
S.  353;  mit  natürlicher  Grenze,  S.  353,  386;  algebraische,  S.  387; 
ganze,  holomorphe,  synectische,  S.  349,  361;  Geschlecht  der,  S.  363; 
periodische,  Modul-,  S.  373;  Fuchs'sche,  S.  373,  385;  automorphe, 
S.  373;  polyedrische ,  S.  375;  cyclische,  diedrische,  tetraedrische, 
S.  376 ;  periodische,  S.  379;  elliptische,  monodrome,  pseudoperiodische, 
doppeltperiodische,  S.  382;  Klein'sche  (automorphe),  S.  386;  pseudo- 
automorphe, S.  386;  algebraische,  S.  387;  auf  der  Riemann'schen 
Fläche,  S.  393;  Grad  der,  S.  394;  specielle,  S.  395;  elliptische,  S.  410; 
Jacobi's  ellipt.,  S.  416;  a-F.  von  Weierstrass,  S.  422;  p-F.  von  Weier- 
strass. S.  428 ;  harmonischer  Fall,  äquianharmonischer  Fall,  S.  431 ; 
Transformation  der  ellipt.,  S.433;  Multiplication  des  Arguments  d.  eil., 
S.  442;  complexe  Multiplication  des  Arguments  d.  eil.,  S.  445; 
hyperelliptische,  Abersche,  S.  449;  ultraelliptische,  S.  461; 
^.-F.,  S.  452;  Charakteristik  und  Geschlecht  der  ^-F.,  S.  454; 
Klein'sche  a-F.,  S.  460;  Exponential-,  logarithmische,  S.  464;  Kreis-, 
Hyperbel-,  S.  467;  inverse  Kreis-,  S.  468;  cy ciometrische ,  S.  469; 
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Bemoulli'sche,   S.  471;   Euler'sche,  S.  479;  Beta-F.,  S.  479;   F-F., 

S.  480;  Perioden  der  F-F.,  S.  482,  483;  hypergeometrische,  S.  486; 

verwandte  (contiguae),  S.  488;  Cy linder-,  S.  498;  Lam6*8che,  S.  502; 

analytische   Darstellung   der,    S.    504;    der  Punkte   einer   Kugel, 

zweier  Winkel,  S.  611. 
Fundamentalcombinante,  S.  273,  322. 
Fundamentallemma  der  Variationsrechnung,  S.  239. 
Fundamentalsystem  von  Integralen  von  Differentialgleichungen,  S.  176. 

Gammafunction  £uler*s,  S.  73. 

ganze  Functionen,  S.  13;  rationale  Functionen  complexer  Grössen, 
S.  349,  361;  complexe  Zahlen,  S.  538;  aus  dritten  Wurzeln  der 
Einheit  zusammengesetzte  Zahlen,  S.  541. 

gemeiner  Logarithmus,  S.  466. 

Geminante  wird  die  definite  Function  (S.  88,  Z.  22)  genannt,  S.  637. 

gemischte  Concomitante,  S.  270. 

gemischte  Transformationsgruppen,  S.  208. 

Genauigkeitszahl y  S.  569. 

geodätische  Linien,  S.  255. 

geometrische  Substitutionen,  S.  36;  Progressionen  von  der  r**"  Ord- 
nung, S.  64;  Reihe,  S.  64,  121. 

gerade  Permutationen,  S.  22 ;  Substitutionen,  S.  28 ;  -r  Charakter  der 
Lavarianten,  S.  259. 

Gesammtheiten  von  Punkten,  S.  9. 

Geschlecht  der  holomorphen  Functionen,  S.  363;  der  Riemann'schen 
Fläche,  S.  392;  der  «--Functionen,  S.  454. 

Gesetz  der  grossen  Zahlen,  S.  562. 

Gewicht  der  Invarianten  und  Covarianten,  S.  259. 

gewöhnliche  Unstetigkeit,  S.  21;  Differentialgleichung  w**'  Ordnung, 
S.  167;  lineare  Differentialgleichung,  homogene,  nicht  homogene 
Differentialgl.,  S.  176. 

gleichmässig  stetig,  S.  20;  convergente  Reihen,  S.  56;  -e  Convergenz 
der  Unendlichkleinen  gegen  Null,  S.  108. 

Gleichungen,  algebraische,  Grad,  Wurzel,  vielfache  Wurzeln  der  alg., 
S.  79;  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln,  S.  80;  Transforma- 
tion der,  S.  81;  die  Tschirahausen'sche,  S.  82;  für  die  Quadrate 
der  Differenzen  der  Wurzeln,  S.  82;  Erniedrigung  des  Grads 
der,  reciproke,  S.  83;  Resultanten,  Discriminanten  der,  S.  86; 
Systeme  von  [linearen,  Matrix  dieser  Systeme,  ihre  Charakteristik 
(Rang),  S.  89;  homogene,  S.  90;  Auflösung  der,  S.  91;  cubische, 
S.  91;  4*«  Grads,  S.  92;  5*«»  etc.  Grads,  S.  93;  Resolvente 
der,  S.  93;  primitive  Wurzeln  der,  S.  96;  irreducibele,  S.  96; 
binomische,  S.  95;  vielfache  Wurzeln,  reelle,  complexe  Wur- 
zeln der,  Wechsel,  Folge,  S.  98;  rationale  Wurzeln,  S.  100; 
annähernde  Bestimmung,  Grenzen  der  reellen  Wurzeln,  S.  101; 
Trennung  der  Wurzeln,  S.  102;  specielle,  mit  Affect,  Galois'sche 
Gruppe,  symmetrische  Gruppe,  irreducibele,  Galois'sche  Resolvente, 
allgemeine  Resolvente,  S.  104;  die  Galois'schen,  die  Abel'schen, 
Kreistheilungs-,  S.  105;  Diff.-  der  Cylinderfunctionen,  S.  499;  Diff.- 
der  Lam^'scben  Funct.,  S.  502;  Diff.-  der  Kugelf.,  S.  492;  hyper- 
geometrische Diff.-,  S.  487;  lineare,  S.  170,  176;  homogene,  S.  170, 
183;  Diff.-  för   invariante  Formen,  S.   261;    Differential-,  S.  167; 
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partielle  Differential-,  S.  191;  p.  von  Darboux,  S.  196;  p.  von 
Euler,  S.  194;  p.  von  Laplace,  Liouville,  S.  196;  charakteristische, 
S.  178,  326;  dreigliedrige,  S.  414,  423;  PelFsche,  S.  683,  536;  un- 
bestimmte, S.  643. 

gliedweise  Differentiation  der  Reihen,  S.  112;  Integrat.  d.  Reihen,  S.  134. 

goniometrische  Reihen,  S.  121. 

Grad  einer  Gleichung,  S.  79;  Erniedrigung  des  -s  einer  Gleichung, 
S.  83;  der  Invarianten,  S.  312;  der  Function,  S.  394. 

graphische  Tabellen,  S.  577. 

6rrew^:-punkte  einer  Punktmenge,  S.  9;  -e  einer  Function,  S.  15;  zur 
Rechten,  zur  Linken,  S.  16;  obere  u.  untere  -e  der  Werthe  einer 
Function,  S.  18;  -en  der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung.  S.  101; 
-en  der  Integrale,  S.  128;  -engleichung  in  der  Variationsrechn., 
S.  240;  -stellen  des  Stetigkeitsbereichs  der  Functionen,  S.  353; 
-linie  der  Bereiche,  zugeordnete,  S.  372. 

grösster  gemeinschaftlicher  Theiler  von  Functionen,  S.  13;  Normal- 
theiler  einer  Substitutionengruppe,  S.  31. 

(r^rwn^^-substitutionen,  S.  372,  373;  -kreis,  S.  374;  -parallelogramm, 
S.  380;  -zahl  von  Körpern,  S.  651. 

Gruppe  von  Substitutionen,  S.  28;  AbeFsche,  S.  37;  Galois'sche, 
einer  Gleichung,  S.  103;  symmetrische,  S.  104;  -n  linearer  Sub- 
stitutionen, S.  371;  stetifife,  unstetige,  eigentlich  und  uneigentlich 
imstetige,  S.  372;  Geschlecht  der  -n,  S.  378;  polyedrische,  S.  373, 
378;  diedrische,  tetraedrische  ^  S.  373,  376,  378;  octaedrische 
S.  373,  377,  378;  ikosaedrische ,  S.  373,  378;  periodische,  S.  373; 
Fuchs'sche,  Klein'sche,  Modul-,  S.  373 ;  anharmonische,  polyedrische, 
S.  375;  cyclische,  S.  376;  continuirliche ,  S.  379;  correaiduale, 
S.  394;  specielle,  S.  396. 

HalhdeterminanU,  S.  43. 

harmonische  Reihen,  S.  62 ;  -seh  conjugirt,  S.  303 ;  -e  Function  complexer 
Grössen,  S.  350;  -e  Constante,  S.  476;  -e  Analysatoren,  S.  679. 

Harmonizante^  S.  304. 

.£^aup^auflösung  bei  complexen  Zahlen,  S.  6;  -diagonale  einer  quadra- 
tischen Matrix,  S.  39;  -demente  einer  qu.  Matrix,  S.  39;  -minoren, 
-Unterdeterminanten,  S.  40. 

hebbare  ünstetigkeit,  S.  21. 

Hoffnung f  mathematische,  S.  661. 

holoedrischer  Isomorphismus  der  Substitutionengruppen,  S.  33,  376, 
377,  378. 

holomorphe  Function  complexer  Grössen,  S.  349,  361. 

homogene  Functionen,  S.  12;  Gleichungen,  S.  90;  lineare  Differential- 

fleichungen,  nichth.  lin.  D.,  S.  176;   Berührungstransformationen, 
.  212. 
homographische  Transformation,  S.  368. 
homologe  Minoren,  S.  42. 
Hyperbelfunctionen,  S.  467. 

hyperbolische  Substitution,  S.  369 ;  -r  Logarithmus,  Neper^scher,  S.  466. 
Hyperdeterminante,  S.  259,  270. 
hyperellipti^che   Riemann'sche   Fläche,    S.   392;    Abersche    Integrale 

S.  399;  Functionen,  S.  449,  461. 
hypergeometrische'Reihe,  S.186;  Reihe  von  Gauss,  S.374;  Function,  S.486. 
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Icosaeder,  Irrationalität  des  -s,  S.  807. 

Icosaedergleichung,  S.  378. 

icosaedrische  Gruppe,  S.  373,  378. 

Ideale,  S.  666. 

ideale  Zahlen  Eummer's,  S.  661. 

identische  Substitutionen,  S.  27;  Transformation,  S.  204;  CoTariante, 
S.  312. 

Identitäten,  fundamentale  für  die  symbolische  Rechnung,  S.  267. 

Ikosaeder  siehe  Icosaeder. 

imaginäre  Einheit,  S.  4. 

implicite  analytische  Darstellung  einer  Function,  S.  11. 

Jmprimitivität  der  Substitutionengruppen,  S.  32;  -ssystem,  S.  33. 

indefinite  quadratische  Form,  S.  326;  Formen,  S.  126. 

/ncftces  der  Binomialcoefßcienten  S.  24;  bei  Congruenzen,  S.  629;  Basis 
des  Systems  der,  S.  629;  der  Invarianten  u.  Covarianten,  S.  269. 

m^m^e^imoZe  Transformation,  S.  206;  Berührungstransformation,  S.  213. 

Instrumente,  analytische,  S.  674. 

integrabeles,  unbeschränkt,  System  v.  Differentialgl.,  S.  189. 

Integrahilitätsfactar,  Euler'scher,  S.  221. 

inte^roZ-kriterium  von  Cauchy  über  die  Convergenz  der  Reihen, 
S.  58;  -rechnung,  S.  128;  obere  u.  untere  Grenze  des  -s,  S.  128; 
singulare,  uneigentliche  -e,  S.  129;  absolut,  einfach  convergente 
uneigentliche,  S.  130;  -function,  S.  182;  Transformation  des 
einfachen  -s,  S.  133;  unbestimmte  -e,  S.  138,  186;  Substitutions- 
verfahren, S.  136;  Grund-e,  S.  136;  -e  rationaler  Funct.,  S.  186; 
irrationaler  Funct.,  S.  138;  trigometr.  Funct.,  S.  140;  von  Funct. 
mit  Exponentialgr. ,  S.  142;  von  Ausdrücken  mit  cyclome- 
trischen  Funct.,  S.  148;  -sinus,  -cosinus,  -logarithmus,  S.  144;  be- 
stimmte u.  uneigentliche  -e,  S.  146;  die  elliptischen,  S.  160;  all- 
gemeine ellipt.,  S.  161;  die  Legendre*sche ,  Weierstrass'sche  Form 
derselben,  elliptische  1*«',  2*",  8*«'  Gattung,  S.  161;  Modul,  Ampli- 
tude, Parameter,  S.  162;  Additionstheorem,  S.  163;  vollständiffe 
Legendre'sche,  S.  166;  vollst.  2**'  Gatt.,  S.  166;  die  Landen'sche 
Transf.  d.  eil.  -e,  S.  167;  Gauss'sche  Transf.  d.  eil.,  S.  168;  die  mehr- 
fachen, S.  160;  Transformation  der  mehrf.,  S.  161;  allgemeines, 
particuläres,  singuläres,  erstes  einer  Differentialgleich.,  S.  168,  186; 
Fundamentalsystem  von  -en,  S.  176;  elliptisches  von  Jacobi,  S.  181; 
vollständiges,  S.  191,  194;  singuläres,  allgemeines,  S.  192;  -func- 
tionen  der  Systeme  v.  Differentialgl.,  S.  188;  -invarianten  bei  Trans- 
formationsgruppen, S.  217;  erste  Variation  der  -e,  S.  237;  Varia- 
tion vielfacher,  S.  248;  Abersche  -e,  S.  887,  897;  hyperellipti- 
sche, elliptische,  S.  399;  normale,  S.  401,  402;  Int.  JT  von  Clebsch 
u.  Gordan,  S.  406;  invariantes,  S.  406,  407;  vollständige  Legendre's, 
S.  418;  Euler'sche  -e,  S.  479. 

Integralrechnung,  S.  128. 

Integraphen,  S.  678. 

Integration,  bestimmte,  S.  128;  unbestinmite,  S.  136;  der  rationalen 
Functionen,  S.  186;  der  irrationalen  Funct.,  S.  188;  trigonometri- 
scher Funct.,  S.  140;  von  Functionen  mit  Logarithmen,  S.  142;  von 
Funct.  mit  Exponentialgrössen,  S.  142;  von  Ausdrücken  mit  cyclo- 
metrischen  Funct.,  S.  148;  unter  dem  Integralzeichen,  S.  184; 
gliedweise   der  Reihen,   S.  184;   theilweise,    S.  186;   binomischer 
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DiflFerentiale,  S.  139;  durch  Reihen,  S.  144;  der  Differential- 
{^leichungen  durch  Reihen,  S.  184;  der  complexen  Functionen,  S.  365. 

Integrator,  S.  679. 

Integrirbarkeit,  S.  128;  der  linearen  Differentialformen,  S.  162. 

integrirende  Factoren,  S.  162,  168. 

InterpolcUion,  -sfunctionen,  S.  226;  -sformeln,  S.  504. 

invariante  Untergruppe  von  Substitutionen,  S.  30;  Maximalonter- 
gruppe,  S.  31;  Untergruppe  einer  Transformationsgnippe,  S.  208; 
Curvenschaar  bei  Transformationsgruppen,  S.  215;  Bildungen  im 
Allgemeinen,  S.  309;  Integrale,  S.  406,  407. 

Invarianten,  endliche  und  Differential-  einer  Transformationsgrappe, 
S.  214;  -theorie  algebraischer  Formen,  S.  246;  binärer  Formen, 
S.  258;  Ordnung,  Index,  Gewicht,  S.  259;  -eigenschafl .  S.  259; 
absolute,  S.  259,  270,  424;  von  geradem  Charakter,  von  unge- 
radem, S.  259;  schiefe,  S.  259,  271;  evidente,  S.  269;  temärer 
Formen,  ihr  Grad,  S.  SV*. 

inverse  Functionen,  S.  12;  Substitutionen,  8.  27;  Transformation, 
S.  204;  Differenzenrechnung,  S.  234. 

Inversion  bei  Permutationen,  S.  22 ;  in  der  Ebene  oder  im  Raum,  S.  869. 

irrationale  Zahlen,  S.  1;  Gleichheit,  S.  1;  Addition,  Subtraction, 
Multiplication,  Division,  Potenziren,  Wurzelausziehen,  S.  2;  alge- 
braische, transcendente,  S.  4;  Exponenten,  S.  3;  Functionen,  S.  12; 
Transformation  von  sin  am,  S.  442. 

Irrationalität  des  Tetraeders,  Octaeders,  Ikosaeders,  S.  307. 

irreducibele  Gleichungen,  S.  96,  104. 

isogonale  Abbildung,  S.  350. 

isolirte  Punkte,  Linien,  S.  353. 

Isomorphismus  von  Substitutionengruppen,  S.  33;  einstufiger,  mehr- 
stufiger, S.  33. 

isoperimetrische  Probleme,  S.  242. 

Kegel functionen,  S.  498. 

Kettenbrüche,  S.  73;  absteigender,  aufsteigender,  Theilzähler,  Theil- 

nenner,  Näherungsbrüche,  S.  74;  periodische,  S.  76. 
Kettenlinie,  S.  251,  252. 
Körper  von  Zahlen,  S.  549;  endlicher,  conjugirte.  Normal-,  Galois'scher, 

S.  550;  Grundzahl,  Discriminante  des  -s,  quadratischer,  S.  551. 
Kreis,    Quadratur  des  -s,   S.  557,  585;   -theilungsgleichung,    S.   95, 

105    555;  -functionen,  S.  467;  inverse  -functionen,  S.  469. 
Kriterium,   logarithmisches   von    Cauchy   über    die  Convergenz   der 

Reihen,  von  Pringsheim,  S.  58;  von  Jamet,  Gauss,  Raabe,  Riemann, 

Dirichlet,  S.  59;  von  Seidel,  8.  76. 
Krümmung,  totale  der  Flächen,  S.  219. 
Kugel  mit  p  Henkeln,  S.  392. 
Kugelf unctionen,  Legendre'sche,  S.  490,  509;  Laplace'sche  S.  495,  611. 

Lambdaique,  S.  271,  303. 

letzter  Multiplicator,  Theorie  von  Jacobi  über  den,  S.  190. 

linear  unstetige  Functionen,  S.  21;  -e  Substitutionen,  S.  36,  368;  ihre 
Gruppen,  S.  371;  -e  Gleichungen,  Systeme  von,  S.  89;  ihre  Matrix, 
S.  89;  ihre  Charakteristik  (Rang),  S.  89;  -e  Differentialformen, 
ihre  Integrirbarkeit,  S.  162;  -e  gewöhnliche  Differentialgl.,  S.  176; 
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•e  Transformationsgruppen ,  S.  208;  -e  Differenzengleichungeii, 
S.  236. 

Linie,  die  elastische,  S.  254;  geodätische,  8.  255;  -n  gleichen  Poten- 
tials, S.  351;  singulare,  S.  358. 

linksseitige  Derivirte,  S.  109. 

Lösung,  doppelte  der  Differentialgleichungen,  S.  176. 

Logarithmen,  natürliche,  S.  354,  464;  ihre  Basis,  S.  464;  Neper'sche, 
hyperbolische,  gemeine.  Briggische,  ihr  Modul,  S.  354,  466. 

logarithmische,  das  -  Kriterium  von  Cauchy,  8.  58;  Reihen,  8.  122;  -r 
Unendlichkeitspunkt,  8.  398;  Function,  S.  464;  Scalen,  8.  576. 

loxodromische  Substitution,  8.  369. 

Mächtigkeit  von  Punktmengen,  8.  10. 

mathematische  Wahrscheinlichkeit,  8.  559;  Hofin ung,  8.  561. 

Mairix,  quadratische,  8.  39;  ihre  Hauptdiagonale,  Hauptelemente 
8.  39;  rechteckige,  S.  42;  Charakteristik  (Hang)  der,  8.  89. 

Maximalunter gruppe,  invariante,  einer  Substitutionengr.,  8.  31. 

Maximum  der  Functionen,  8.  125;  -  u.  Minimum,  relatives,  absolutes 
der  Integrale,  8.  240. 

mehrdeutige  Functionen  complexer  Grössen,  8.  349. 

mehrfache  Integrale,  8.  160. 

Mengen  von  Punkten,  8.  9;  endliche,  unendlich  grosse,  lineare,  T<m 
zwei  Dimensionen,  8.  9;  fiberall  dichte,  pantachische,  von  derselben 
Mächtigkeit,  abzählbare,  i>erfecte,  8.  10. 

meroedrischer  Isomorphismus  der  Substitutionengr.,  S.  83. 

meromorphe  Functionen  complexer  Grössen,  8.  349. 

Messen  der  Flächeninhalte,  8.  683. 

Methode  der  Multiplicatoren  von  Lagrange,  8.  241;  der  kleinsten 
Quadrate,  8.  568. 

Minimalflächen,  8.  255. 

Minimum  der  Functionen,  8.  125. 

Minor  einer  Determinante,  8.  40;  gerader  u.  ungerader  Classe,  S.  40; 
adjungirte,  8.  41;  algebraische,  homologe,  8.  42. 

Mittel,  arithmetisch-geometrisches  von  Gauss,  8.  18,  169;  arithme- 
tisches, 8.  565. 

Mittelwerihsatz  für  Functionen  einer  oder  mehrerer  Variabelen, 
8.  117,  118;  für  Integrale,  8.  131; 

Modul  einer  complexen  Zahl,  8.  4,  538;  einer  Quatemion,  8.  7;  der 
elliptischen  Integrale,  8.  152;  der  linearen  Transformation,  8.  258, 
309;  !*•',  2*"  Gattung,  8.  423;  Legendre'scher,  8.  424;  -gruppe, 
-functionen,  8.  373,  383;  elliptische,  8.  385;  singulare,  8.  445;  der 
Briggischen  Logarithmen,  8.  466;  der  Congruenzen,  8.  521. 

Momente,  statische,  8.  583. 

monodrome  Functionen  complexer  Grössen,  8.  349,  853;  elliptische 
Functionen,  8.  382. 

monogene  Functionen,  8.  348. 

monotone  Functionen,.  8.  111. 

monotrope  Functionen  complexer  Grössen,  8.  849. 

Multiplication  des  Arguments  in  den  elliptischen  Functionen, 
8.  442;  complexe  -  d.  Arg.  in  d.  ellipt.  F.,  8.  445;  -stheorem, 
8.  382. 

Multiplicator,  8.  162,  165,  177;  der  Jacobi'sche,  8.  189;  das  Theorem 
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'  des  letzten  -s  von  Jacobi,  S.  190;  der  Transformation  der  ellipti- 
schen Functionen,  S.  433. 

Näherungsbruch  eines  Kettenbruches,  S.  74. 

Näherungsformeln  für  Quadraturen,  S.  230. 

natürlicher  Logarithmus,  S.  864,  466. 

Nepef scher  Logarithmus,  S.  354. 

Niveaulinien,  S.  360. 

Nomographie,  S.  677. 

Norm  der  complexen  Zahlen,  S.  638,  541;  der  algebraischen  Zahlen, 
S.  661. 

iVorwo^- theiler  einer  Substitutionengruppe,  S.  30;  grösster,  S.  31;  -e 
Formen,  S.  332;  -e  Integrale,  S.  401,  402;  -körper,  S.  660. 

Null-8j9teme,  S.  346;  Ä;-facher  -punkt,  S.  349. 

numerische  Factoren  der  Zusammensetzung  einer  Substitutionengruppe, 
S.  31. 

obere  Grenze  des  Integrals,  S.  128. 

Octaeder,  Irrationalität  des,  S.  807;  -gleichung,  S.  377. 

octaedrische  Gruppe,  S.  373,  377. 

ombrale  Coefficienten  (Invariantentheor.),  S.  266. 

ordinäre  quadratische  Formen,  S.  325;  bilineare  F.,  S.  831. 

Ordnung  der  Substitutionen,  S.  27;  der  Substitutionengmppen,  S.  28; 
des  ifnendlichgrossen  u.  ünendlichkleinen,  S.  106;  der  Invarianten 
u.  Covarianten,  S.  259,  312;  der  algebraischen  Formen,  S.  308;  der 
Transformation  der  ellipt.  Funct.,  S.  433. 

orthogonale  Substitutionen,  S.  37;  Determinanten,  S.  48;  Transforma- 
tion, S.  326,  333. 

orthomorphe  Transformation,  S.  860. 

orthosymmetrische  Determinanten,  S.  44. 

Osdllationstheorem,  S.  180. 

pantachische  Punktmengen,  S.  10. 

Papyrm  Rhind,  S.  658,  638. 

Parabeln,  Beschreibung  von,  S.  683. 

parabolische  Substitution,  S.  368. 

Paradoxon,  Petersburger,  S.  662. 

Parameter  der  ellipt.  Integr.  3*««*  Gatt.,  S.  162. 

particuläres  Integr.  einer  Differentialgleichung,  S.  168. 

partielle  Derivirte,  S.  113;  Differentialgleichung,  S.  167,  191;  Wahr- 
scheinlichkeit, S.  660. 

partitio  numerorum,  S.  643. 

Peninvarianten,  S.  271. 

pentaedrale  canonische  Form  von  Sylvester,  S.  343. 

perfecte  Punktmengen,  S.  10. 

Perioden,  S.  379;  der  T-Function,  S.  482,  483;  der  reducirten  Formen, 
S.  535. 

Periodicität,  S.  368;  -smodul,  S.  398. 

periodische  Gruppe,  Function,  S.  373,  376,  379;  doppelt,  einfach  p. 
Function,  S.  379,  382;  Kettenbrüche,  S.  77. 

Permutation,  S.  22;  gerade,  imgerade,  S.  22. 

Perpetu<int€n,  S.  272. 

persym^netrische  Determinanten,  S.  44. 


Sachregister.  625 

Petersburger  Paradoxon,  S.  662. 

Planimeter,  S.  679. 

Po?-n-Eck,  S.  324. 

Polare,  S.  263. 

Polarenprocess,  S.  264,  318. 

Polarplanimeter  Amsler's,  S.  679. 

Pole,  S.  349,  360,  393. 

polvdrome  Functionen  complezer  Grössen,  S.  349,  353.  ^ 

PcXyederfortnen,  S.  304;  -zahlen,  S.  25. 

polyedrische  Gruppe,  S.  373. 

PoiygonalzMen,  S.  25. 

Polynome,  S.  13;  BemouUi'sche,  S.  471. 

polytrope  Functionen  complexer  Grössen,  S.  849. 

Potentuüfunction,  S.  350. 

Potenz  von  Substitutionen,  S.  27;  -reihen,  S.  64;  -linie,  S.  654. 

jPrtw-zahlen,  Frequenz  der,  S.  144;  -function,  S.  363;  -form,  S.  461; 

-zahlen,  S.  514;  Beciprocitätsgesetz  der  Fnmz.,  S.  526. 
primäre  Zahlen,  S.  538,  542. 
pri^ne  Functionen,  S.  13;  complexe  ganze  Zahlen,  S.  538;  algebraische 

Zahlen,  S.  552. 
primitive  Substitutionengruppen,   S.   33;   Wurzeln   der  Gleichungen, 

S.  96;  Wurzeln  der  Primzahlen,  S.  529. 
Princip  der  Condensation  der  Singularitäten,  S.  110. 
Problem,  das  isoperimetrische,  S.   242;   Newton' sches,   S.  249;    der  , 

Brachistochrone,  S.  250;  Umkehrungs-,  S.  451;  der  Quadratur  des 

Kreises,  S.  557, 586;  Deli'sches  (der  Verdoppelung  des  Cubus),  S.  586. 
Process,   üeberschiebungs-,  S.  264;  Clebsch*scher,  S.  264;    der  Aron- 

hold'sche,  S.  263;  Polaren-,  ß-,  Faltungs-,  Cayley* scher,  S.  264,  318. 
Producte  von  Substitutionen,  S.  27;  unendliche,  S.  69;  convergente, 

S.  69;  unbedingt  convergente,  S.  70;  von  Transformationen,  S.  204. 
Progressionen,  S.  60;  arithmetische  r**'  Ordnung,  S.  68;  geometrische 

r**'  Ordnung,  S.  64. 
Prqjection,  stereographische,  der  Kugel,  S.  371. 
prqjective  Transformationsgruppen,  S.  208;  Eigenschaft  der  Gebilde, 

S.  262. 
pseudoperiodische  Functionen,  S.  382. 
Puf^e,  isolirte,  S.  353;  singulare,  S.  358;  wesentlich  singulare,  S.  360; 

co^jugirte,  S.  461 ;  ausserordentlich  singulare,  S.  349;  reguläre,  S.  349. 
Punktmenpen,  S.  9;   endliche,  unendlicn  grosse,   lineare,    von  zwei 

Dimensionen,   S.  9;   überall  dichte,   pantachische ,   von  derselben 

Mächtigkeit,  abzählbare,  perfecte,  S.  10. 
Punkttransformationen,  S.  210. 
punktweise  oder  punkürt  unstetige  Functionen,  S.  21. 

Quadrate,  Methode  der  kleinsten,  S.  668. 

quadratische  Matrix,  S.  39;  ihre  Hauptdiagonale,  Hauptelemente, 
S.  39;  Formen,  Trägheitsgesetz,  S.  325;  ordinäre,  singulare  -  F., 
S.  325;  binäre  -  F.,  S.  531;  Reste  (Residuum),  S.  524;  -r  Körper, 
S.  551. 

Quadraturen,  Näherungsformeln  für,  S.  230;  -r  des  Kreises,  S.  557,  685. 

Quadrupel,  GöpePsche,  Rosenhain'sche,  S.  456. 

Qitantics,  S.  269. 

Pascal,  Bepertoriam.  L  40 
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quaternäre  quadratische  FormeD,  S.  341;  cubische  F.,  S.  342. 
Quaterni(men,  S.  7;  scalare,  S.  7;  conjugirte,  S.  8. 
Quotient  bei  der  Theilung  von  Functionen,  S.  13. 

Bculicalaxe,  S.  654. 

Randcurve  der  Bereiche,  S.  372;  zugeordnete,  S.  372. 

Rang  der  Determinanten,  S.  328. 

redionale  Function,  S.  11,  849,  360;  Wurzeln  der  Gleichonffen, 
S.  100;  ganze  Functionen  complexer  Grössen,  S.  349;  ganze  Zahlen, 
ihre  Theilbarkeit,  S.  514. 

Jiationalitätsbereich,  S.  549. 

Bechenmaschine,  S.  675. 

Ji^chenschkber,  S.  576. 

Rechenstab,  Neper'scher,  S.  576. 

rechteckige  Matrix,  S.  42;  ihr  Product  nach  Zeilen,  S.  42. 

rechtsseitige  Derivirte,  S.  109. 

Reciprocttäts-8a.iz  von  Thomd,  S.  178;  Legendre'sches  -gesetz  zweier 
Primzahlen,  S.  526;  -theorem  für  biquadratische  Keste  zweier 
complexer  Primzahlen,  S.  541 ;  -theorem  für  cubische  Beste,  S.  642. 

Reciprokatite,  Schwarz'sche,  absolute,  S.  272. 

reciprokante  Differentialinvariante  bei  Transformationsgruppen,  S.  217. 

reciproke  Determinanten,  S.  42;  Gleichungen,  S.  83;  lineare  Trans- 
formationen, S.  258;  r.  Transform.,  S.  309. 

reducirt^  Formen,  S.  533;  Perioden  der  -n  Formen,  S.  535. 

reelle  Zahlen,  S.  3;  Wurzeln  der  Gleichungen,  S.  98;  annähernde  Be- 
stimmung derselben,  Grenzen,  S.  101. 

reguläre  Functionen  complexer  Grössen,  S.  349. 

Reihe  der  Zusammensetzung  einer  Substitutionengruppe,  S.  31;  -n, 
S.  55;  convergente,  divergente,  unbestimmte  -n,  Best  der  -n,  einfache, 
doppelte  etc.,  complexe,  bedingt  oder  einfach  convergente,  un- 
bedingt convergente,  S.  55;  gleichmässig  convergente,  S.  56;  von 
Functionen,  S.  66,  68;  harmonische,  S.  62;  Convergenzbereich,  S.  66; 
geometrische,  S.  64;  gliedweise  Differentiation  der  -n,  S.  112;  Ent- 
wickelbarkeit  der  Functionen  in  -n,  S.  118;  binomische,  geome- 
trische, Exponential-,  goniometrische,  S.  121;  logarithmische,  cyclo- 
metrische,  S.  122;  gliedweise  Integration  der  -n,  S.  134;  Integration 
durch  -n,  S.  144;  hypergeometrische,  S.  186;  hypergeometriscne  von 
Gauss,  S.  374;  Theta-,  S.  462;  trigonometrische,  S.  606;  Fourier'- 
sche,  S.  506. 

Relationen,  bilineare,  zwischen  den  Periodicitätsmoduln,  S.  400. 

relatives  Maximum  und  Minimum  der  Integrale,  S.  240. 

Residuen  einer  Function,  S.  358,  393. 

Residuum,  quadratisches,  S.  525. 

Resolcente  von  Gleichungen,  S.  93;  Galois'sche  einer  Gleichung,  S.  104; 
allgemeine,  S.  104. 

Reste,  S.  522;  quadratische,  S.  524;  dritter  u.  höherer  Ordnung,  S.  628; 
biquadratische,  S.  538;  cubische,  S.  642;  bei  der  Theilung  von 
Functionen,  S.  13;  der  Beihen,  S.  55;  der  Taylor'schen  Formel, 
S.  119. 

Restsatz,  S.  408. 

Resultante  von  Gleichungen,  S.  86;  -,  S.  274,  320,  822. 

Rotationskörper  von  geringstem  Widerstand,  S.  249. 
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Saiten,  schwiDgende,  S.  194. 

Satz  von  der  Umkehrang  der  DifferentiationeD,  S.  114;  über  die 
totalen  Differentiale,  S.  116.     Siehe  auch  „Theoreme". 

Scalar,  S.  7. 

Scalen,  logarithmische,  S.  576. 

Schar  von  Transformationen,  S.  209;  syzygetische,  S.  888. 

fichiefe  Determinante,  S.  43;  Invariante,  S.  269;  Formen,  S.  271. 

schiefsymmetrische  Determinante,  S.  43. 

Schwankung  einer  Function,  S.  19. 

Schwerpunkt,  S.  584. 

Schwester  formen,  S.  296. 

schwingende  Saiten,  S.  194. 

semidefinite  Formen,  S.  126. 

Semincarianten,  S.  272. 

simultane  Differentialgleichungen,  S.  188;  Integralfonctionen,  S.  188. 

singulare  uneigentliche  Integrale,  S.  129;  Moduln,  S.  446;  -s  Integral 
einer  Differentialgleichung,  S.  168,  192;  quadratische  Formen, 
S.  325;  bilineare  Formen,  S.  831;  Punkte,  ausserwesentlich,  S.  349, 
368;  wesentlich,  S.  360;  Linien,  S.  353. 

Singularitäten,  Condensation  der,  S.  110. 

sinus  amplitudinis,  S.  417;  hyperbolicus,  S.  470. 

skew  quantics,  S.  271. 

sj)ecielle  Gleichungen,  S.  103;  Gruppen,  Function,  S.  395. 

Spiegelung  an  einer  Geraden,  S.  370. 

Spitze  eines  Bereichs,  S.  373. 

Spitzenverzweigung,  S.  389. 

Sprung  der  Function,  S.  21. 

statisme  Momente,  S.  583. 

stereographische  Protection  oder  Abbildung  der  Kugel,  S.  371. 

stetige  Functionen,  S.  19;  gleichmässig  st.  Functionen,  S.  20. 

Stetigkeitsbereich  der  Function,  S.  353;  Grenzstellen  des  -s,  8.  363. 

Stromcurven,  S.  351. 

Stufe  der  algebraischen  Form,  S.  308. 

Subdiscriminante,  S.  278. 

Substitutionen,  S.  27;  Productj  Potenz  der,  identische,  vertauschbare, 
inverse,  Ordnung  der,  cyklische,  S.  27;  gerade,  imgerade,  S.  28; 
ähnliche,  S.  29;  Transformirte  der,  S.  30;  lineare,  geometrische, 
S.  86;  orthogonale,  AbeFsche,  S.  37;  lineare,  parabolische,  S.  368; 
Gruppe  von,  S.  371;  hyperbolische,  elliptische,  loxodrome,  S.  369; 
elementare,  S.  436;  eigentliche,  uneigentliche,  S.  632. 

Substitutionengruppen,  S.  27,  28;  Ordnung,  Untergruppe,  Theiler, 
symmetrische,  altemirende,  S.  28;  ähnliche,  S.  29;  Untergruppe, 
Normaltheiler,  S.  30;  zusammengesetzte,  Reihe  der  Zusammen- 
setzung, numerische  Factoren  der  Zusammensetzung,  invariante 
Maximaluntergruppe,  Transitivität  der,  S.  31;  Imprimitivität 
der,  S.  32;  primitive,  isomorphe,  einstufig,  mehrstufig  isomorphe, 
S.  33;  zu  den  -  gehörige  Functionen,  S.  34;  arithmetische,  S.  86:' 
discontinuirliche,  S.  204. 

Substitutionsverfahren  zur  Ermittelung  von  Integralen,  S.  136. 

Summe  von  Charakteristiken,  S.  465. 

Symbol,  Legendre'sches,  S.  626;  Eisenstein'sches,  S.  642;  Jacobi'sches, 
S.  640. 
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symbolische  Darstellung,  S.  256;  Coefißcienten,  S.  266. 

symmetrische  SubstitutioneDgnippen,  S.  28;  Ftmctionen,  S.  84;  Deter- 
minanten, S.  43;  Functionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung,  S.  80; 
Gruppe  einer  Gleichung,  S.  104. 

synectische  Functionen  complezer  Grössen,  S.  349,  361. 

Systeme  von  linearen  Gleichungen,  ihre  Matrix,  S.  89;  von  Differen- 
tialgleichungen, unbeschränkt  integrabele,  S.  189;  Tollstöndige 
partieller  Infferentialgleichungen,  S.  194;  von  simultanen  Diffe- 
rentialgleichungen, von  Integralfunctionen,  S.  187 ;  volle  invarianter 
Formen,  S.  278. 

syzygetische  Schar,  S.  338. 

Syzygien,  S.  271. 

Tabellen,  graphische,  S.  677. 

ternäre  Form  4^"^  Ordnung,  S.  339. 

Tetraeder,  Irrationalität  des  -s,  S.  307. 

Tetraedergleichung,  S.  377. 

teiraedrische  Gruppe^  S.  373,  376. 

Theübarkeit  der  rationalen  ganzen  Zahlen,  S.  614;  der  algebraischen 
ganzen  Zahlen,  S.  551. 

Theiler  einer  Substitutionengruppe,  S.  28 ;  gr6sster  gemeinschaftlicher 
von  Functionen,  S.  13. 

Theilnenner  eines  Eettenbruches,  S.  74. 

Theil Zähler  eines  Eettenbruches,  S.  74. 

Theoreme  vom  Mittelwerth,  S.  117;  von  der  Differentiation  bez.  In- 
tegration unter  dem  Integralzeichen,  S.  134.     Siehe  auch  „Satz^^ 

Thetafunction,  Fuchs*sche  u.  Klein'sche,  S.  386;  Jacobi'sche,  S.  410. 

total  unstetige  Function,  S.  21. 

totale  Differentialgleichung,  S.  165,  189,  199;  Krümmung  der  Flächen, 
S.  219;  Wahrscheinlichkeit,  S.  560. 

totales  Differential,  S.  116. 

Trägheitsgesetz  quadratischer  Formen,  S.  325. 

transcendente  irrationale  Zahlen,  S.  4;  Functionen,  S.  12;  Functionen 
complexer  Grössen,  S.  349,  354;  Zahlen,  S.  549,  556. 

transcendenter  Winkel  Lamberts,  S.  470. 

Transformation  der  Gleichungen,  S.  81;  die  Tschimhausen'sche,  S.  82; 
des  einfachen  Integrals,  S.  133;  der  elliptischen  Integrale,  die 
Landen'sche,  S.  167;  die  Gauss'sche,  S.  168;  der  mehifachen  In- 
tegrale, S.  161;  identische,  inverse,  Product,  S.  204;  Cremona'sche, 
birationale,  S  205;  infinitesimale,  S.  206;  imabhängige,  S.  206; 
der  zweiten  Variation,  S.  246;  Modul  der  linearen,  S.  258;  reci- 
proke  lineare,  S.  258;  Modul  der,  S.  309;  reciproke,  S.  809;  ortho- 
gonale, S.  326,  333;  unimodulare,  S.  331;  orthomoiphe,  S.  360; 
homographische,  S.  368;  durch  reciproke  Radienvectoren,  S.  369; 
der  elliptischen  Functionen,  Multiplicator,  Ordnung,  S.  433;  ir- 
rationale von  sin  am,  Landen ^sche,  Gauss'sche,  S.  442. 

Transformationen,  Scharen  von,  S.  209. 

Transformationsgruppen,  S.  204;  continuirliche ,  S.  204;  endliche  r- 
gliedrige,  ähnliche,  S.  205;  projective,  allgemeine  lineare,  in- 
variante, ausgezeichnete  Untergruppe,  transitive,  gemischte,  S.  208; 
continuirliche,  endliche,  unendliche,  S.  209;  enmiche  Invarianten 
der,    S.    214;    invariante    Curvenschar,    erweiterte,    Differential- 
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invarianten  der,  S.  215;  Differentialparameter  der,  S.  216;  Reci- 

prokante  der,  Integralinvarianten  der,  S.  217. 
Transformirte  einer  Substitation,  S.  80. 
transitive  Transformations^ppen,  S.  208. 
Transitivität  der  Substitutionengruppen,  S.  31. 
Transposition  bei  Substitutionen,  S.  28. 
Trennung  der  Wurzeln  einer  Gleichung,  S.  102. 
trigonometrische  Reihen,  S.  606. 
triviale  Typen  der  automorphen  Formen,  S.  306. 
typische  Darstellung  der  binären  Formen,  S.  296;  canonische  Form, 

S.  298. 

Ueberschiebungsprocess,  S.  264. 

üebertragunasprincip,  Clebsch^sches,  S.  317. 

ultraelliptisaie  Functionen,  S.  451. 

Umkehrung  der  Differentiationen,  S.  114. 

Umkehrungsproblem,  S.  451. 

Umkehrungsiheorem  von  Hermite,  S.  279,  316;  Jacob^s,  S.  449. 

utwbhängige  Variabele,  S.  11;   infinitesimale  Transformation,  S.  206. 

unbedingt  convergente  Reihen,  S.  55;  convergente  unendliche  Pro- 
ducte,  8.  70;  converffentes  uneigenUiches  Integral,  S.  130. 

unbeschränkt  integrabeles  System  von  Differentialgleichungen,  S.  189, 
199. 

unbestimmte  Reihen,  S.  55;  Formen,  S.  123;  Gleichungen,  S.  545. 

unbestimmtes  Differenzenintegral,  S.  234;  Integral,  S.  133,  135. 

uneigentliche  bestimmte  Integrale,  S.  129,  145;  singulare  best.  I.,  un- 
bedingt convergente,  bedingt  convergente,  S.  ISO;  Substitution, 
S.  532. 

unendliche  Producte,  convergente,  S.  69 ;  unbedingt  convergente,  S.  70 ; 
Transformationsgruppen,  S.  209. 

das  Unendlichgrosse f  o.  106;  seine  Ordnung,  S.  106. 

Unendlichkeitspunkt,  logarithmischer,  algebraischer,  S.  398. 

das  Unendlichkleine,  S.  107;  seine  Ordnung,  S.  107;  gleichm&ssige 
Convergenz  gegen  Null,  S.  108. 

ungerade  Permutationen,  S.  22;  Substitutionen^  S.  28. 

ungerader  Charakter  der  Invarianten,  S.  259. 

unimodfdare  Transformation,  S.  331. 

unstetige  Fijinctionen ,  S.  19;  punktweise  oder  punktirt;  total  oder 
linear,  S.  21. 

Unstetigkeit,  hebbare,  gewöhnliche  der  ersten  Art,  der  zweiten  Art, 
8.  21. 

Unterdeterminante,  8.  40. 

untere  Grenze  der  Integrale,  S.  128. 

Untergruppe  einer  Substitutionen^ruppe,  8.  28;  invariante  oder  aus- 
gezeichnete U.  oder  Normaltheiler,  S.  30. 

Variabele,  unabhängige,  S.  11;  Functionen  der  complexen  -n,  S.  348. 

Variabelenreihen,  cogrediente,  contragrediente ,  8.  258,  311;  digre- 
diente,  8.  311. 

Variation  der  Constanten,  S.  179,  190;  erste  der  Integrale,  S.  237; 
zweite,  8.  244;  Transformation  der,  8.  246;  der  vielfachen  Inte- 
grale, S.  248. 
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VaricUionsrechnung,  S.  237;  Fundamentallemma  der,  S.  239;  Grenzen- 
gleichung  der,  S.  240;  relatives,  absolutes  Maximum  der  Integrale, 
S.  240. 

Vector  einer  Quatemion,  S.  7. 

vereinigt  liegende  Formen,  S.  323. 

Versetzung  bei  der  Permutation,  S.  22. 

vertauschhare  Substitutionen,  S.  27. 

verwandte  Functionen,  S.  488. 

Verzweigungen,  S.  387,  388. 

vielfache  mirzeln  von  f{x)  =  0,  S.  13;  Wurzeln  der  Gleichungen. 
S.  98;  Variation  der  -n  Integrale,  S.  248. 

volle  Systeme,  IS.  278. 

vollkofnmene  Zahlen,  S.  516. 

vollständig  integrirbares  System  von  Differentialgleichungen,   S.  199. 

vollständige  Legendre'sche  Integrale,  S.  166,  418;  Integrale  2**'  Gat- 
tung, S.  165;  Integrale  partieUer  Differentialgleichungen,  S.  191, 
194. 

vollständiges  System  partieller  Differentialgleichungen,  S.  194,  199. 

ivachsende  Functionen,  S.  126. 

uahrscheifüicher  Werth,  S.  661,  666;  Fehler,  S.  569. 

Wahrscheinlichkeit f  mathematische,  S.  669 ;  partielle,  totale,  zusammen- 
gesetzte, S.  660. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung f  S.  559. 

Wechsel  bei  den  Gliedern  einer  Gleichung,  S.  98. 

Werth,  wahrscheinlicher,  S.  661,  666. 

Winkel,  transcendenter  Lamberts,  S.  470. 

winkeltreue  Abbildung,  S.  360. 

wirkliche  Coefficienten,  S.  266. 

Wurzel  einer  Gleichung,  S.  79;  ihre  symmetrischen  Functionen,  S.  80; 
primitive,  S.  96;  vielfache,  reelle,  complexe,  S.  98;  Ä:-fache,  S.  13, 
349;  rationale  einer  Gleichung,  S.  100;  annähernde  Bestimmung 
der  reellen,  ihre  Grenzen,  S.  101;  Trennung  der,  S.  102;  Cyclus 
von,  S.  388;  primitive  einer  Primzahl,  S.  529;  algebraischer 
Gleichungen,  S.  684. 

Zahlen,  irrationale,  S.  1 ;  Gleichheit,  S.  1 ;  Addition,  Subtraction,  Mul- 
tiplication,  Division,  Potenziren,  Wurzelausziehen,  S.  2;  algebraische, 
irrationale,  transcendente,  S.  4;  reelle,  S.  3;  complexe,  S.  4;  reeller, 
imaginärer  Theil  der  complexen,  conjugirt  complexe,  S.  4; 
figurirte,  S.  26;  ßemoulli'sche,  Euler'sche,  S.  60,  471,  474;  ganze 
rationale,  S.  514;  vollkommene,  Euclid'sche,  S.  516;  befreundete, 
S.  517;  ganze  complexe,  S.  538;  gerade,  ungerade,  halbgerade  ganze 
complexe,  S.  538 ;  associirte,  primäre  g.  c,  S.  638,  541 ;  prime  g.  c, 
8.  538,  541;  ganze  complexe  aus  dritten  Wurzeln  der  Einheit  zu- 
sammengesetzte, S.  541;  conjugirte,  S.  541;  ZerfälJung  der,  S.  543; 
Darstellung  der  Z.  durch  Summen  von  Quadraten,  S.  546;  algebra- 
ische transcendente ,  S.  549;  Discriminante  von^  ideale,  Theil- 
barkeit  der  ganzen  algebraischen,  S.  561;  ihre  Einheit,  associirte, 
congruente,  S.  552;  zerlegbare,  prime,  zusammengesetzte,  S.  653; 
transcendente,  S.  556;  tt,  e,  S.  464,  667,  558;  Ludolfsche,  S.  557; 
Gesetz  der  grossen,  S.  562. 
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die  Zahlenfunction  E{x),  S.  620. 
Zahlkörper,  S.  649. 
Zerfällung  der  Zahlen,  S.  543. 
zerlegbare  algebraische  Zahlen,  S.  663. 
Zerlegung  rationaler  gebrochener  Zahlen,  S.  14. 
zugeordnete  Formen,   S.  312;  Randcurven  oder  Grenzlinien  der  Be- 
reiche, S.  372. 
zusammengesetzte  Functionen,  S.   12;   Snbstitutionengruppen,    S.  31; 
,    algebraische  Zahlen,  S.  663;  Wahrscheinlichkeit,  S.  660. 
Zusammensetzung,  Reihe  der,  einer  Substitutionengruppe,  S.  31. 
Zwischenformen,  S.  270,  312. 


Nach  Autoren  benannte  Theoreme,  Formeln, 
Functionen,  Reihen,  Determinanten  etc. 


AbeVsche  Functionen,  S.  449;  Gruppe,  S.  87;  Gleichungen,  S.  105; 
Integrale,  S.  387,  397 ;  hyperelliptische,  elliptische  Integrale,  8.  899 ; 
Substitutionen,  S.  37;  Theoreme,  S.  20,  407;  Satz  über  Potenz- 
reihen, S.  65. 

(l'Älembert'sches  Theorem,  S.  79. 

Ampere'sches  Theorem  (DiflFerenzenr.),  S.  228. 

Anisleys  Polarplanimeter,  S.  679. 

AppelVsches  Theorem  über  lineare  Differentialgl ,  S.  177. 

Aroiihold' scher  Process,  S.  263. 

BernotilWsche  Differentialgleichung,  S.  171,  188;  Gleichung  für 
schwingende  Saiten,  S.  194;  Function,  Zahlen,  -s  Polynom,  S.  471; 
-8  Theorem,  S.  562;  Zahlen,  S.  60,  122,  123,  148,  226,  286. 

JBesseVsche  Cylinderfunctionen,  S.  498;  Function,  S.  141;  Differential- 
gleichung, S.  186. 

Binet-Caudiy' scher  Satz  über  das  Product  zweier  Determ.,  S.  41. 

Du  Bois-Reymond'sche  Theoreme,  S.  130,  608. 

jBorchardfsch€s  Theorem  über  die  Wurzeln  d.  Gleich.,  S.  100. 

Briggischer  Logarithmus,  S.  466. 

BriWsche  Form,  S.  302. 

Bring'sche  Form,  S.  300. 

Brioschi'sche  Form,  S.  301. 

Brioschi'Maschke'sche  Form,  S.  302. 

Budan' scher  Satz  über  die  Wurzeln  d.  Gleich.,  S.  99. 

Cantofscher  Satz,  S.  20,  508. 

Car danische  Formel  für  cubische  Gleichungen,  S.  91. 

Cartesius^sches  Theorem  über  die  Wurzeln  d.  Gleich.,  S,  99. 

Casorati'sche  Sätze,  S.  51,  52. 

CaMan'sche  Formel  für  unendliche  Producte,  S.  71. 

Caiichy'sche   Form   för   den   Rest   der   Taylor'schen  Reihe,    S.   118; 

-8  Integralkriterium,  S.  58;  logarithmisches  Kriterium  der  Convergenz 

der  Reihen,  S.  58;  Determinante,  S.  46;   Sätze,  S.  20,  44,  67,  60, 

111,  357,  358,  362,  388;  Formel,  S.  604. 
Caiichy-Binef  scher  Satz  über  das  Product  zweier  Determ.,  S.  41. 
Cayley'sche  Form,  S.  336,  337;  -r  Process,  S.  264. 
Clairaufsche  Differentialgleichung,  S.  175. 
Clehsch'sche  Theoreme,  S.  52,  261,  311;  -r  Process,  S.  264;  -s  Ueber- 

tragungsprincip,  S.  317;  Covariante,  S.  340. 


Nach  Autoren  benannte  Theoreme,  Formeln,  Functionen  etc.    633 

(^b8ch'Gordan*8che  Formel,    S.  262,  267,  311,  346;   -s  J7-Integral, 

S.  405. 
Cotes^scJie  Näherungsformel  für  Quadraturen,  S.  231. 
Cremona'sche  Transformationen,  S.  205. 

Darboua^sche  Differentialgleichungen,  S.  174;  partielle  Differential- 
gleichungen, S.  196. 

Delaunay'sche  Formel  (Variationsrechnung),  S.  248. 

Dirichkfs  Satz  über  die  Convergenz  der  Iteihen,  S.  59;  Formel,  S.  492; 
Bedingungen,  S.  506;  Theoreme,  S.  506,  515. 

Eisenstein* sches  Symbol,  S.  542;  -sehe  Sätze,  S.  547. 

Euclid'sche  oder  vollkommene  Zahlen,  S.  516. 

EuUr^s  Additionstheorem,  S.  154,  408;  Constante  oder  Mascheroni*- 

sehe  Const.,   S.  72,  145,  148,  476,  481;  Function  2**'  Art.   S.  148; 

elliptische    Differentialgleichung,     S.    154;     Differentialgleichung, 

S.  174;  Formel  für  Differenzenintegrale,  S.  235,  476;  Formel,  S.  522; 

Functionen,  S.  479;  Methode  zur  Auflösung  der  isoperimetrischen. 

Probleme,  S.  242;   Integral,  S.  479;  Integrabilitatsfactor,  S.  221; 

partielle   Differentialgleichung,    S.    194;    Gammafunction,    S.    73; 

Satz  über  die  Eettenbrüche,  S.  76;  Satz  über  partielle  Derivirte, 

S.  115;  Zahl  e,  S.  558;  Zahlen,  S.  122,  471,  474. 

Fermafs  Sätze  über  die  Polygonalzahlen,  S.  26,  545,  547;  sonstige 

Sätze,  S.  522,  529. 
Fourier's  Satz  über  die  Wurzeln  einer  Gleichung,  S.  102;  ein  anderer 

Satz,  S.  500;  -sehe  Reihen,  S.  109,  506,  579. 
FroheniuH' scher  Satz  über  Determinanten,  S.  49. 
Fuchs' sehe  Gruppe,  Functionen,  S.  373,  385;  Thetafunction,  S.  386. 

Galois^sche  Theorie  der  Anwendung  der  Substitutionen  auf  die  al- 
gebraischen Gleichungen,  S.  38,  103;  Gruppe  einer  Gleichung, 
S.  103;  Resolvente  einer  Gleichung,  S.  104;  Gleichungen,  S.  105; 
-scher  Körper,  S.  550;  Resolvente,  S.  550. 

Gauss'sche  Theoreme,  S.  18,  535;  -sches  oder  d'Alembert^sches 
Theorem,  S.  79;  -sches  Kriterium  der  Convergenz  der  Reihen, 
S.  59;  Transformation  der  ellipt.  Integr.,  S.  158;  -sches  arithmetisch- 
geometrisches Mittel,  S.  159;  Differentialgleichung,  S.  186;  Formel 
in  der  Differenzenrechn. ,  S.  229;  Näherungsformel  für  Quadra- 
turen, S.  231;  hypergeometrische  Reihe,  S.  374;  Transformation, 
S.  442;  Reihe,  S.  490;  ganze  complexe  Zahlen,  S.  538;  -sches  In- 
tegral ö(0,  S.  567,  572. 

Genocchi*sche  Formel  in  der  Differenzenrechn.,  S.  228. 

Girard*sche  Formeln  über  die  Functionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung, 
S.  80. 

GöpeVsche  Quadrupel,  S.  456. 

Gordan* sches  Theorem  über  Invarianten,  S.  278;  -sehe  Fundamental- 
combinante,  S.  322;  -scher  Faltungsprocess,  S.  264. 

GreeWs  Formel  für  mehrfache  Integrale^  S.  161. 

HankeVsche  Determinante,  S.  44;  -s  Princip  der  Condensation  der 
Singularitäten,  S.  110. 
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JHarriot's  Theorem  über  die  Wurzeln  der  Gleichungen^  S.  99. 

Beiue'sche  Facultäteo,  S.  72. 

HermiWftche  Form,  S.  300;  -sches  Umkehrungstheorem,  S.  279,  316; 

-sehe  Formeln,  S.  621. 
Hesse' sehe  Determmasite,  S.  53,265,278,320,  337,  338;  -sches  Theorem 

über  Determinanten,  S.  53;  canonische  Form,  S.  839. 

Icory  und  Jacobi'sche  Formel,  S.  491. 

Jacobi'sche  Symbole,  S.  43;  Determinante  oder  Functionaldet.,  S.  51, 
265,  320;  Formeb,  S.  53,  412;  -sches  Theorem  über  die  Trans- 
formation der  mehrfachen  Integrale,  S.  161;  Differentialgleichung, 
S.  173;  elliptisches  Integral,  S.  181;  -scher  Multiplicator,  S.  189; 
-sches  Theorem  des  letzten  Multiplicators,  S.  190;  Methode  der 
Integration  partieller  Differentialgleichungen,  S.  193;  Systeme  von 
Differentialgleichungen,  S.  194,  200;  Identität,  S.  207;  das  erste  J. 
Theorem,  S.  246;  das  zweite,  S.  247;  Transformation,  S.  247; 
Thetafunctionen,  S.  410;  elliptische  Functionen,  S.  416;  ümkehrungs- 
problem,  S.  449;  Symbol,  S.  527,  540. 

Jacobi  und  Ivoiy*sche  Formel,  S.  491. 

Jarnefs  Kriterium  der  Convergenz  der  Reihen,  S.  59. 

Jerrard'scht  Form,  S.  301. 

Jordanischer  Satz  über  zusammengesetzte  Substitutionengruppen,  S.  31. 

Jourien' scher  Satz  über  die  Wurzeln  der  Gleichungen,  S.  99. 

Klein' sehe  Gruppe,  S.  373;  Functionen,  S.  385;  Thetafunction,  8.  386; 

ff-Functionen,  S.  460;  Primform,  S.  461. 
Kramp'sche  Facultäten,  S.  72. 
Kummer" sches  Theorem  über  die  Reihen,  S.  67;  -sehe  Fläche,  S.  456; 

-8  ideale  Zahlen,  Ö.  551. 

Lagrange' scher  Satz  über  die  Substitutionengruppen  der  Functionen, 
S.  35;  Satz  über  die  oberen  Grenzen  der  reellen  Wurzeln  einer 
Gleichung,  S.  102;  -sehe  Form  für  den  Rest  der  Taylor'schen  Reihe, 
S.  118;  -sehe  L^ung  der  Differentialgleichungen,  S.  192;  -sehe 
Interpolationsformel,  S.  229,  -sches  Problem  m  der  Variations- 
rechnung, S.  241;  -sehe  Methode  der  Multiplicatoren,  S.  241;  -sehe 
Formel,  -sehe  Reihe,  S.  504;  -scher  Satz,  S.  626. 

Laauerre' scher  Satz  über  die  Wurzeln  der  Gleichungen,  S.  99;  über 
das  Geschlecht  einer  holomorphen  Wurzel,  S.  363. 

Lamhert'sche  Reihe,  S    69;  -scher  transcendenter  Winkel,  S.  470. 

Lame' sehe  Functionen,  S.  502. 

Landen' seht  Transformation  der  ellipt.  Integrale,  S.  157;  Transfor- 
mation, S.  442. 

Laplace'sche  gewöhnliche  Differentialgleichungen,  S.  180;  partielle 
Differentialgleichungen,  S.  195;  Differentialgleichungen  (compleze 
Grössen),  S.  350;  Formeln,  S   492;  Kugelf unctionen,  S.  495. 

LaurenVsche  Reihe  (complexe  Variabelen),  S.  360;  Formel,  S.  604. 

Legendre'scht  Form  der  elliptischen  Integrale,  8.  151;  Tollständige 
Integrale,  S.  155,  418;  Beziehungen  zwischen  elliptischen  Integralen, 
S.  156;  Differentialgleichung,  S.  186;  Transformation,  S.  212; 
-scher   Modul,    S.    385,    424;    Integrale    S.  486;    Kugelfunctionen, 
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S.  232,  490;  Formel,  S.  494,  610;  -sches  Symbol,  S.  626,  627: 
-scher  Reciprocitätssatz,  S.  62.6. 

Leibfiitz'scfie  Formel,  S.  558. 

lAbrVsches  Theorem  über  die  Integration  der  linearen  Differential- 
gleichungen, S.  177. 

LiouvilWsche  Formel,  S.  177;  Differentialgleichung,  S.  184;  partielle 
Differentialgleichung,  S.  195;  -scher  Satz,  S.  380,  381. 

Lipschitz* scher  Satz,  -sehe  Bedingungen,  S.  507. 

Ludolfsche  Zahl  «,  S.  557. 

Maclaurin'sche  Formel,  S.  118,  504;  -scher  Satz  über  die  obere  Grenze 

der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung,  S.  101. 
Masch€roni*8che  oder  Euler'sche  Constante,  S.  477. 
{Adolf)  Mayer* sches  Problem  in  der  Variationsrechnung,  S.  241. 
Mertens'sche  Function  ft,  S.  620. 

Mittag-Lefflefsche  Formel,  S.  604;  -sches  Theorem,  S.  364. 
Moivre^sche  Formel,  S   5. 
Monge'sche  Differentialgleichung,  S.  174. 

Neper' scher  Logarithmus,  S.  354,  466;  Rechenstab,  S.  675;  Zahl  «, 
S.  62,  71,  77,   121,  464,  556. 

Neumann  sehe  Kugel,  S.  351. 

Newtofi^sche  Formeln  für  die  Functionen  der  Wurzeln  einer  Gleichung, 
S.  80;  -scher  Satz  über  die  Grenzen  der  reellen  Wurzeln  einer 
Gleichung,  S.  101 ;  -sches  Theorem  über  die  Trennung  der  Wurzeln 
einer  Gleichung,  S.  102 ;  Formel  in  der  Differenzenrechnung,  S.  229 ; 
-sches  Problem  in  der  Variationsrechnung,  S.  249. 

Ostrogradky's  Formel  in  der  Variationsrechnung,  S.  248. 

Pascal's  arithmetisches  Dreieck,  S.  25. 

PelVsche  Gleichung,  S.  533,  536. 

^aff scher  Ausdruck,  S.  43;  -sehe  Gleichungen,  S.   189,  199;  -sehe 

Methode  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen,  S.  193; 

-sches  Problem,  S.  199. 
Picard* sches  Theorem  über  complexe  Functionen,  S.  361. 
Poisson'sches  Symbol,  S.  212;  Gesetz  der  grossen  Zahlen,  S.  567. 
Pringsheim's  Kriterium  der  Conyergenz  der  Reihen,  S.  58;  Satz  über 

die  Entwickelbarkeit  der  Functionen  in  Taylor'sche  Reihen,  S.  120. 
Prym* sches  Theorem,  S.  484. 

Paabe's  Satz  über  die  Reihen,  S.  57,  59;  Integral,  S.  485. 

Biccati's  Differentialgleichung,  S.  171,  185,  187;  Differentialgleichung 
2.  Ordnung,  S.  172;  allgemeine  Differentialgleichung,  S.  173. 

2?iewk*wn'«  Satz  über  die  Convergenz  der  Reihen,  S.  60;  Theorem  über 
die  Integrirbarkeit  der  Functionen,  S.  130;  Fläche,  S.  390;  ihre 
Blätter,  Querschnitte,  S.  391;  vom  Geschlecht  p,  S.  392;  hyper- 
elliptische, elliptische,  K.  392;  einfach  zusammenhängende,  S.  392; 
Functionen  auf  R.  Fläche,  S.  393;  Theorem,  S.  395;  Relationen, 
S.  403;  Sätze,  S.  507. 

Biemann-BocK sches  Theorem,  S.  395,  404. 
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RoW scher  Satz  über  die  Wurzeln  Ton  Gleichungen,    S.  98;  -sches 

Theorem  vom  Mittelwerth,  S.  117. 
Rosenhain' sehe  Quadrupel,  S.  466. 
RoWsche  Maschine,  S.  675. 
Ruffini's  Theorem  über  die  Auflösung  der  Gleichungen,  S.  106. 

Schwarz* sehe  Differentialinvariante,  S.  216;  Reciprokante,  S.  272. 

SeideVs  Kriterium  der  Convergenz  der  Eettenbrüche,  S.  76. 

Simpson'sche  Näherungsformel  für  Quadraturen,  S.  230. 

{Henry)  Smüh'sche  Determinante,  S.  48. 

Sttrn'sche  Determinante,  S.  47;  Formeln,  S.  621. 

Stieltjes'sches  Theorem  über  Determioanien,  S.  49. 

Stirling'sche  Formel,  S.  17,  663. 

Stokes'sche  Formel  für  mehrfache  Integrale,  S.  162. 

Studnicka*sche  Formeln  in  der  Differenzenrechnung,  S.  226. 

Stürmische  Reihe,   S.  100;   -sches  Theorem  über   die  Wurzeln   der 

Gleichungen,  S.  100,   101;  Theorem  oder  Oscillationstheorem  für 

lineare  Differentialgleichungen,  S.  180. 
Sylvesttr'sche   Reciprokante,   S.   216;   -scher  Satz   über   Invarianten, 

S.  300;  pentaedmle  canonische  Form,  S.  343. 

Taylor'scke  Reihe,  S.  120. 

Taylor- Maclamin' sehe  Formel,  S.  118,  604. 

Thomas' scher  Arithmometer,  S.  676. 

Thome's  Reciprocitätssatz,  S.  178. 

TiUot's  Satz  über  die  obere  Grenze  der  Wurzeln  einer  Gleichung, 

S.  102. 
Tschehyschefr sches  Theorem,  S.  616;  -sehe  Rechenmaschine,  S.  676. 
Tsdiimhausen'sche  Transformation  der  Gleichungen,  S.  82,  301. 

Vandermonde'sche  Determinante,  S.  46. 

Wallis' sehe  Formel  für  unendliche  Producte,  S.  71;  Formel^  S.  668. 

Waring^sche  Formeln  für  die  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen, 
S.  81 ;  -sches  Theorem  vom  Mittelwerth,  S.  117. 

Weierstrass,  Theoreme  über  die  Grenzen  einer  Function,  S.  19;  über 
symmetrische  Determinanten,  S.  44;  über  die  Potenzreihen,  S.  66, 
67;  über  die  Convergenz  unendlicher  Producte,  S.  70;  -sehe  analy- 
tische Facultaten,  S.  73;  -sehe  factorielle  Facult&ten,  S.  73;  -sehe 
Form  der  elliptischen  Integrale,  S.  161;  die  -sehen  analytischen 
Functionen,  S.  348,  361,  487;  -sehe  Sätze  über  compleze  Func- 
tionen, S.  362;  über  periodische  Functionen,  S.  381;  -scne  Formeln, 
S.  403,  484,  604;  -sehe  «-Functionen,  S.  422;  -sehe  p-Functionen, 
S.  428;  harmonischer  Fall,  S,  431;  äquianharmonischer  Fall,  S.  431. 

Wilson'scher  Satz,  S.  522. 

Wronski'sche  Determinanten,  S.  49;  Formel,  Reihe,  S.  604. 

ZeipeVsche  Determinante,  S.  24,  47. 


Zusätze  und  Verbesserungen. 


Seite  14  Z.  15,  16,  21,  22,  23  v.  o.  setze  t\ ,  i, ,  t, ,  •  •  •  an  die  Stelle 
von  r.,  r,,  r,,  ... 

„  38.  Füge  das  Citat  hinzu:  B  um  aide,  Theory  of  graups  of 
finite  Order,  Cambridge  1897. 

„  60  Z.  17  T.  u.  schalte  man  zwischen  die  Worte  die  Determi- 
nanten ein:  „(vonWronski  schon  untersuchten  und  benutzten^^ 

„  54  vergl.  auch  die  Literaturangaben  in  der  Enc.  d.  math.  W., 
Bd.  1,  S.  46. 

,,  SO  Z.  4  V.  u.  Es  ist  die  französische  üebersetzun^  des  Sal- 
mon^schen  Werkes  Modem  higher  Algebra  gemeint,  das  in 
deutscher  Bearbeitung  von  Fiedler,  Leipzig  1877  unter  dem 
Titel  „Vorlesungen  über  die  Algebra  dei'  linearen  Transforma- 
tionen** erschienen  ist.    Vergl.  das  Literaturverzeichniss  S.  607. 

,,  81.  Am  Schlass  des  §  1  füge  hinzu:  Bemerkenswerth  ist  das 
folgende  Theorem:  Die  S  lassen  sich  rational  durch  die  S  mit 
ungeradem  Index  iSj,  S^,  .  .  •,  S^^_^  ausdrücken.  Das 
Borchardt'sche  Theorem,  Monatsber.  d.  Berl.  Ak.,  1867; 
Brioschi,  Ann.  di  mat.,  1.  Ser.,  1,  S.  43.  Neuere  Unter- 
suchungen über  diesen  Gegenstand  sind  von  Vahlen,  Acta 
maih.,  23. 

85  füge  man  noch  hinzu:  Vogt,  H.,  Legons  sur  la  risolution 
algibrique  des  iquations,  Paris  1895  und  ebenso  zu  Kap.  5,  §  12. 
88,  Z.  13  V.  u.  füge  hinzu:  Diese  Function  wird  Geminante  ge- 
nannt, vergl.  Matthiessen. 

89  Z.  16  V.  0.  Statt  der  Bezeichnung  Charakteristik  ist  nach 
Frobenius,  CrelUy  86  das  Wort  Bang  gebräuchlich. 

94  Z.  9  V.  0.  füjje  hinter  den  Worten:  „drei  Gliedern"  hinzu: 
nämlich  den  Gliedern  mit  der  5**",  1**"  und  0**"  Potenz  der 
Variabelen. 

96  Z.  5  V.  o.  Siehe  auch  Klein-Burkhardt,  Math.  Ann.,  85, 
S.  277. 

95  Z.  12  V.  0.  setze  vor  das  Wort  „Lindemann'':  Jordan, 
TraitS  des  substittUions,  S.  380. 

95  Z.  15  V.  0.  vergl.  auch  Burkhardt,  Math.  Ann.,  35, 
S.  279  Anm. 

97  Z.  10  V.  0.  setze  z""  +  1  statt  2?'"+^ 

135  füge  man  zu  §  2  hinzu:  Li  den  Formeln  für  die  unbe- 
stimmten Litegrale  sind  die  Litegrationsconstanten  weggelassen 
worden. 


638 


Zusätze  und  Yerbesserangen. 


Seite  139,  Z.  1  u.  14  t.  u.  setze  Kapteyn  statt  Eapteiyn. 
:,     165  Z.  10  V.  o.  lies  /!(«,  Ar,  %)  statt  U^n,  k,  y). 
„    203  Z.  30,  33  V.  o.  füffe  hinter  dem  Wort  Differentialgleichung 

hinzu:  „mit  2n  Variabelen". 
„    261  Z.  14  V.  0.    Das  Salmon'sche  Werk  ist  in  deutscher  Be- 
arbeitung von  Fiedler,  Algebra  d.  lin.  Trafisf.,  Leipzig  1877 

erschienen. 
„     269  Z.  22  V.  o    lies  §  11  nicht  §  10. 
„    275  Z.  1  V.  0.  statt  „so  müssen  die  etc."  lies:  „so  müssen  für 

den    dieser   gemeinschaftlichen  Wurzel   entsprechenden  Werth 

von  x  die  Coefficienten  etc." 
„    270  Z.  6  V.  o.  lies  §  11  statt  §  10. 
„    558.    Papyrus  Rhind  ist  das  älteste  mathematische  Handbuch^ 

stammt  aus  Aegypten  und  befindet  sich  im  Britischen  Museum. 
„    591.     Zu    Cauchy's    Cours    d'analyse    sind    deutsche   üeber- 

setzungen  von  B.  H uz  1er,  Königsberg  1828  und  Itzigsohn, 

Berlin  1885  vorhanden.   - 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

Holzmüller,  ü.,  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandt- 
schaften und  der  konformen  Abbildungen,  verbunden  mit  An- 
wendungen auf  mathematische  Physik.     1882.     n.  *^.  11.20. 

Janusehke,  H.,  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie  und  seine  An- 
wendung in  der  Naturlehre.     1897.    In  Leinw.  geb.  n.  ^1C  12. — 

Kahl^  £.,  mathematische  Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  Auflösungen. 
2.  Aufl.     1874.     n.  .ä:  5.— 

Kircblioff,  G.,  Vorlesungen   über  mathematische  Physik.     4  Rande. 

I.  Bd.:   Mechanik.     4.  Aufl.,   von  W.  Wikk.     1897.     n.  .*'.  13.  —  ; 

II.  Bd.:  Optik.  Herausgegeben  von  K.  Hknsel.  Mit  dem  Bild- 
nisse Kirchhoffs.  1891.  n.  .fC  10.  —  ;  III.  Bd.:  Theorie  der  Elek- 
trizität und  des  Magnetismus.  Herausgegeben  von  M.  Plahck. 
1891.  n.  »^.  8.  —  ;  IV.  Bd.:  Theorie  der  Wärme.  Herausgegeben 
von  M.  Planck.     1894.     u.  J{.  8.— 

Klein,  F..  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
funktionen. Ausgearbeitet  und  vervollständigt  von  R.  Fbickb. 
2  Bände.  I.  Bd.:  Grundlegung  der  Theorie.  1890.  n.  .iK  24.  —  ; 
II.  Bd.:  Fortbildung  und  Anwendung  der  Theorie.  1892. 
n.  .f{.  24.— 

Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auflösung  der 

Gleichungen  vom  fünften  Grade.     1884.     n.  ^((.  8.— 

über  Ricmanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und 

ihrer  Integrale.  Eine  Erji^nzung  der  gewöhnlichen  Darstellung. 
1H82.     n.  .fC  2.40. 

autoffraphierte  Vorlesungshefte.  I.  Ausgewählte  Kapitel 
der  Zahlentheorie.  2  Hefte,  n.  .fC  14.60;  II.  Fjineare  Differen- 
tialgleichungen der  zweiten  Ordnung,  n.  ^8.50;  EI.  Über  die 
hypergeometrische  Funktion,  n.  ^1C  9.  — ;  FV.  Höhere  Geometrie. 
2  Hefte,  n.  .^.  15.  — ;  V.  Riemannsche  Flächen.  2  Hefte,  n. 
.f(.  12.  —  ;  Yl.  Nicht-Euklidische  Geometrfe.    2  Hefte,    n.  .^14.— 

—  —  Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementargeometrie. 
Ausgearbeitet  von  F.  Täqert.     1896.     n.  M.  2.— 

über  die  elliptischen  Normalkurven  der  n**"  Ordnung  und 


zugehörige  Modulfunktionen   der  n*«"  Stufe.     1886.     n.  M.  1.80. 
und  A.  Sommerfeld,  über  die  Theorie  des  Kreisels.    3  Hefte. 


Heft  I:  Die  kinematischen  und  kinetischen  Grundlagen  der 
Theorie.  1897.  n.  .^.  5.60;  Heft  II:  Durchführung  der  Theorie 
im  Falle  des  schweren  symmetrischen  Kreisels.  1898.  n.  ofC  10.  — ; 
Heft  in  [in  Vorbereitung]. 

Koeni/^sberger,  L.,  die  Transformation,  die  Multiplikation  und  die 
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